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Modelovani hybridnich systémi

Pozorovani

@ Hybridni automaty slouzi pro teoreticky popis redlného
hybridniho systému.

@ Diky abstrakci a zjednoduZovani, je mozné specifikovat
nerealné situace.

Rizika modelovani
@ Lze vytvofit systém, ktery nema FeSeni.
@ Lze vytvofit systém, ktery jehoZ YeSeni nejsou redlnd.

@ Lze vytvofit systém, ktery ma nejednoznadnd ¥eSeni.

Terminologie

@ O systému, ktery nema FeSeni (neexistuje b&h systému)
tikdme, Ze je blokujici.
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Realnost béha

Pozorovani
o Neblokujici systém negarantuje, Ze feSeni jsou redlna.

@ Neblokujici systém neimplikuje &asové nekoneéna chovani.

Nerealna chovani

@ Béhy, ve kterych se provede nekone¢né& mnoho diskrétnich
pfechodil v kone¢ném &ase — tzv. ZENO béhy.

@ Vznikaji abstrakci a zjednoduSovanim.

Diskuze
@ Pro¢ mitek neskace donekonetna?

@ Je dileZité pochopit abstrakce redlného svéta, které mohou
vést k ZENO chovdni.
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Nedeterminismus

Nedeterminismus

@ Obecné Ize charakterizovat jako absenci unikatniho ¥eSeni, tj
hybridni automat akceptuje vice riiznych exekuci pro jeden
inicidlni stav.

@ PYi omezeni na Lipschitz spojité funkce, které maji unikatni
FeSeni, mize byt divodem k nedeterminismu diskrétni slozka.

Umyslny nedeterminismus
@ MiiZe byt pouZit pro modelovani nejistoty.

o Je dlleZité umét rozlisit imysIné pouZiti nedeterminismu od
nedmysiného.

Pozorovani

@ Nedeterminismus pfinasi problémy pFi analyze chovani
hybridnich systémi i p¥i syntéze kontrolér.
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Problémy simulace/analyzy hybridnich systémii

Existence feSeni
o Jak detekovat existenci b&hu (neblokujicnost)?
o Jak detekovat ZENO chovani?

Unikatnost
@ Jak simulovat nedeterminismus?
e Diskrétni pfechod vs spojita evoluce.
o Diskrétni pfechod vs diskrétni pfechod.

@ As-soon-as sémantika.

Nespojitost
@ Jak detekovat splnitelnost strazi pfechodi?
@ Invariant stavu kon&i otevienym intervalem [a, b) a nasledny
prechod probihd v &ase [b].

Kompozicionalita
@ Jak komponovat systém slozené z hybridnich komponent?
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Neblokujici a deterministicky hybridni automat

Neblokujici hybridni automat

@ Hybridni automat H se nazyva neblokujici, pokud pro vsechny
inicidIni stavy (g, X) € Init existuje nekoneZny b&h za&inajici

v (a.%).

Deterministicky hybridni automat

@ Hybridni automat H se nazyva deterministicky, pokud pro
vdechny inicidlni stavy (g, X) € Init existuje nejvyse jeden
maximalni b&h za&inajici v (g, X).
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Priklad

Pozorovani

@ Nasledujici automat je blokujici a nedeterministicky.
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Mnozina dosazitelnych stavil

Definice dosazitelnosti

e Stav (§,%) € Q x X hybridniho automatu H se nazyva
dosazitelny, pokud existuje kone&ny béh (7, g, x), kterd kon&i v
(8,2, . 7 = {72, 7. N < o0 a (au(rh). () = (a.%).

Mnozina dosazitelnych stavi

@ MnoZinu dosazitelnych stavii hybridniho automatu H znacime
Reach, Reach C Q x X.

@ Fundamentaéini problém v oblasti hybridnich systémd je
vypolet mnoZiny Reach pro zadany hybridni automat.

Cviceni

@ Zdivodnéte, pro¢ Init C Reach.
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MnoZina tranzitnich stavu

Neformalné

@ MnoZina stavll H, ze kterych neni moZny spojity vyvoj.

Ptedpoklady

@ Pro (g,%) € Q x X a n&aké € > 0 uvaZme Feseni
x(+) : [0,€) — R" nasledujici diferencidlni rovnice:
o _ (g, x), kde x(0) = X
dt
@ Za predpokladu Lipschitz spojitosti v x, FeSeni vySe uvedené
rovnice existuje a je unikatni.

Definice
@ Trans = {(§,X) € @ x X | Ve > 0 3t € [0, €) takové, Ze
(G,x(t)) & Dom(@)}.
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Spodni odhad mnoziny tranzitnich stavi

Pozorovani 1

@ Spojitd evoluce nemiZe probihat mimo invariant (doménu)
stavu.

o Tedy pro kaZzdy diskrétni stav g € Q, komplement domény
stavu g, znaZeny jako Dom(q)¢ musi byt sou¢dsti mnoziny
Trans.

U {q} x Dom(q)¢ C Trans
qeQ

Pozorovani 2
@ Miize Trans obsahovat i n&jaké &asti z {q} x Dom(q)?

@ Ano, pokud je doména uzavfend mnoZina (obsahuje své
hranice), &asti této hranice mohou byt sou&asti Trans.
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Redeny pt¥iklad — Vodni nadrze
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Init ={q1,q2} x {xERXR|x1>nAx>n}
Dom(q1) ={x e RxR|x2 > n}
Dom(q2) ={x e RxR|x3 > n}

E={(91,92), (g2, q1)}
G(q1,q2) ={x e RxR|x2<r2}
G(g2,q1) ={x € RxR|x1<n}

® R(q1,q2,x) = R(q2,q1,x) = {x}
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Redeny pt¥iklad — Vodni nadrze

Ptiklad
o P¥edpoklidejme, Ze 0 < vi, vo < w. Spolitejte mnoZinu
Reach a mnoZinu Trans.

Naznak feseni

@ Reach obsahuje inicialni stavy:
Reach D {q1,q2} X {x € R? | (x1 > ) A (x2 > 1)}

o Miize Reach obsahovat i jiné stavy? Indukci vzhledem k délce
hybridni ¢asové fady hypotetického béhu ukaZeme, Ze ne.

Reach C {q1,q2} x {x € R? | (x1>n)A(xe>n)}

@ UvaZenim obou inkluzi dostavame, Ze

Reach = {q1, g2} x {x € R? | (x1 = n) A (x2 > o)}
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Duikaz matematickou indukci k délce béhu

Myslenka pouziti indukce

@ Indukce zahrnuje argumentaci pro spojity vyvoj ¢asu v rdmci
intervalu, a demonstraci, Ze po provedeni diskrétniho
ptechodu, invariant indukce plati.

Indukce
e Mg&me beéh (7, q, x). Jestlize 7/ C 7 a tvrzeni plati pro b&h
(7', g, x) pak plati i pro b&h (7, g, x).
o BAZE:
e Reach C Init
o INDUKCNI KROK:

e Diskuze spojité evoluce.
o Diskuze diskrétniho pfechodu.
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Redeny pt¥iklad — Vodni nadrze

Pozorovani 1
@ Spojitad evoluce neni moznd pokud
g=qgiaxx<mnebog=qgax<n

o tudiz
Trans O ({g1}x{x € R? | x2 < nHU({@} x{x € R? | xy < n}).

@ Naopak vime, Ze spojita evoluce je mozna, pokud
g=qiaxx>mn nebog=qgax>n
@ coZ dava
Trans C ({q1}x{x € R? | x2 < n})U({ g2} x{x € R?* | x; < n}).

Krajni pFipady
@ Pokud napfiklad g = g1 a xo = r». Plynutim &asu v g1 by x»
kleslo pod r», coZ je mimo doménu stavu. Tudiz hraniéni
hodnoty jsou v tomto pt¥ipadé soulasti Trans.
Trans = ({q1}x{x €R? | xo < nHU{ @} x{x € R? | xy < n})
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Cviéeni

Ukol
@ Zkuste odvodit, nebo alespofi ohraniéit mnoziny Reach a

Trans pro ostatni hybridni systémy definované v rdmci minulé
pFrednasky.
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Podminka neblokujicnosti

Pozorovani
@ Hybridni automat je neblokujici pokud pro v8echny dosazitelné
stavy, ve kterych neni mozna spojitd evoluce, je mozné provést
diskrétni prechod.

Lemma 1
@ Hybridni automat H je neblokujici, pokud pro viechny
(g,X) € Reachn Trans existuje §’ € Q takové, 7e (§,§') € E
a X € G(q,q). Pokud H je deterministicky, pak je neblokujici
tehdy a jen tehdy, plati-li uvedend podminka.
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Podminka deterministi¢nosti

Neformalné

@ Automat je nedeterministicky, pokud existuje dosaZitelny stav,
ze kterého se miZe realizovat alespofi jeden diskrétni pfechod
a zaroven z tohoto stavu miize probihat spojita evoluce,
anebo se mohou realizovat alespoii dva diskrétni pfechody
vedouci do jinych diskrétnich stavi.

Lemma 2

@ Hybridni automat H je deterministicky tehdy a jen tehdy,
pokud pro v3echny stavy (g, X) € Reach plati:
© pokud % € G(§,§') pro n&jakou (§,§’) € E, pak (§,%) € Trans
@ pokud (§,§') € E a (§,§") € E takové, %e §' # §", pak
X¢G(3,4)NG(4.9")
© pokud (§,§') € Eaxe€ G(§,§), pak R(g,d,%) = {X'}, t
mnoZzina obsahuje pravé jeden konkrétni prvek.
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Vyuziti Lemmat 1 a 2

Tvrzeni
@ Hybridni automat akceptuje unikdtni nekone¢ny b&h pro kazdy
inicidlni stav, pokud spliiuje podminky Lemat 1 a 2.

Poznamka
@ Lemata se vyjadfuji o vlastnostech stavli v mnoziné Reach.
Pokud nds v8ak zajimd existence a unikdtnost bé&hd pouze
z potatelnich podminek, je mozné formulovand lemata
roz&ifit na viechny mozné stavy (i nedosazitelné) a tim se
vyhnout naro&nému vypoétu mnoZiny Reach.
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Priklad

Ukol
@ Analyzujte platnost podminek uvedenych lemat na p¥ikladu
s vodnimi nadrzemi za predpokladu 0 < v, vo < w.
@ Je systém deterministicky?
@ Je systém neblokujici?

@ Je systém prakticky mozny?

Ukol
@ Formulujte paradox " Achilles a Zelva".

@ Analyzujte chovani hybridnich automatd na nasledujicim
slajdu.
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P¥iklady ZENO béhii
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P¥iklady ZENO béhii

Necht
sin (Tlg) exp (—Tlg) ifx#0
plz) = if 2 =0
pak

@ ndsledujici hybridni systém ma v intervalu (—e, 0] nekonené
mnoho prinikd s osou x.

2 :€ (—00,0) Px)
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Analyza a syntéza hybridnich systémi (HS)

Motivace modelovani

@ Cilem modelovani HS je odvozeni vlastnosti redlnych systémi
z vlastnosti modeld, a syntéza kontroléri (podminek pro
vykonani kontrolnich udalostr).

Verifikace
@ Vykazuje hybridni systém popsany hybridnim automatem
pozadované chovéni (spliiuje specifikaci)?

Syntéza
o Jestlize je moznost volby pfi ndvrhu systému, je mozné tento

ndvrh udélat tak, aby vysledny systém spliioval danou
specifikaci?
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Validace

@ Proces ovéreni, Ze teoreticky ndvrh hybridnim automatem se
p¥i praktické realizaci chova odpovidajicim zplisobem.

@ Vyhovujici teoreticky model, miiZze byt vzhledem
k uvaZovanym abstrakcim neimplementovatelny.

Obvyklé workflow
@ Syntéza
@ Verifikace

@ Validace
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Specifikace

Stabilita
@ Typicka vlastnost poZadovana v Cisté spojitych systémech.

@ Pozadovat stabilitu hybridniho systému vyZaduje definovat
pojem stability v diskrétni sloZce.

Specifikace mnozinou stavii

@ Specifikace bezpetnych a zakdzanych oblasti.

Specifikace mnoZinou trajektorii

@ Vlastnosti hybridnich automat, které se daji popsat
vlastnostmi b&h.

@ MnoZina povolenych b&hd hybridniho automatu.

@ Formalni popis vlastnosti b&hl s vyuzitim modalnich a
temporalnich logik. (CTL, LTL, CTL*).
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Metody analyzy

Deduktivni metody

e Matematické metody dokazovani/odvozovani vlastnosti
hybridnich systémd (matematickd indukce).

o Nealgoritmizovatelné.

Model Checking
@ Algoritmicka procedura rozhodujici, zda formalné& popsany
hybridni systém spliiuje formalné specifikované pozadavky.
@ Problém je rozhodnutelny pouze pro vybrané podtfidy
hybridnich automatd.

Softwarové simulace
@ PouZivané za (&elem vypo&tu mnoziny Reach.

@ Vysledek je Casto pouze aproximaci skute¢né mnoziny.
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Deduktivni metody — Invariantni mnozina

Pouziti deduktivnich metod

@ Typickym cilem metody je stanovit hranice mnoZiny Reach
skrze tzv. invariantni mnozinu.

@ Invariantni mnoZina je mnoZina pro niz plati, Ze zaéne-li
vypocet hybridniho systému v dané mnozinég, tak tuto
mnozZinu nikdy neopusti.

Definice invariantni mnoZiny
@ MnoZina stavii M C @ x X hybridniho automatu H se nazyva
invariantni pokud pro vechna (§,X) € M, v3echna YeSeni
(7, q,x) za&inajici v (g, X), vechna l; € 7 a viechna t € [;
plati, Ze (q;(t), xi(t)) € M.
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Deduktivni metody — Vlastnosti invariantni mnoZiny

Pozorovani

@ Sjednoceni a prinik dvou invariantnich mnoZin automatu H
jsou také invariantni mnoziny H.

@ Pokud M je invariantni mnozina a Init C M, pak Reach C M.

Vyuziti
@ Je-li dana specifikace povolenych stavii hybridniho automatu
(mnoZina F), je mozné identifikovat riizné invariantni mnoziny
splfiujici
Init CMCF

a pro tcely pfesného odhadu mnoZiny Reach tyto proniknout.

Cviceni
@ Zdlvodnéte vyse uvedend tvrzeni.

@ Rozmyslete, jak postupovat pfi ukazovani faktu, Ze néjaka
mnoZzina M je invariantni mnozinou hybridniho automatu H.
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Model Checking

Zjednoduseni

@ V ramci tohoto kurzu se omezime pouze na algoritmicky test
dosazitelnosti daného stavu pro vybrané podt¥idy hybridnich
automatd.

UvaZované podtfidy hybridnich automati
o Casové automaty (TA).
@ Rektanguldrni hybridni automaty (RHA).
@ Linedrni hybridni automaty (LHA).

Softwarové nastroje
o UPPAAL — ¢asové automaty
e PHaVer — RHA, &istetn& LHA (HyTech)
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Casové automaty

Omezeni

@ V3echny derivace podle nichZ se automat F¥idi p¥i spojité

evoluci stavu maji tvar:
dX,'(t)
dt

o V diskrétni sloZce je navic poloZeno omezeni na R, kdy je
dovoleno bud ponechat stavajici hodnotu spojité prom&nné,
nebo ji ,nastavit" na jinou celo&iselnou hodnotu (typicky 0).

@ Dom a G definovano pouze s pouZitim relaci < a > na
celotiselnych hodnotdch.

Intuice
@ Konelny automat s mnoZinou spojitych
promé&nnych pro mé¥eni uplynulého &asu.
@ Mé&Fené hodnoty je moZné resetovat pfi
provedeni diskrétniho p¥echodu.
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Casové automaty piiklad

P¥iklad ¢asového automatu

r1 =x2 =0
\ - X9 > 2 Ty =3 ANx2:=0
i‘lq:l\/ %ﬂix
\ T2 =1 “ / T2 =1 ‘
T2 <3 x1 <5
K \_/\ /
— xr1:=0 r1 >4 T

Cviceni
@ Zakreslete vyvoj hodnot spojitych proménnych v &ase.

@ Na dvourozmérném grafu s osami x; a x» ukaZte jak se méni
hodnoty proménnych v ase.

o Jak se projevi fakt, Ze dovolime pouze resety na hodnotu 07
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Regionova abstrakce

Kli¢ové pozorovani

@ Vzhledem k tomu, Ze v8echna porovnani v €asovych
automatech jsou celo&iselnd, automat neni schopen rozlisit dvé
rizné hodnoty spojité proménné se stejnou celodiselnou &asti.

T¥idy ekvivalence na spojité doméné
@ Je-li c nejvyssi celé Cislo, na které je spojitd proménna
porovnadvana, pak lze tuto spojitou proménnou ekvivalentné&

reprezentovat jednou hodnotou z ndsledujici posloupnosti:

[0],(0,1),[1],(1,2),[2],...[c — 1],(c — 1,¢),[c], (¢, >0)

@ Abstrahovand doména je koneéna pro kaZdou proménnou.
@ Lze sestrojit koneény automat, ktery vérné simuluje ¢asovy
automat a otazku verifikace algoritmicky rozhodnout nad

timto kone¢nym automatem.
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Regionova abstrakce
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Rektangularni hybridni automaty (RHA)

Omezeni

@ V3echny derivace podle nichz se automat F¥idi p¥i spojité
evoluci stavu maji tvar:

a

< Pl
S =g =
kde a a b jsou raciondlni konstanty.

o P¥i specifikaci automatu se neuvadi diferencidlni rovnice, ale
pouze konstanty a a b, jakoZto krajni meze.

Cviceni
e UvaZte rektanguldrni automat s dvémi spojitymi prom&nnymi
x1 a xo . Na dvojrozmérném grafu s osami x; a x»
demonstrujte vyvoj hodnot proménnych, ktery odpovida
spojité evoluci.
@ Odkud pochazi nazev této tfidy hybridnich automati?
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Algoritmicka rozhodnutelnost RHA

Dosazitelnost

@ Problém dosaZitelnosti daného stavu z konkrétniho daného
inicidlni stavu je rozhodnutelny, pokud diskrétni pfechody
automatu resetuji (reinicializuji) hodnoty promé&nnych na
kone¢nou mnoZinu konkrétnich hodnot.

@ Nejvétsi zndma rozhodnutelnd podtfida RHA.

Nerozhodnutelnost

@ Relaxace od prtesnych reinicializaci vede k podt¥idé hybridnich
automatl, pro niz je problém dosaZitelnosti nerozhodnutelny.
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Linedrni hybridni automaty (LHA)

Definice

@ Pokud ko, ..., km jsou definované konstanty a xi,...,Xm
promé&nné, pak vyraz tvaru ko + kixi + koxo + - -+ + kmxm se
nazyva linedrni vyraz.

o Pokud ty, to jsou linedrni vyrazy pak vyraz tvaru t; < tp se
nazyva linearni nerovnost.

@ Hybridni automat H se nazyva linearni, pokud Init, Dom, G
a f jsou definovany jako boolovské kombinace linearnich
nerovnosti.

Nerozhodnutelnost
@ Problém dosaZzitelnosti stavu je pro LHA nerozhodnutelny.
@ Dokazano redukci z problému zastaveni.

@ Implementované algoritmy negarantuji terminaci (HyTech).
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