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Modelováńı hybridńıch systémů

Pozorováńı

Hybridńı automaty slouž́ı pro teoretický popis reálného
hybridńıho systému.

D́ıky abstrakci a zjednodušováńı, je možné specifikovat
nereálné situace.

Rizika modelováńı

Lze vytvǒrit systém, který nemá řešeńı.

Lze vytvǒrit systém, který jehož řešeńı nejsou reálná.

Lze vytvǒrit systém, který má nejednoznačná řešeńı.

Terminologie

O systému, který nemá řešeńı (neexistuje běh systému)
ř́ıkáme, že je blokuj́ıćı.
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Reálnost běhů

Pozorováńı

Neblokuj́ıćı systém negarantuje, že řešeńı jsou reálná.

Neblokuj́ıćı systém neimplikuje časově nekonečná chováńı.

Nereálná chováńı

Běhy, ve kterých se provede nekonečně mnoho diskrétńıch
p̌rechodů v konečném čase – tzv. ZENO běhy.

Vznikaj́ı abstrakćı a zjednodušováńım.

Diskuze

Proč ḿıček neskáče donekonečna?

Je důležité pochopit abstrakce reálného světa, které mohou
vést k ZENO chováńı.
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Nedeterminismus

Nedeterminismus

Obecně lze charakterizovat jako absenci unikátńıho řešeńı, tj
hybridńı automat akceptuje v́ıce r̊uzných exekućı pro jeden
iniciálńı stav.

Při omezeńı na Lipschitz spojité funkce, které maj́ı unikátńı
řešeńı, může být důvodem k nedeterminismu diskrétńı složka.

Úmyslný nedeterminismus

Může být použit pro modelováńı nejistoty.

Je důležité umět rozlǐsit úmyslné použit́ı nedeterminismu od
neúmyslného.

Pozorováńı

Nedeterminismus p̌rináš́ı problémy p̌ri analýze chováńı
hybridńıch systémů i p̌ri syntéze kontrolér̊u.
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Problémy simulace/analýzy hybridńıch systémů

Existence řešeńı

Jak detekovat existenci běhu (neblokuj́ıcnost)?

Jak detekovat ZENO chováńı?

Unikátnost
Jak simulovat nedeterminismus?

Diskrétńı p̌rechod vs spojitá evoluce.
Diskrétńı p̌rechod vs diskrétńı p̌rechod.

As-soon-as sémantika.

Nespojitost

Jak detekovat splnitelnost stráž́ı p̌rechodů?

Invariant stavu konč́ı otev̌reným intervalem [a, b) a následný
p̌rechod prob́ıhá v čase [b].

Kompozicionalita

Jak komponovat systém složené z hybridńıch komponent?
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Neblokuj́ıćı a deterministický hybridńı automat

Neblokuj́ıćı hybridńı automat

Hybridńı automat H se nazývá neblokuj́ıćı, pokud pro všechny
iniciálńı stavy (q̂, x̂) ∈ Init existuje nekonečný běh zač́ınaj́ıćı
v (q̂, x̂).

Deterministický hybridńı automat

Hybridńı automat H se nazývá deterministický, pokud pro
všechny iniciálńı stavy (q̂, x̂) ∈ Init existuje nejvýše jeden
maximálńı běh zač́ınaj́ıćı v (q̂, x̂).
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Př́ıklad

Pozorováńı

Následuj́ıćı automat je blokuj́ıćı a nedeterministický.
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Množina dosažitelných stav̊u

Definice dosažitelnosti

Stav (q̂, x̂) ∈ Q × X hybridńıho automatu H se nazývá
dosažitelný, pokud existuje konečný běh (τ, q, x), která konč́ı v
(q̂, x̂), tj. τ = {[τi , τ ′i ]}N0 , N <∞ a (qN(τ ′N), xN(τ ′n)) = (q̂, x̂).

Množina dosažitelných stav̊u

Množinu dosažitelných stav̊u hybridńıho automatu H znač́ıme
Reach, Reach ⊆ Q × X .

Fundamentálńı problém v oblasti hybridńıch systémů je
výpočet množiny Reach pro zadaný hybridńı automat.

Cvičeńı

Zdůvodněte, proč Init ⊆ Reach.
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Množina tranzitńıch stav̊u

Neformálně

Množina stav̊u H, ze kterých neńı možný spojitý vývoj.

Předpoklady

Pro (q̂, x̂) ∈ Q × X a nějaké ε > 0 uvažme řešeńı
x(·) : [0, ε)→ Rn následuj́ıćı diferenciálńı rovnice:

dx

dt
= f (q̂, x), kde x(0) = x̂

Za p̌redpokladu Lipschitz spojitosti v x , řešeńı výše uvedené
rovnice existuje a je unikátńı.

Definice

Trans = {(q̂, x̂) ∈ Q × X | ∀ε > 0 ∃t ∈ [0, ε) takové, že
(q̂, x(t)) 6∈ Dom(q̂)}.
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Spodńı odhad množiny tranzitńıch stav̊u

Pozorováńı 1

Spojitá evoluce nemůže prob́ıhat mimo invariant (doménu)
stavu.

Tedy pro každý diskrétńı stav q ∈ Q, komplement domény
stavu q, značený jako Dom(q)c muśı být součást́ı množiny
Trans. ⋃

q∈Q
{q} × Dom(q)c ⊆ Trans

Pozorováńı 2

Může Trans obsahovat i nějaké části z {q} × Dom(q)?

Ano, pokud je doména uzav̌rená množina (obsahuje své
hranice), části této hranice mohou být součást́ı Trans.
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Řešený p̌ŕıklad – Vodńı nádrže

Q = {q1, q2}
X = R× R

f (q1, x) =

[
w − v1

−v2

]
f (q2, x) =

[
−v1

w − v2

]
Init = {q1, q2} × {x ∈ R× R | x1 ≥ r1 ∧ x2 ≥ r2}
Dom(q1) = {x ∈ R× R | x2 ≥ r2}
Dom(q2) = {x ∈ R× R | x1 ≥ r1}
E = {(q1, q2), (q2, q1)}
G (q1, q2) = {x ∈ R× R | x2 ≤ r2}
G (q2, q1) = {x ∈ R× R | x1 ≤ r1}
R(q1, q2, x) = R(q2, q1, x) = {x}
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Řešený p̌ŕıklad – Vodńı nádrže

Př́ıklad

Předpokládejme, že 0 < v1, v2 < w . Spoč́ıtejte množinu
Reach a množinu Trans.

Náznak řešeńı

Reach obsahuje iniciálńı stavy:

Reach ⊇ {q1, q2} × {x ∈ R2 | (x1 ≥ r1) ∧ (x2 ≥ r2)}

Může Reach obsahovat i jiné stavy? Indukćı vzhledem k délce
hybridńı časové řady hypotetického běhu ukážeme, že ne.

Reach ⊆ {q1, q2} × {x ∈ R2 | (x1 ≥ r1) ∧ (x2 ≥ r2)}.

Uvážeńım obou inkluźı dostáváme, že

Reach = {q1, q2} × {x ∈ R2 | (x1 ≥ r1) ∧ (x2 ≥ r2)}
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Důkaz matematickou indukćı k délce běhu

Myšlenka použit́ı indukce

Indukce zahrnuje argumentaci pro spojitý vývoj času v rámci
intervalu, a demonstraci, že po provedeńı diskrétńıho
p̌rechodu, invariant indukce plat́ı.

Indukce

Mějme běh (τ, q, x). Jestliže τ ′ v τ a tvrzeńı plat́ı pro běh
(τ ′, q, x) pak plat́ı i pro běh (τ, q, x).

BÁZE:

Reach ⊆ Init

INDUKČŃI KROK:

Diskuze spojité evoluce.
Diskuze diskrétńıho p̌rechodu.
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Řešený p̌ŕıklad – Vodńı nádrže

Pozorováńı 1

Spojitá evoluce neńı možná pokud
q = q1 a x2 < r2, nebo q = q2 a x1 < r1

tud́ıž

Trans ⊇ ({q1}×{x ∈ R2 | x2 < r2})∪({q2}×{x ∈ R2 | x1 < r1}).

Naopak v́ıme, že spojitá evoluce je možná, pokud
q = q1 a x2 > r2, nebo q = q2 a x1 > r1

což dává

Trans ⊆ ({q1}×{x ∈ R2 | x2 ≤ r2})∪({q2}×{x ∈ R2 | x1 ≤ r1}).

Krajńı p̌ŕıpady

Pokud nap̌ŕıklad q = q1 a x2 = r2. Plynut́ım času v q1 by x2

kleslo pod r2, což je mimo doménu stavu. Tud́ıž hraničńı
hodnoty jsou v tomto p̌ŕıpadě součást́ı Trans.

Trans = ({q1}×{x ∈ R2 | x2 ≤ r2})∪({q2}×{x ∈ R2 | x1 ≤ r1})
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Cvičeńı

Úkol

Zkuste odvodit, nebo alespoň ohraničit množiny Reach a
Trans pro ostatńı hybridńı systémy definované v rámci minulé
p̌rednášky.
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Podḿınka neblokuj́ıcnosti

Pozorováńı

Hybridńı automat je neblokuj́ıćı pokud pro všechny dosažitelné
stavy, ve kterých neńı možná spojitá evoluce, je možné provést
diskrétńı p̌rechod.

Lemma 1

Hybridńı automat H je neblokuj́ıćı, pokud pro všechny
(q̂, x̂) ∈ Reach ∩ Trans existuje q̂′ ∈ Q takové, že (q̂, q̂′) ∈ E
a x̂ ∈ G (q̂, q̂′). Pokud H je deterministický, pak je neblokuj́ıćı
tehdy a jen tehdy, plat́ı-li uvedená podḿınka.
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Podḿınka determinističnosti

Neformálně

Automat je nedeterministický, pokud existuje dosažitelný stav,
ze kterého se může realizovat alespoň jeden diskrétńı p̌rechod
a zároveň z tohoto stavu může prob́ıhat spojitá evoluce,
anebo se mohou realizovat alespoň dva diskrétńı p̌rechody
vedoućı do jiných diskrétńıch stav̊u.

Lemma 2

Hybridńı automat H je deterministický tehdy a jen tehdy,
pokud pro všechny stavy (q̂, x̂) ∈ Reach plat́ı:

1 pokud x̂ ∈ G (q̂, q̂′) pro nějakou (q̂, q̂′) ∈ E , pak (q̂, x̂) ∈ Trans
2 pokud (q̂, q̂′) ∈ E a (q̂, q̂′′) ∈ E takové, že q̂′ 6= q̂′′, pak

x̂ 6∈ G (q̂, q̂′) ∩ G (q̂, q̂′′)
3 pokud (q̂, q̂′) ∈ E a x̂ ∈ G (q̂, q̂′), pak R(q̂, q̂′, x̂) = {x̂ ′}, tj

množina obsahuje právě jeden konkrétńı prvek.
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Využit́ı Lemmat 1 a 2

Tvrzeńı

Hybridńı automat akceptuje unikátńı nekonečný běh pro každý
iniciálńı stav, pokud splňuje podḿınky Lemat 1 a 2.

Poznámka

Lemata se vyjaďruj́ı o vlastnostech stav̊u v množině Reach.
Pokud nás však zaj́ımá existence a unikátnost běhů pouze
z počátečńıch podḿınek, je možné formulovaná lemata
rozš́ı̌rit na všechny možné stavy (i nedosažitelné) a t́ım se
vyhnout náročnému výpočtu množiny Reach.
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Př́ıklad

Úkol

Analyzujte platnost podḿınek uvedených lemat na p̌ŕıkladu
s vodńımi nádržemi za p̌redpokladu 0 < v1, v2 < w .

Je systém deterministický?

Je systém neblokuj́ıćı?

Je systém prakticky možný?

Úkol

Formulujte paradox ”Achilles a želva”.

Analyzujte chováńı hybridńıch automat̊u na následuj́ıćım
slajdu.
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Př́ıklady ZENO běhů
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Př́ıklady ZENO běhů

Necht’

pak

následuj́ıćı hybridńı systém má v intervalu (−ε, 0] nekonečně
mnoho pr̊unik̊u s osou x .
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Analýza a syntéza hybridńıch systémů (HS)

Motivace modelováńı

Ćılem modelováńı HS je odvozeńı vlastnost́ı reálných systémů
z vlastnost́ı model̊u, a syntéza kontrolér̊u (podḿınek pro
vykonáńı kontrolńıch událost́ı).

Verifikace

Vykazuje hybridńı systém popsaný hybridńım automatem
požadované chováńı (splňuje specifikaci)?

Syntéza

Jestliže je možnost volby p̌ri návrhu systému, je možné tento
návrh udělat tak, aby výsledný systém splňoval danou
specifikaci?
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Validace

Validace

Proces ově̌reńı, že teoretický návrh hybridńım automatem se
p̌ri praktické realizaci chová odpov́ıdaj́ıćım způsobem.

Vyhovuj́ıćı teoretický model, může být vzhledem
k uvažovaným abstrakćım neimplementovatelný.

Obvyklé workflow

Syntéza

Verifikace

Validace
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Specifikace

Stabilita

Typická vlastnost požadovaná v čistě spojitých systémech.

Požadovat stabilitu hybridńıho systému vyžaduje definovat
pojem stability v diskrétńı složce.

Specifikace množinou stav̊u

Specifikace bezpečných a zakázaných oblast́ı.

Specifikace množinou trajektoríı

Vlastnosti hybridńıch automat̊u, které se daj́ı popsat
vlastnostmi běhů.

Množina povolených běhů hybridńıho automatu.

Formálńı popis vlastnost́ı běhů s využit́ım modálńıch a
temporálńıch logik. (CTL, LTL, CTL∗).
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Metody analýzy

Deduktivńı metody

Matematické metody dokazováńı/odvozováńı vlastnost́ı
hybridńıch systémů (matematická indukce).

Nealgoritmizovatelné.

Model Checking

Algoritmická procedura rozhoduj́ıćı, zda formálně popsaný
hybridńı systém splňuje formálně specifikované požadavky.

Problém je rozhodnutelný pouze pro vybrané podťŕıdy
hybridńıch automat̊u.

Softwarové simulace

Použ́ıvané za účelem výpočtu množiny Reach.

Výsledek je často pouze aproximaćı skutečné množiny.
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Deduktivńı metody – Invariantńı množina

Použit́ı deduktivńıch metod

Typickým ćılem metody je stanovit hranice množiny Reach
skrze tzv. invariantńı množinu.

Invariantńı množina je množina pro ńıž plat́ı, že začne-li
výpočet hybridńıho systému v dané množině, tak tuto
množinu nikdy neopust́ı.

Definice invariantńı množiny

Množina stav̊u M ⊆ Q × X hybridńıho automatu H se nazývá
invariantńı pokud pro všechna (q̂, x̂) ∈ M, všechna řešeńı
(τ, q, x) zač́ınaj́ıćı v (q̂, x̂), všechna Ii ∈ τ a všechna t ∈ Ii
plat́ı, že (qi (t), xi (t)) ∈ M.
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Deduktivńı metody – Vlastnosti invariantńı množiny

Pozorováńı

Sjednoceńı a pr̊unik dvou invariantńıch množin automatu H
jsou také invariantńı množiny H.

Pokud M je invariantńı množina a Init ⊆ M, pak Reach ⊆ M.

Využit́ı

Je-li dána specifikace povolených stav̊u hybridńıho automatu
(množina F ), je možné identifikovat r̊uzné invariantńı množiny
splňuj́ıćı

Init ⊆ M ⊆ F

a pro účely p̌resného odhadu množiny Reach tyto proniknout.

Cvičeńı

Zdůvodněte výše uvedená tvrzeńı.

Rozmyslete, jak postupovat p̌ri ukazováńı faktu, že nějaká
množina M je invariantńı množinou hybridńıho automatu H.
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Model Checking

Zjednodušeńı

V rámci tohoto kurzu se omeźıme pouze na algoritmický test
dosažitelnosti daného stavu pro vybrané podťŕıdy hybridńıch
automat̊u.

Uvažované podťŕıdy hybridńıch automat̊u

Časové automaty (TA).

Rektangulárńı hybridńı automaty (RHA).

Lineárńı hybridńı automaty (LHA).

Softwarové nástroje

UPPAAL – časové automaty

PHaVer – RHA, částečně LHA (HyTech)
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Časové automaty

Omezeńı

Všechny derivace podle nichž se automat ř́ıd́ı p̌ri spojité
evoluci stavu maj́ı tvar:

dxi (t)

dt
= 1

V diskrétńı složce je nav́ıc položeno omezeńı na R, kdy je
dovoleno bud’ ponechat stávaj́ıćı hodnotu spojité proměnné,
nebo ji

”
nastavit“ na jinou celoč́ıselnou hodnotu (typicky 0).

Dom a G definováno pouze s použit́ım relaćı ≤ a ≥ na
celoč́ıselných hodnotách.

Intuice

Konečný automat s množinou spojitých
proměnných pro mě̌reńı uplynulého času.
Mě̌rené hodnoty je možné resetovat p̌ri
provedeńı diskrétńıho p̌rechodu.
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Časové automaty p̌ŕıklad

Př́ıklad časového automatu

Cvičeńı

Zakreslete vývoj hodnot spojitých proměnných v čase.

Na dvourozměrném grafu s osami x1 a x2 ukažte jak se měńı
hodnoty proměnných v čase.

Jak se projev́ı fakt, že dovoĺıme pouze resety na hodnotu 0?
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Regionová abstrakce

Kĺıčové pozorováńı

Vzhledem k tomu, že všechna porovnáńı v časových
automatech jsou celoč́ıselná, automat neńı schopen rozlǐsit dvě
r̊uzné hodnoty spojité proměnné se stejnou celoč́ıselnou část́ı.

Tř́ıdy ekvivalence na spojité doméně

Je-li c nejvyš̌śı celé č́ıslo, na které je spojitá proměnná
porovnávána, pak lze tuto spojitou proměnnou ekvivalentně
reprezentovat jednou hodnotou z následuj́ıćı posloupnosti:

[0], (0, 1), [1], (1, 2), [2], . . . [c − 1], (c − 1, c), [c], (c ,∞)

Abstrahovaná doména je konečná pro každou proměnnou.

Lze sestrojit konečný automat, který věrně simuluje časový
automat a otázku verifikace algoritmicky rozhodnout nad
t́ımto konečným automatem.
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Regionová abstrakce
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Rektangulárńı hybridńı automaty (RHA)

Omezeńı

Všechny derivace podle nichž se automat ř́ıd́ı p̌ri spojité
evoluci stavu maj́ı tvar:

a ≤ dxi (t)

dt
≤ b,

kde a a b jsou racionálńı konstanty.

Při specifikaci automatu se neuvád́ı diferenciálńı rovnice, ale
pouze konstanty a a b, jakožto krajńı meze.

Cvičeńı

Uvažte rektangulárńı automat s dvěmi spojitými proměnnými
x1 a x2 . Na dvojrozměrném grafu s osami x1 a x2

demonstrujte vývoj hodnot proměnných, který odpov́ıdá
spojité evoluci.

Odkud pocháźı název této ťŕıdy hybridńıch automat̊u?
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Algoritmická rozhodnutelnost RHA

Dosažitelnost

Problém dosažitelnosti daného stavu z konkrétńıho daného
iniciálńı stavu je rozhodnutelný, pokud diskrétńı p̌rechody
automatu resetuj́ı (reinicializuj́ı) hodnoty proměnných na
konečnou množinu konkrétńıch hodnot.

Nejvěťśı známá rozhodnutelná podťŕıda RHA.

Nerozhodnutelnost

Relaxace od p̌resných reinicializaćı vede k podťŕıdě hybridńıch
automat̊u, pro ńıž je problém dosažitelnosti nerozhodnutelný.
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Lineárńı hybridńı automaty (LHA)

Definice

Pokud k0, . . . , km jsou definované konstanty a x1, . . . , xm
proměnné, pak výraz tvaru k0 + k1x1 + k2x2 + · · ·+ kmxm se
nazývá lineárńı výraz.

Pokud t1, t2 jsou lineárńı výrazy pak výraz tvaru t1 ≤ t2 se
nazývá lineárńı nerovnost.

Hybridńı automat H se nazývá lineárńı, pokud Init, Dom, G
a f jsou definovány jako boolovské kombinace lineárńıch
nerovnost́ı.

Nerozhodnutelnost

Problém dosažitelnosti stavu je pro LHA nerozhodnutelný.

Dokázáno redukćı z problému zastaveńı.

Implementované algoritmy negarantuj́ı terminaci (HyTech).
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