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Problém Fizeni

Mé&jme dynamicky systém & definovany stavovou rovnici:

x = f(x,u)

Problém F¥izeni

Pro zvolenou dvojici inicidlni stavu x(to) a koncového stavu x(t1)
uréit Fidici veliinu u(t) umoZiiujici dosaZeni x(t1) z x(tp) v
kone€ném case.

P4

@ Problém lze rozdélit na existenéni a konstruktivni &3st.

@ Existuje-li YeSeni problému ¥izeni, nemusi byt nutné
jednoznaéné urcené. Proto je Casto hledano optimaini Fizeni,
které vyhovuje zadané specifikaci.

IV120 Z3akladni pojmy teorie ¥izeni str. 2/25



Pojem dosazitelnosti ve staciondrnim systému

Problém ¥izeeni vyZaduje dosaZitelnost koncového bodu v
konetném Case. Pojem dosazitelnosti je tedy zasadni.

Dosazitelnost

Stav x je dosazitelny, pokud existuje Fizeni u(t), které za kone¢ny
Cas prevede stav x(tp) = 0 do stavu x.

Systém je dosaZitelny pokud kaZdy jeho stav je dosaZitelny.
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IV120 Z3akladni pojmy teorie ¥izeni str. 3/25



Pojem fiditelnosti ve staciondrnim systému

P¥i Yizeni systému mizZe byt dileZitou vlastnosti dosaZitelnost
poc

¥
ate¢niho bodu v kone¢ném c&ase.

Riditelnost

Stav x je Fiditelny, pokud existuje ¥izeni u(t), které za kone&ny
Cas prevede stav x do stavu 0.

Jsou-li v8echny stavy systému ¥iditelné, pak hovofime o Fiditelném
systému.
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Riditelnost a dosaZitelnost

Pojmy Fiditelnosti a dosaZitelnosti mohou splyvat — potom je kazdy
dosaZitelny stav Fiditelny a naopak.

Existuji systémy, kde mnoZina dosaZitelnych stavil neni totoZnd s
mnozinou Fiditelnych stavd.

Jak se projevi nestacionarita systému?
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Riditelnost a dosaZitelnost

Pojmy Fiditelnosti a dosaZitelnosti mohou splyvat — potom je kazdy
dosaZitelny stav Fiditelny a naopak.

Existuji systémy, kde mnoZina dosaZitelnych stavil neni totoZnd s
mnozinou Fiditelnych stavd.

Jak se projevi nestacionarita systému?
Nutno vazat oba pojmy na Cas, tj. zkoumat dosaZitelnost a
Fiditelnost udalosti (t, x(t)).
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

UvaZujme linedrni systém definovany stavovou rovnici:
x = Ax+ Bu

ReZeni stavové rovnice:

t
x(t) = Mx(0) + et / A" Bu(r)dr
0

Kritérium dosaZitelnosti

P¥edpokladejme x(0) = 0. Stav x je dosaZitelny, pokud existuje
¢asovy okamzik t a ¥izeni u(7), 0 < 7 < t spliiujici

x = x(t) = e [ e~ A" Bu(r)d.

Kritérium Fiditelnosti

P¥edpokladejme x(t) = 0. Stav x je Fiditelny, pokud existuje
okamzik t a ¥izeni u(7), 0 < 7 < t spliujici

x =x(0) = — fot e AT Bu(T)dT.

| A\

N
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

@ jaky je vztah mezi fiditelnymi a dosazitelnymi stavy linedrniho
spojitého systému?
@ existuji stavy které jsou pouze Fiditelné a nikoliv dosaZitelné?

@ existuji stavy pouze dosaZitelné a nikoliv Fiditelné?
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

@ jaky je vztah mezi fiditelnymi a dosazitelnymi stavy linedrniho
spojitého systému?

@ existuji stavy které jsou pouze Fiditelné a nikoliv dosaZitelné?

@ existuji stavy pouze dosaZitelné a nikoliv Fiditelné?

Riditelné a dosaZitelné stavy linedrniho systému inciduji.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

KaZdou konvergujici nekone¢nou maticovou ¥adu ¢tvercové matice
A ¥adu n lze vyjad¥it jako polynom v mocnindch matice A, stupné

p.

P¥itom plati:
p je stupném minimalniho polynomu ®(\) matice A, tedy
minimalni p pro néz polynom

d(N) = WP +a, 1AL+ 4 a

spliiuje
O(A) = AP +a, 1 AP 4 L+ agl =0

kde / je jednotkova matice, p < n.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Exponencidlni matici lze vyjadfit ve tvaru:

p—1
e = Za;(T)Ai
i=0

Dosadime-li do kritéria ¥iditelnosti, dostaneme:

X =— /t Za;(T)AiBU(T)dT
0 =0

Dale rozepiseme vektor Fizenf:

r

u(t) = Z uj(7)e;

Jj=1

kde e; je bazovy vektor s j-tou pozici nenulovou.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Kritérium Fiditelnosti prepiSeme po slozkach vektoru Fizeni:

tP—1 r
X = _/0 ZZa;(T)AiBuJ-(T)ede

i=0 j=1

coz lze dale pFepsat:

r

p—1 t )
X = — ZZ/O ai(T)uj(T)dTA'bj

i=0 j=1

kde b; je j-ty sloupec matice B.

Oznatime-li §j; = — fot a(T)ujdT, dostaneme pro stav x:
p—1 r
x=)_ > BiA'b
i=0 j=1
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Mame maticovy vztah pro stav x, o jehoZ ¥iditelnosti rozhodujeme:

p—1

x=Y "> BjAb

i=0 j=1
B je skaldr, ktery miiZze vhodnou volbou j-té sloZky Fizeni nabyvat
lib. kone&né hodnoty.
Lze tedy uzavfit:

Stav x je ¥iditelny, pokud leZi v prostoru generovaném mnoZinou

vektori . . .
JbiulJAbu..ul AP b
i=1 i=1 i=1

K potvrzeni fiditelnosti je tedy nutné nalézt n lin. nezdvislych
vektorli ve vy$e uvedené mnoZiné.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Véta (kritérium Fiditelnosti (dosaZitelnosti))

Linearni spojity systém definovany stavovou rovnici x = Ax + Bu
je dosazitelny a Fiditelny pravé tehdy, kdyZ slozend matice R"*",
R =[B,AB,A?B, ..., A""1B], m4 hodnost h(R) = n.

Definice

| A\

Matice R z pfechozi véty se nazyva matici Fiditelnosti
(dosazitelnosti) systému.

Poznamka

| \

o JelikoZ kritérium je nezdvislé na hodnot& j3;;, Ize volit jakékoliv
t # 0 a plati: Je-li stav x Fiditelny (dosaZitelny), pak je
fiditelny (dosaZitelny) v libovoln& kratké dobé.

@ Neni-li systém Fiditelny (dosaZitelny), pak mnozZina ¥iditelnych

(dosazitelnych) stavi je podrpostorem generovanym sloupci

matice R.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Definice

UvaZme matici ¥iditelnosti R, = [B, AB, A’B, ..., A<"1B].
Nejmensi p¥irozené &islo « splfiujici rovnici:

hod(Ry) = hod(Re+1)

se nazyva index Fiditelnosti (dosazitelnosti) systému.

Poznamka

| A

Index Fiditelnosti (dosaZitelnosti) je vzdy shora neostfe ohranicen
fadem systému n. Pro Fiditelny (dosaZitelny) systém je xk omezeno
vztahem:

S|

<k<n—r+1

v
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti — p¥iklad

Uvazte linedrni systém:

Sestavte matici Fiditelnosti:
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti — p¥iklad

Uvazte linedrni systém:

Sestavte matici Fiditelnosti:

P = [B,AB, A’B]
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Kritéria dosaZitelnosti a Fiditelnosti

Pro linearni systémy byla formulovana ¥ada alternativnich kritérii
dosaZitenosti/fiditelnosti.

@ test pomoci vlastnich vektor(
@ test pomoci hodnosti

@ vyuZiti kanonickych tvari

Pro detailni informace viz skripta [Stecha, Havlenal].
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Nestacionarni systémy

Dosud jsme uvaZovali staciondrni systémy. Pro linedrni nestacionarni systémy je nutné

upFesnit pojem dosaZitelnosti/¥iditelnosti.

Definice

Udalost (7, x(7)) je dosaZitelna, pokud existuje okamzik v < 7 a
fizeni u(t), v < t < 7, které pfevede udalost (v,0) do udalosti

(7, x(7))-

Pokud tvrzeni plati pro v&. stavy x(7) € R”, ¥ikime, Ze systém je
dosazitelny v ¢ase 7.
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Nestacionarni systémy

Dosud jsme uvaZovali staciondrni systémy. Pro linedrni nestacionarni systémy je nutné

upFesnit pojem dosaZitelnosti/¥iditelnosti.

Definice

Udalost (7, x(7)) je dosaZitelna, pokud existuje okamzik v < 7 a
fizeni u(t), v < t < 7, které pfevede udalost (v,0) do udalosti

(7, x(7))-

Pokud tvrzeni plati pro v&. stavy x(7) € R”, ¥ikime, Ze systém je
dosazitelny v ¢ase 7.

Definice

| A\

Udalost (7, x(7)) je Fiditelnd, pokud existuje okamZik 1 > 7 a
fizeni u(t), 7 < t < p, které prevede udalost (7, x(7)) do udalosti
(1, 0).

Pokud tvrzeni plati pro v8. stavy x(7) € R”, ¥ikdme, Ze systém je
fiditelny v ¢ase 7.

’
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Riditelnost a dosaZitelnost v linedrnich spojitych systémech

Nestacionarni systémy

Charakterizace Fiditelnosti a dosaZitelnosti v nestacionarnich
systémech je komplikovan&j$i a zjitovani pomé&rn& obtizné.

Resi se pomoci transformace tzv. Gramovou matici Fiditelnosti.
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Rizeni vystupu v linedrnich spojitych systémech

Nékdy se zavadi pojem F¥iditelnosti i pro vystup systému.
UvaZujme systém dany stavovou rovnici a vystupni funkci:

x = Ax + Bu
y = Cx+ Du

Riditelnost vystupu

Pokud existuje ¥izeni, které prevede vystup systému z dané
hodnoty y(tp) na cilovou hodnotu y(t1) v kone¢ném &ase t; — to,
systém ma Fiditelny vystup.

Tvrzeni

| A\

Linedrni staciondrni systém ma ¥iditelny vystup, je-li hodnost
matice
R, =D, CB, CAB, ..., CA"1B]

rovna po&tu vystupi (velikosti vystupniho vektoru m),
hod(R,) = m.
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Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systémi

Typicky jsou vnitini (stavové) veliginy systému skryté
(nemé&Fitelné). Pozorovat lIze pouze vstup a vystup systému.
Zajima nds otdzka, zda mé&fenim vstupu a vystupu dovedeme
detekovat stav systému.

u ult) |

@ pozorovatelnost — urujeme
stav na pocatku intervalu méfeni

o rekonstruovatelnost -
uréujeme stav na konci intervalu
méreni
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Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systémii

Pozorovatelnost

Systém je pozorovatelny pokud je moZné mé&fenim vstupu a
vystupu na kone¢ném intervalu uréit hodnotu stavu systému na
pocatku méreni.

Nelze-li jednoznaéné urcit pocatedni stav z téchto méfeni, pak
Fikdme. Ze systém obsahuje nepozorovatelné stavy.

Pozn.: Nepozorovatelné stavy se neprojevi na vystupu.

Rekonstruovatelnost

Systém je rekonstruovatelny pokud je mozné méfenim vstupu a
vystupu na kone¢ném intervalu uréit hodnotu stavu systému na
konci méreni.

JelikoZ uvaZujeme deterministické systémy, pozorovatelnost vzdy
implikuje rekonstruovatelnost. Opaéné tvrzeni obecné neplati.
V reverzibilnich systémech oba pojmy inciduji.
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Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost v linearnich

spojitych systémech

Uvazujme linedrni systém definovany stavovou rovnici:

x = Ax + Bu
y=Cx+ Du

ReSeni stavové rovnice:

t
y(t) = CeAt0)x(t0) + Ce / e~ Bu(r)dr + Du(t)
0

-~

nezavislé na vnit¥fnim stavu
Je-li zndmé Yizeni u, Ize odelist vyznacené ¢leny od y. Bez Gjmy na

obecnosti tedy budeme predpokladat nulové Fizeni.
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Kritérium pozorovatelnosti

Vé&ta (kritérium pozorovatelnosti)

Pro linearni stacionarni spojity systém plati:

Systém je pozorovatelny pravé& tehdy, kdyZ matice

pozorovatelnosti P,
C

P = CA
..CA—1

m3 hodnost rovnu ¥adu systému, h(P) = n.

Pozn.: Podobné jako v predch. p¥ipadech, kritérium nezavisi na
délce ¢asového intervalu mé¥eni, proto Ize méFit libovolné kratkou
dobu.

Analogicky jako v prfech. p¥ipadech lIze definovat index
pozorovatelnosti.
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Pozorovatelnost vs. rekonstruovatelnost

UvaZme systém S; dany soustavou:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(¢)
kde x e R", w e R" a y € R™.
Déle uvaZujme systém So:
z(t) = AT(t)z(t) + CT(t)w(t)
v(t) = BT(t)z(t)
kde zeR", weR"aveR".

Princip duality

Je-li S; dosazitelny (resp. ¥iditelny), je systém S, pozorovatelny
(resp. rekonstruovatelny) a naopak.
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Pozrovatelnost a rekonstruovatelnost
Nestaciondrni systémy

Dosud jsme uvaZovali staciondrni systémy. Pro linedrni nestacionarni systémy je nutné

upFesnit pojem pozorovatelnosti/rekonstruovatelnosti.

Stav x(7) je pozorovatelny v &ase 7, pokud existuje okamzik v,
Ze znalost vystupu y(t) pro 7 < t < v umozni ur&it x(7).

Charakterizace a analyza je op&t komplikovang&jsi (viz skripta
[Stecha, Havlena]).

IV120 Z3akladni pojmy teorie ¥izeni str. 24/25



Nazev prvniho slajdu

Télo
e Hlava.
@ Ruce.

@ Nohy.

Pohlavi
@ Muz Zenu nebije, ale ...

@ Zena muze bije.
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