
Princip úplné matematická indukce pro přirozená
č́ısla (ÚMI)

Jde o metodu d̊ukazu toho, že nějaké tvrzeńı T plat́ı pro všechna přirozená č́ısla.
Tento princip ř́ıká:
Plat́ı-li
(1) T (0) a
(2) Pro všechna n ∈ N plat́ı následuj́ıćı implikace:

(Pro všechna k ∈ N, k ≤ n plat́ı T (k)) ⇒ T (n+ 1),
potom pro každé n ∈ N plat́ı T (n).

ÚMI se samožřejmě dá formulovat r̊uzně. Např́ıklad mı́sto (1) a (2) můžeme
mı́t:
(3) Pro všechna n ∈ N plat́ı následuj́ıćı implikace:

(Pro všechna k ∈ N, k < n plat́ı T (k)) ⇒ T (n)

Původńı (1) je zde ”schována” v (3) při volbě n = 0.

Doporučuji se zamyslet:
Proč tento princip plat́ı?
Jaký je rozd́ıl meźı principem matematické indukce a principem úplné matem-

atické indukce?
Plat́ı tento princip i pro libovolnou jinou nekonečnou posloupnost? Co je

potřeba změnit při d̊ukazu, že T plat́ı pro všechna kladná přirozená č́ısla?
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Př́ıklad 1 Dokažte, že slovo w = (A→ B)∨ (C ∧D) neńı formuĺı výrokové
logiky.

Řešeńı
Nejprve zaveďme značeńı: Nechť pro libovolné slovo x nad abecedou výrokové
logiky znač́ı z(x) počet závorek a b(x) počet binárńıch spojek ve slově x.

Dokážeme, že pro každou formuli ϕ plat́ı z(ϕ) = 2 ∗ b(ϕ). T́ım dokážeme,
že w neńı formule, neboť pro w tato rovnost neplat́ı. Důkaz povedeme úplnou
matematickou indukćı vzhledem k délce vytvořuj́ıćı posloupnosti. Dokážeme
tedy, že pro každé n ∈ N+ a každou formuli s vytvořuj́ıćı posloupnost́ı délky n
plat́ı daná rovnost. Rovnost proto plat́ı pro každou formuli.

(1) Nechť ϕ je libovolná formule s vytvořuj́ıćı posloupnost́ı délky 1. Tedy
ϕ = A, kde A je výroková proměnná. Plat́ı z(ϕ) = 2 ∗ b(ϕ), neboť obě strany
rovnice jsou 0.

(2) Nechť ϕ je libovolná formule s vytvořuj́ıćı posloupnost́ı ψ1, ψ2, ..., ψn−1, ϕ
kde n ∈ N, n > 1 (n je tedy délka této vytvořuj́ıćı posloupnosti). Z definice
formule v́ıme, že ϕ má jeden z těchto tř́ı tvar̊u:

(i) ϕ = A, kde A je výroková proměnná nebo
(ii) ϕ = ¬ψi, kde 1 ≤ i < n nebo
(iii) ϕ = (ψi ◦ψj), kde 1 ≤ i < n, 1 ≤ j < n, ◦ je některá z binárńıch spojek.
Pokud plat́ı (i), pak z(ϕ) = 0 = 2 ∗ b(ϕ).
Pokud plat́ı (ii), pak z(ϕ) = z(ψi), b(ϕ) = b(ψi). ψ1, ψ2, ..., ψi je vytvořuj́ıćı

posloupnost formule ψi délky i < n. Z indukčńıho předpokladu: z(ψi) = 2 ∗
b(ψi), proto i z(ϕ) = 2 ∗ b(ϕ).

Pokud plat́ı (iii), pak (*) z(ϕ) = z(ψi)+z(ψj)+2 (závorky ve ϕ jsou všechny
ty v podformuĺıch ψi a ψj , nav́ıc dvě vněǰśı). Podobně jako v předchoźım
př́ıpadě, pro ψi a ψj existuje vytvořuj́ıćı posloupnost délky < n, a proto pro ně
plat́ı z indukčńıho předpokladu: z(ψi) = 2 ∗ b(ψi) a z(ψj) = 2 ∗ b(ψj). Tyto
rovnosti dohromady s (*) dávaj́ı: z(ϕ) = z(ψi)+z(ψj)+2 = 2∗b(ψi)+2∗(ψj)+2
= 2 ∗ (1 + b(ψi) + b(ψj)) = 2 ∗ b(ϕ) (binárńı spojky ve ϕ jsou všechny ty v
podformuĺıch ψi a ψj , nav́ıc jedna, která tyto podformule spojuje).

Dokázali jsme tedy, že pro každou formuli ϕ plat́ı rovnost z(ϕ) = 2 ∗ b(ϕ).
Pro slovo w tato rovnost neplat́ı, a proto neńı formuĺı. �

Všimněte si, co je jádrem d̊ukazu. Je vlastně potřeba dokázat, že
(1) Formule A (kde A je libovolná výroková proměnná) má danou vlastnost.
(2) Pokud formule ψ má danou vlastnost, pak i formule ¬ψ má danou vlas-

ntost.
(3) Pokud formule ψ a ϕ maj́ı danou vlastnost, pak i formule (ψ ◦ ϕ) má

danou vlasntost, kde ◦ je libovolná binárńı spojka (v našem jazyce výrokové
logiky).

Tomuto typu d̊ukazu ř́ıkáme indukce vzhledem ke struktuře formule (zkráceně
strukturálńı indukce). Z (meta)konjunkce (1), (2) a (3) plyne, že každá formule
má danou vlastnost. Jak je vidět na př́ıkladu 1, princip strukturálńı indukce se
oṕırá o princip úplné matematické indukce. Indukčńı krok úplné matematické
indukce vzhledem k délce vytvořuj́ıćı posloupnosti se ”rozpadne” na 3 př́ıpady
- všechny možné struktury formule.
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Př́ıklad 2 Pro každé n ∈ N+ (přirozené kladné č́ıslo) označme Mn množinu
všech formuĺı, pro které existuje vytvořuj́ıćı posloupnost délky n. Dále nechť
f : N+ → N+ je funkce definovaná následovně: f(n) = max{|ϕ| | ϕ ∈ Mn}.
Dokažte, že pro všechna n ∈ N+ plat́ı: f(n) = 2n+1 − 3.

Řešeńı
Rovnost dokážeme jako dvě nerovnosti:

(1) f(n) ≥ 2n+1 − 3
(2) f(n) ≤ 2n+1 − 3

Důkaz (1): Najdeme pro každé n ∈ N+ formuli ϕn takovou, že |ϕn| = 2n+1 − 3
a ϕn ∈ Mn. Když v Mn lež́ı formule délky x, pak maximálńı délka formule v
Mn je alespoň x, proto f(n) ≥ 2n+1 − 3.

Nechť ϕ1 = A a pro každé n ∈ N, n > 1: ϕn = (ϕn−1 → ϕn−1). Matemat-
ickou indukćı vzhledem k n dokážeme, že |ϕn| = 2n+1 − 3.

Pro n = 1: |ϕ1| = |A| = 1 = 21+1 − 3.
Nechť pro n ∈ N+ plat́ı |ϕn| = 2n+1 − 3. Pak |ϕn+1| = 2 ∗ |ϕn| + 3 (dvě

závorky, jedna binárńı spojka, dvě podformule) = 2∗(2n+1−3)+3 (z indukčńıho
předpokladu) = 2(n+1)+1 − 3 (aritmetická úprava).

(Kdybychom chtěli být hodně precizńı, ještě bychom dokázali, že pro všechna
n ∈ N+ je ϕn formule, ne jen slovo. Je to nicméně celkem ’zřejmé’).

Důkaz (2): Důkaz povedeme matematickou indukćı vzhledem k n.
Pro n = 1 nerovnost plat́ı: f(1) = 1 (V množině M1 jsou právě formule

délky 1) ≤ 21+1 − 3.
Nechť n ∈ N+ a plat́ı f(n) ≤ 2n+1 − 3. Mějme nyńı libovolnou formuli

ϕ ∈Mn+1. Pro ϕ tedy existuje vytvořuj́ıćı posloupnost délky n+ 1, označme ji
ψ1, ψ2, ..., ψn, ϕ. Podle definice formule muśı být ϕ jednoho z následuj́ıćıch tř́ı
tvar̊u:

(1) ϕ = A. Nerovnost pak zřejmě plat́ı: |A| = 1 ≤ 2(n+1)+1 − 3 pro všechna
n ∈ N+.

(2) ϕ = ¬ψi pro nějaké i ∈ N+, i ≤ n. ψi patř́ı do Mn, ψ1, ψ2, ..., ψi−1, ψi je
jej́ı vytvořuj́ıćı posloupnost. (Je jasné, že když i < n, můžeme k této vytvořuj́ıćı
posloupnosti na začátek přidat např́ıklad formule A1, A2, ..., An−i a t́ım źıskat
vytvořuj́ıćı posloupnost formule ψi délky n). Z indukčńıho předpokladu pak
plat́ı: f(n) ≤ 2n+1 − 3, proto i |ψi| ≤ 2n+1 − 3. Plat́ı tedy |ϕ| = |ψi| + 1 ≤
2n+1 − 3 + 1 ≤ 2(n+1)+1 − 3 pro všechna n ∈ N+.

(3) ϕ = (ψi ◦ ψj) pro nějaká i, j ∈ N+, i, j ≤ n, ◦ je nějaká binárńı spo-
jka. ψi, ψj patř́ı do Mn (stejně jako ψi ve (2) ). Z indukčńıho předpokladu
plat́ı: f(n) ≤ 2n+1 − 3, proto i |ψi| ≤ 2n+1 − 3 a |ψj | ≤ 2n+1 − 3. Plat́ı tedy
|ϕ| = |ψi|+ |ψj |+ 3 ≤ 2 ∗ (2n+1 − 3) + 3 = 2(n+1)+1 − 3. �

Protože jsme si všimli, že ϕ ∈ Mi ⇒ ϕ ∈ Mn pro i < n, stačila nám (neúplná)
matematická indukce. Pokud bychom si toho nevšimli/vedli d̊ukaz trochu jinak,
potřebovali bychom úplnou matematickou indukci, abychom měli nerovnost pro
všechny formule ve vytvořuj́ıćı posloupnosti formule ϕ, ne jen pro tu předposledńı.
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