1. zkouskova pisemka — MB203 — 7. 1. 2020
SKUPINA — A

Na feseni je 120 minut. Piste jen na pfedni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentdiem. (Redeni sestévajici

pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Najdéte stacionarni body a lokdlni extrémy funkce
flz,y) = zIn(a? + 7).

Zduvodnéte, pro¢ nalezené extrémy nejsou globalnimi extrémy.

2. (5 bodu) Deska mé tvar rovnoramenného trojihelnika ABC' se zékladnou BC velikosti 4 a
vyskou velikosti rovnéz 4. Je vyrobena z materidlu, jehoz hustota je imérna druhé mocniné

trojuhelnik ABC vhodnym zptusobem v roviné xy a toto umisténi v feSeni nacrtnéte.

3. (5 bodu) Kouzelnik Pokuston muze pii svém vystupu vytdhnout z klobouku maximalné
dva ¢erné kraliky, jednoho bilého a tii hnédé kraliky. Aby se obecenstvo nezacalo nudit
vytahuje pouze ¢tyfi kraliky (na poradi nezdlezi). Necht X je ndhodn4 veli¢ina udévajic
pocet vytazenych cernych kraliku a Y je ndhodné velicina udavajici pocet vytazenych
bilych kraliku.

a) Pomoci tabulky popiste pravdépodobnostni funkei ndhodného vektoru (X,Y).

b) Jsou veliciny X a Y stochasticky nezdvislé? Svou odpovéd zduvodnéte.
¢) Spoctéte stredni hodnotu ndhodné veliciny X a jeji rozptyl.
)

d) Spoctéte kovarianci ndhodnych velicin X a Y.

4. (5 bodu) Agentura zjistuje voli¢skou podporu nové politické strany. Vseobecné se predpo-
klada, ze jeji podpora bude mezi jednim a deseti procenty. Kolik respondentt musi agen-
tura oslovit s dotazem, zda by tuto stranu volili, aby se s pravdépodobnosti 95% vysledek
pruzkumu vyjadreny v procentech nelisil od oc¢ekdavané hodnoty o vice nez procento?
Udélejte odhad prvné pomoci Cebysevovy nerovnosti a potom pomoci Moivreovy-Laplaceo-
vy véty a tabulky, kterou jste dostali. Rozdil ve vysledcich komentujte.



1. zkouskova pisemka — MB203 — 7. 1.
SKUPINA — B

Na feseni je 120 minut. Piste jen na predni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Najdéte stacionarni body a lokdlni extrémy funkce

f(z,y) = yIn(a® + 7).

Zduvodnéte, pro¢ nalezené extrémy nejsou globalnimi extrémy.

2. (5 bodu) Deska ma tvar rovnoramenného trojihelnika ABC' se zakladnou BC' velikosti
2 a vyskou velikosti 3. Je vyrobena z materialu, jehoz hustota je imérnd druhé mocniné

trojuhelnik ABC vhodnym zptusobem v roviné xy a toto umisténi v feSeni nacrtnéte.

3. (5 bodu) Kouzelnik Pokuston muze pii svém vystupu vytdhnout z klobouku maximalné
dva cerné kraliky, jednoho bilého a tii strakaté kraliky. Aby se obecenstvo nezacalo nudit
vytahuje pouze tii kraliky (na pofadi nezalezi). Nechf X je ndhodné velicina udévajici
pocet vytazenych cernych kraliku a Y je ndhodné velicina udavajici pocet vytazenych
bilych kraliku.

a) Pomoci tabulky popiste pravdépodobnostni funkei ndhodného vektoru (X,Y).

b) Jsou veliciny X a Y stochasticky nezdvislé? Svou odpovéd zduvodnéte.
¢) Spoctéte stredni hodnotu ndhodné veliciny X a jeji rozptyl.
)

d) Spoctéte kovarianci ndhodnych velicin X a Y.

4. (5 bodu) Agentura zjistuje volicskou podporu nové politické strany. Vseobecné se pred-
poklada, ze jeji podpora bude mezi dvéma a deseti procenty. Kolik respondenti musi
agentura oslovit s dotazem, zda by tuto stranu volili, aby se s pravdépodobnosti 90%
vysledek pruzkumu vyjadreny v procentech nelisil od ocekavané podpory o vice nez pro-
cento? Udélejte odhad prvné pomoci Cebysevovy nerovnosti a potom pomoci Moivreovy-
Laplaceovy véty a tabulky, kterou jste dostali. Rozdil ve vysledcich komentujte.



Reseni a bodovani, skupina A

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném fteSeni, je dese-
tindsobkem poc¢tu skuteénych bodu.

1. a) [1,5b] Parcidlni derivace jsou

222 2xy
- — 1 2 2 S = =" 0 5b .
f(xvy) n(x +y)+x2+y25 fy(x7y> $2+y27 [a ]
Stacionarn{ body jsou [0, +1] a [+1,0], [1b].
b) [2.5b] Druhé parcidln{ derivace jsou
2z 4xy?
felo) = 7 T @y
2y 42y
fl‘y(m7y) - l'2+y2 - (x2+y2)27
2x 4>
fyy(2,y) =

22 + 92 B (x2+y2)2’

[0,5b]. Matice druhych derivaci ve staciondrnich bodech jsou

0 =2 1 +2e¢ 0
d?(o,il)_<jE2 0), d2(ie,0)_<0 iz@)

[0,5b]. Matice d?(0,+1) jsou indefinitni, tedy v bodech [0, £1] lokaln{ extrémy nejsou. [0,5b]. Matice
d*(1/e,0) je pozitivné definitni, v bodé je lokdlni minimum, [0,5b]. Matice d?(—1/e,0) je negativné
definitni, v bodeé je lokalni maximum, [0,5b].

¢) [1b] Zjevne

lim z,Y) = 00, lim T,Y) = —0Q,
(@y)ﬁ(ooyo)f( v) (xyy)%(*oomf( v)

tedy funkce f(z,y) globdln{ extrémy mit nemuze.

2. [5b] Trojihelnik umistime v roviné xy symetricky podle osy x tak, ze A =1[0,0], B =[4,—2] a C = [4,2].
[1b]

Hmotnost je ddna integralem

4 x/2 4
M = a(2® +y?)dz dy = a/ / (2 +y?)dy dz = a/ o2y + 4% /31”2, da
AABC 0 Joz/2 o

4
13 . :
o [ Ba g, 13160
o 12 3

[1b)].

Obdobné spocitame z-ovou soufadnici tézisté jako

1 a (4 [E? a [ ,
T, = — az(z® + y* dxdy:—/ / x5 + xy? dydm:—/ 2y + 2y /32 d
M Jaapc ( ) M Jo —ac/2( ) M Jo | 31z

4
a 13 4 16
2 g = 2
M/O Rt T
[1b)].

Protoze je trojihelnik i jeho hustota symetrické podle osy z, je y-ové soufadnice tézisté rovna 0. [1b]
Vzdélenost tézisté od bodu B je
16 2 116
. 4) 92 = V2O
(5-1) +2="3
[1b].



3. a) [1b] Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X,Y) je
1 2 6 3 3
7(0,0) =0, 7(0,1) T 7(1,0) 5 m(1,1) 5 7(2,0) TR 7(2,1)

b) [1b] Ndhodné veli¢iny X a Y nejsou nezdvislé, nebot

1 5
0:P(X§()AY§O)#P(X§0)~P(Y§O):1—5~1—5.
c) [1b]
1 8 6 4
EX=0-—+41-—+42-— =~
Ottt Ett Ty [0, 5b},
1 8 6 16 32 16 16
DX=EX)—(EX)?’=0-—4+1-—4+4- — - — =" — = — .
(X7) — (BX) R TR T A TR M A 45’[0’5]0]
d) [2b]
6 6 3 4 10
cov(X,Y)—E(XY)—EX-EY—O~B+1~B+2~15—5 G
12 8 4
159 45

4. Volicskd podpora nové strany je p- 100 %. K matematickému modelu tlohy pouZijeme ndhodnou veli¢inu
X s binomickym rozlozenim Bi(p, n]. Chceme zdola odhadnout ¢islo n tak, aby platilo

p(‘% —p‘ <0,01) =0.95, [1b]. (1)

Prvné pouzijeme Cebysevovu nerovnost [1,5b]

Var(X).

P(X -EX|<e) 21~ —

Vime, ze EX = np a var(X) = np(1 — p). Proto levou stranu (1) napiSeme ve tvaru levé strany (2).

np(l —p)

P(X — < In)>1—- —-—5
(‘ np| —_ 070 n) - (0’01)27127

[0 ,5b]. Odhad pro n udéldme tak, ze budeme pozadovat, aby pravé strana posledni nerovnice byla rovna
0,95, tj

1 —
PL=P) g5,

P S o
(0,01)%n

Odtud

n > 20-p(1—p)- 1002
Pouzijeme skutecnost, ze p < 0,1 a ze kvadratickd funkce f(p) = p(1 — p) je rostouci na intervalu [0, %]
Proto

n >20-p(1 —p)-100% > 20-100% - 1%1% = 18000, [1b].
Nyni pouzijeme Moivreovu-Laplaceovu vétu, [2,5b] kterd fikd, Zze pro velkd n je rozlozeni ndhodné veli¢iny
X —np
np(1 —p)
blizké standardnimu normélnimu rozdélen{ N (0, 1). Nerovnost (1) muzeme tedy psit takto:

X —np 0,01n
P
(‘ Vrp(l = p)

<
= V/np(1—p)

) >0.95, [0,5b]. (3)



Jestlize @ je distriibuéni funkce N (0, 1), pak pravdépodobnost vlevo je rovna

q)< 0,01n )_(1_(1)( 0,01n ))
np(1 —p) np(1 — p)

1 140.
o _20n 5 14095 g7 [0, 5b]
np(1 —p) 2

proto

Aplikaci ®~! dostaneme
0,01n

— > ®(0,975) = 1,96, [0, 5b].
np(l —p)
Tedy
n > 1002 (1,96)2 p(1 — p).
Pouzijeme, ze p < 0,1 a opét ze funkce f(p) = p(1 — p) je rostouci na intervalu [0, %] Dostaneme
9
nZ 1o 100% (1,96)% > 900 - 3,84 = 3457, 44.

Proto n > 3458, [0,5D].

Odhad pomoci normdlniho rozdélen{ je presnéjsi. [0,5b]



Reseni a bodovani, skupina B

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném feSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteé¢nych bodu.

1. a) [1,5b] Parcidlni derivace jsou

2

2xy 2y

Folw) = s ) =Inla? +5) + 0, (0,50
Staciondrni body jsou [+1,0] a [0,41], [1D].
b) [2.5b] Druhé parcidlni derivace jsou
Jaa(@,y) = xg?yz - (x24f_2§2)2’
Jeu(@,y) = x22fy2 - (wjiy;)”
fyy(@,y) = 1,22_:_ng + (x24fzz)2’

[0,5b]. Matice druhych derivaci ve staciondrnich bodech jsou

0 =+£2 1 +2 0
dz(ﬂ’o):(iz 0)’ d2(0’ie):<0 :l:2e>

[0,5b]. Matice d?(+1,0) jsou indefinitni, tedy v bodech [£1, 0] lokdln{ extrémy nejsou. [0,5b]. Matice
d*(0,1/e) je pozitivné definitni, v bodé je lokdlni minimum, [0,5b]. Matice d?(0, —1/e) je negativné
definitni, v bodeé je lokdlni maximum, [0,5b].
¢) [1b] Zjevne
lim T,y) = 00, lim T,y) = —00,
(z,y)—(0,00) f(@:y) (z,y)—(0,—00) fay)
tedy funkece f(z,y) globdlni extrémy mit nemuze.
2. [5b] Trojihelnik umistime v roviné zy symetricky podle osy z tak, ze A =1[0,0], B=[3,—1a C = [3,1].
[1b]
Hmotnost je dana integralem

3 rx/3 3
M= [y =a [ [ @ Pgde = a [ty g, o
AABC 0 —z/3 0

3

20

= a/ — 22 dz = 15a,
0 27

[1b].
Obdobné spoc¢itame z-ovou soutadnici tézisté jako

1
= — ax
M Jaapc

3
a 20 4 12
T e T
M/O o7t T

3 rx/3 3
T, (22 +y*)dz dy = @ / / (2* + 2y®)dy do = = / [2%y + xy3/3]:i/3/3 dr
M 0 —x/3 M 0 :

[1b).

Vzdélenost tézisté od bodu C je
12 2 V34
( ) + 12 ~ 5

= _3
5 5

[1b].



3. a) [1b] Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X,Y) je

1 3 6 6 3 1
0,0) = — 0,1) = — 1,0) = — 1,1) = — 2,0) = — 2,1) = —.
7T( Y ) 20’ 7T( I’ ) 20’ 7T( Y ) 20? 7T< ? ) 20? 7T( b ) 207 7T< bl ) 20

b) [1b] Ndhodné veli¢iny X a Y nejsou nezdvislé, nebot

1 4 10 1
— = P(X<0AY < PX<0)-PY<0) = — . — = —.
55 = PXSO0AY <0)# P(X <0)- P(Y <0) = 5 55 = 1
c) [1b]
4 12
EX=0-—+1-—+2-420=1
020+ 20+ 0=1, [0,5b],
4 12 4 3 1
DX =E(X*)—-(EX)? =0 —+1 - — 44— —1=°>—-1=~= .
(X7) = (EX) 055+ 1554 55 5 2,[0,5b]
d) [2b]
13 6 1 1
cov(X7Y)—E(XY)—EX~EY—0-1—5+1-2—O+2-2—0—1-§
8 11
20 2 10°

4. Volicskd podpora nové strany je p- 100 %. K matematickému modelu tlohy pouZijeme ndhodnou veli¢inu
X s binomickym rozlozenim Bi(p, n]. Chceme zdola odhadnout ¢islo n tak, aby platilo

P(‘% —p‘ <0,01) =09, [1b]. (4)

Prvné pouzijeme Cebysevovu nerovnost [1,5b]

Var(X).

P(X -EX|<e) 21~ —

Vime, ze EX = np a var(X) = np(1 — p). Proto levou stranu (1) napiSeme ve tvaru levé strany (2).

np(l —p)

P(X — < In)>1—- —-—5
(‘ np| —_ 070 n) - (0’01)27127

[0 ,5b]. Odhad pro n udéldme tak, ze budeme pozadovat, aby pravé strana posledni nerovnice byla rovna
0,9, tj
p(1—p)

1282 2
(0,01)2n

=0.9.

Odtud

n>10-p(1 —p) - 1002,
Pouzijeme skutecnost, ze p < 0,1 a ze kvadratickd funkce f(p) = p(1 — p) je rostouci na intervalu [0, %]
Proto

n >10-p(1 —p)-100? > 10 - 1007 - %01% = 9900, [1b].
Nyni pouzijeme Moivreovu-Laplaceovu vétu, [2,5b] kterd fikd, Zze pro velkd n je rozlozeni ndhodné veli¢iny
X —np
np(1 —p)

blizké standardnimu normélnimu rozdélen{ N (0, 1). Nerovnost (1) muzeme tedy psit takto:

P<| X —np 0,01n

<
~ V/np(1—p)

vnp(1—p)

) > 0.9, [0,5b). (6)



Jestlize @ je distriibuéni funkce N (0, 1), pak pravdépodobnost vlevo je rovna

q)< 0,01n )_(1_(1)( 0,01n ))
np(1 —p) np(1 — p)

1 140.
o _20n 5 1409 g5 [0, 5b]
np(1 —p) 2

proto

Aplikaci ®~! dostaneme
0,01n

— > d(0,95) = 1,65, [0, 5b].
np(l —p)
Tedy
n > 1002 (1,65)? p(1 — p).
Pouzijeme, ze p < 0,1 a opét ze funkce f(p) = p(1 — p) je rostouci na intervalu [0, %] Dostaneme
9
nZ 1o 100? (1,65)2 > 900 - 2, 72 = 2450, 25.

Proto n > 2451, [0,5D].

Odhad pomoci normdlniho rozdélen{ je presnéjsi. [0,5b]



