2. zkouskova pisemka — MB203 — 21. 1. 2020
SKUPINA — A

Na feseni je 120 minut. Piste jen na prednf strany listu. (Zadni{ strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici

pouze z odpovéd{ budou povazovdna za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Najdéte staciondrni body a lokalni extrémy funkce

flz,y) =e”7¥(5 — 22 +y).

Déle zjistéte, zda je tato funkce na R? ohrani¢end zdola nebo shora.

. (5 bodu) V R? uvazujme mnozinu
M = {[z,y,2] € R? 2* +y* <z <A4(z®+97), » < 4}.

a) Nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou zz.

b) Spocitejte objem mnoziny M.

. (5 bodu) Necht X je ndhodn4 velicina se spojitou distribu¢n{ funkef

0 <0
Flz)={ 22 2€(0,3)
Co T > 3.

a) Urcete hodnoty ¢; a ¢y tak, aby funkce F'(x) byla skutecéné spojitou distribu¢ni funkei
nahodné veliciny.

b) Urcete hustotu pravdépodobnosti f(z) ndhodné veliciny X.

c¢) Urcete medidn ndhodné veliciny X.

d) Urcete distribuéni funkci G(y) ndhodné veliciny Y = eX. Pro G(y) najdéte explicitni
predpis pomoci elementarnich funkci a rozdéleni R na vhodné intervaly.

. (5 bodu) Uvazme trojtihelnikovou oblast A C R? s vrcholy [0,0], [2,0] a [0,2] a déle
ndhodny vektor (X,Y), ktery popisuje souradnice bodi a mé rovnomérné rozdéleni na
mnoziné A.

a) Urcete sdruzenou hustotu f(z,y) ndhodného vektoru (X,Y).

b) Urcete sdruzenou distribu¢ni funkci F'(x,y) ndhodného vektoru (X,Y’) pro = € [0, 2]

aye€l0,2].

c¢) Uréete margindlni hustotu fx(z).

d) Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé.

e) Urcete pravdépodobnosti P(X =Y) a P(X2+Y2<1).
Pripomenime, Ze rovnomérné rozdélent pravdépodobnosti na mnoziné A md konstantni hustotu pravdépodobnosti na

této mnoziné — tuto konstantu je tieba urcit.



2. zkouskova pisemka — MB203 — 21. 1.
SKUPINA — B

Na feseni je 120 minut. Piste jen na prednf strany listu. (Zadni{ strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici

pouze z odpovéd{ budou povazovédna za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Najdéte staciondrni body a lokalni extrémy funkce

flz,y) = exz_y(Qz +y—1).

Déle zjistéte, zda je tato funkce na R? ohrani¢end zdola nebo shora.

. (5 bodu) V R? uvazujme mnozinu
M = {[z,y,2] € R 2* +¢* < 2 <9(2* +¢%), 2 < 9}.

a) Nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou zz.

b) Spocitejte objem mnoziny M.

. (5 bodu) Necht X je ndhodn4 velicina se spojitou distribu¢n{ funkef

0 <0
F(x) = % z € (0,2)
Co T > 2.

a) Urcete hodnoty ¢; a ¢y tak, aby funkce F'(x) byla skutecéné spojitou distribu¢ni funkei
nahodné veliciny.

b) Urcete hustotu pravdépodobnosti f(z) ndhodné veliciny X.

c¢) Urcete medidn ndhodné veliciny X.

d) Urcete distribuéni funkci G(y) ndhodné veliciny Y = eX. Pro G(y) najdéte explicitni
predpis pomoci elementarnich funkci a rozdéleni R na vhodné intervaly.

. (5 bodu) Uvazme trojihelnikovou oblast A C R? s vrcholy [0,0], [4,0] a [0,4] a déle
ndhodny vektor (X,Y), ktery popisuje souradnice bodi a mé rovnomérné rozdéleni na
mnoziné A.

a) Urcete sdruzenou hustotu f(z,y) ndhodného vektoru (X,Y).

b) Urcete sdruzenou distribu¢ni funkci F'(x,y) ndhodného vektoru (X,Y’) pro = € [0,4]

ay € [0,4].

c¢) Uréete margindlni hustotu fx(z).

d) Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé.

e) Urcete pravdépodobnosti P(X =1—Y) a P(X? +Y?2 < 4).
Pripomenime, Ze rovnomeérné rozdélent pravdépodobnosti na mnoziné A md konstantni hustotu pravdépodobnosti na

této mnoziné — tuto konstantu je tieba urcit.



Reseni a bodovani, skupina A

Popsané bodovani pouzivé i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteé¢nych bodu.

1. — [1,5b] Parcidlni derivace jsou

folz,y) = e*—y(lox —da® + 22y —2),  fy(z,y) = e$2_y(2x —y—4), [0,5b].
Staciondrni bod je [1, —2], [1b].

— [2,5b] Druhé parcidlni derivace jsou

Soz(z,y) = eg”zfy(QOsc2 — 82% + 4a?y — 122 + 2y + 10),
Fay(2,y) = ™ ~V(42? - 22y — 8z + 2),

2
fyy(z,y) =" 7¥(=2z+y+3),

[1b]. Matice druhych derivaci ve staciondrnim bodu je

d*(1,-2) = ¢? (_22 _21)

[0,5b]. Matice je indefinitni, tedy v bodé [1, —2] je sedlo a funkce nemd zadné lokdln{ extrémy. [1b].
— [1b] Zjevne
lim f(z,0) = —o0, lim f(x,0) =

T—>00 T—r—00

tedy funkce f(x,y) neni ohranicend zdola ani shora.

2. a) [1b] Nécrtek s dvéma parabolami prochdzejicimi poc¢dtkem, ze kterého je ziejmé, ze v integrdlu
musime zvlast pocitat pro r € [0,1] a r € [1,2].
b) [4b] PouZijeme vélcové soufadnice, pFitom bud
0<r<1, r2<z<4r? a € 10, 27]
nebo
1<r<2, r?*<z<4, aclo02n].
[1b]. Objem mnoziny M je mozno spocitat tfemi zpusoby. jedna z moznosti je
21 pl o pdr? 2 pd pd
VolM:/ 1da:dydz=/ szdrda:/ / / rdzdrda+/ / / rdzdrda [1b]
0 1 Jr2
2 27
/ / (4r% —r? drda+/ / 4 —r*)drda [1b]
r 3 9
= d 2r* — —| da=2 2r = =6m. [lb
/04[]04—1—/0 |:T 4]1a 7r4—|—7r4 m. [1Db]
3.

a) [1b] Distribuéni funkce splituje lim, o, F'(z) = 1, tj. co = 1, [0.5b]. Distribuéni funkce je spojitd, tj
C1T

lim,_,3 32 =1, proto ¢; = %, [0.5D)].

b) [0.5b] Derivovédnim dostaneme

0 <0
fx) = 29‘” z €(0,3)
0 z>3.
c) [1b] Hleddme x € (0,3) takové, ze [*_ f(t)dt = [ %dt = 3, [0.5b]. Spocteme

x? 1
—dt t2 B=—=12,
9 2

tj. x = ==, [0.5b].

Sl



d)

[2.5b] Plati G(y) = P(Y <y) = P(eX <), [0.5b]. Tedy G(y) = 0 pro y < 0, [0.5b]. Déle pro y > 0
dostaneme G(y) = P(X < lIny) = F(Iny). Jelikoz Iny < 0 pro y € (0, 1], i na tomto intervalu bude
G(y) = 0, [0.5b]. Déle Iny € (0,3) znamend y € (1, %), [0.5b], tplny vysledek je

0 y<l1
Gly) = s(ny)* ye (L€, [0.5b].
1 x> e’

[0.5b] Obsah pravotihlého trojihelnika A je 2, tedy

1
_ 2 (Z‘, y) €A

J@.y) = { 0 jinak.

[2b] Proz € [0,2] ay € [0, 2] pFedpoklddejme prvné 0 < z+y < 2. Potom bod [z, y] lezi v trojihelniku

A a F(z,y) je polovina obsahu obdélniku o strandch x a y. Tedy

1
F(x,y):ixy prox>0,y>0, z+y<2 [05b]

Nynf pfedpokladejme x 4+ y > 2. Bod [x,y] lezi ve ¢tverci [0,2] x [0, 2] vné trojihelnika A. Proto je
distribuéni funkce F(x,y) rovna jedné poloviné obsahu ¢tverce o strandch x a y bez jedné poloviny
obsahu pravothlého trojihelnika o odvésnach x +y — 2.

1

1
F(z,y) = ixy— i(:c—ky— 2)2, prozx € [0,2], y €[0,2], z+y>2, [1,5b].

[1b] Plati fx(z) = ffooo f(z,y)dy, zjevneé tedy muze byt fx(x) nenulové pouze pro 0 < z < 2. Pro
takové x dostaneme

f (x)—/Hld - lena
X — 0 23/— 2 ’

[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

[0,5b] Mdme fx(z) = —iz + 1 pro x € (0,2) a symetricky plati fy(y) = —3y + 1 pro y € (0,2).
Zjevneé tedy pro takovd x a y dostaneme f(x,y) # fx(x) - fy(y), tj. X a Y nejsou nezdvislé.

[1b] Podminka X = Y zadévd jednorozmérnou mnozinu, tedy P(X = Y) = 0, [0.5b]. Podminka

X24Y? < 1 uréuje kruh o poloméru 1 se stfedem v po¢atku, jehoz prinik s mnozinou A je étvrtkruh
o obsahu 7. Tedy P(X? +Y? <1) = i, [0.5b].



Reseni a bodovani, skupina B

Popsané bodovani pouzivéd i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném fteSeni, je dese-
tindsobkem poc¢tu skute¢nych bodu.

1. — [1,5b] Parcidlni derivace jsou

folz,y) = e‘"”z_y(élals2 +2zy —2x+2), f,(z,y) = ezQ_y(—Zx —y+2), [0,5d].
Staciondrni bod je [—1,4], [1b].

— [2,5b] Druhé parcidlni derivace jsou

fee(z,y) = e® 7Y(82% + 42’y — 42 + 122 4 2y — 2),
fay(x,y) =€ _y(—élgc2 —2zy + 4dx — 2),
fyy(z,y) =€” 7y(2x+y73)’

[1b]. Matice druhych derivaci ve staciondrnim bodu je

?(-1,4)=e7? (:g j)

[0,5b]. Matice je indefinitni, tedy v bodé [—1,4] je sedlo a funkce nemd zadné lokalni extrémy. [1b]
— [1b] Zjevneé

5 f@0) =co, Qi Jm0) =~

tedy funkce f(z,y) nen{ ohrani¢end shora ani zdola.

b

2.

) [1b] Nécrtek s dvéma parabolami prochdzejicimi pocdtkem, ze kterého je zfejmé, Zze v integrélu
musime zvlast pocitat pro r € [0,1] a r € [1, 3].

) [4b] PouZijeme valcové souradnice, pfitom bud

0<r<1, r<z<9? acl0,n]

nebo
1<r<3, r2<z<9, a € 10,7).

[1b]. Objem mnoziny M je mozno spoc¢itat tfemi zpusoby. Jedna z moznosti je

2 p1 o Or? 2 3 9
VolM:/ 1da:dydz=/ szdrda:/ / / rdzdrda+/ / /rdzdrda [1b]
M 0o J1 Jy2
2m 2
/ / (9r% —r? drda+/ / 9 —r?)drda [1b]

2
:/ 2[7"4]1doz—|—/ grz—r— do =47 + 2716 = 367.  [1b]
0 0 o L2 414

) [1b] Distribuéni funkce splituje lim, o, F(x) = 1, tj. co = 1, [0.5b]. Distribuéni funkce je spojitd, tj
i clfz =1, proto ¢; = %, [0.5D)].

b) [0.5b] Derivovdnim dostaneme

3.

0 x <0
2
fl@)=q % 2€(0,2)
0 x> 3.
c) [1b] Hleddme z € (0,2) takové, ze [*_ f(t)dt = [ 3 32 gt = 1, [0.5b]. Spocteme

t2 3
/ 3 = t"]ofx—

tj. © = v/4, [0.5b].



d) [2.5b] Plati G(y) = P(Y <y) = P(eX <y), [0.5b]. Tedy G(y) = 0 pro y < 0, [0.5b]. Déle pro y > 0
dostaneme G(y) = P(X < lIny) = F(Iny). Jelikoz Iny < 0 pro y € (0, 1], i na tomto intervalu bude
G(y) = 0, [0.5b]. Déle Iny € (0,2) znamend y € (1,e?), [0.5b], tplny vysledek je

0 y<l1
G(y) =14 s(ny)® ye(l,e?), [0.5b].
1 x> e

a) [0,5b] Obsah pravothlého trojihelnika A je 8, tedy

jinak.

flz,y) :{ § (&y) € 4

b) [2b] Prox € [0,4] ay € [0, 4] predpoklddejme prvné 0 < z+y < 2. Potom bod [z, y] lez{ v trojihelniku
A a F(z,y) je osminou obsahu obdélniku o strandch x a y. Tedy

1
F(x,y):gxy prox >0, y>0, z+y <4, [05b]

Nynf predpoklddejme = + y > 2. Bod [z,y] lezi ve étverci [0,2] x [0,2] vné trojihelnika A. Proto
je distribuéni funkce F(x,y) rovna jedné osminé obsahu ¢tverce o strandch = a y bez jedné osminy
obsahu pravothlého trojihelnika o odvésnach x +y — 4.

1 1
F(z,y) = gazy—ﬁ(x—i-y 4)%, proxz€0,4], y<10,4], x+y >4, [1,5b].

c) [1b] Plati fx(z f_ f(z,y)dy, zjevneé tedy muze byt fx(x) nenulové pouze pro 0 < z < 4. Pro
takové x dostaneme

4—x
1 1 1
= Zdy = —= -
fx(x) /0 3 Y 8x+ 2

[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

d) [0,5b] Mame fx(z) = —tx + % pro € (0,4) a symetricky plat{ fy(y) = =3y + 3 pro y € (0,4).
Zjevneé tedy pro takovd x a y dostaneme f(x,y) # fx(x) - fy(y), tj. X a Y nejsou nezdvislé.

e) [1b] Podminka X = 1 — Y zaddvéd jednorozmérnou mnozinu, tedy P(X = 1 —Y) = 0, [0.5D].

Podminka X2 +Y?2 < 4 uré¢uje kruh o poloméru 2 se stredem v pocatku jehoz priinik s mnozinou A
je etvrtkruh o obsahu § - 47 = 7. Tedy P(X? 4+ Y2 <4) = L .7 = im, [0.5b].



