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0 Opakovani modularni aritmetiky (z predmétu MB104)

Priiklad 0.1: Urcete nejveétsiho spoletného délitele dvojice Cisel:
1) 2016,2017, 2) 1000,1024, 3) 153, 221.

Piiklad 0.2: Naleznéte koeficienty do Bezoutovy rovnosti pro dvojice ¢isel
1) 1000,1024, 2) 153,221, 3) 49,225.

Piiklad 0.3*: Pro libovolné ptirozené ¢islo k, urcete nejvétsiho spoleé¢ného délitele dvojice ¢isel:
)2k +1,226 41, 2k —1,k2—k+ 1.

Piiklad 0.4*: Pro libovolné pfirozené éislo k, uréete koeficienty do Bezoutovy rovnosti pro dvojici &2, k? — 1.

Priiklad 0.5: Urcete hodnotu Eulerovy funkce pro nésledujici ¢isla n:
1)n=24, 2)n=2306, 3)n=>5225.

Piiklad 0.6: Ukazte, ze pro libovolné n > 2 je ¢(n) sudé &islo.
Piiklad 0.7*: Urcete v8echna pfirozend ¢isla m, pro kterd plati ¢(m) = 18.
Piiklad 0.8*: Urcete v8echna pfirozend ¢isla n takové, ze p(n) | n.

Piiklad 0.9: Urcete zbytek po déleni danych ¢isel (Zislemrl?. y y
1) 250 +350+4507 2) 540 +640+740 +840, 3) 44 +55"7 4) 1313 3 + 1515 "'

Piiklad 0.10: Ukazte, ze ¢islo 260 + 730 je délitelné ¢islem 13.

Piiklad 0.11: Uréete zbytek po délenf éfsla a®’—3" éislem 44, pro a = 8,9, 10, 11.
Piiklad 0.12: Urcete posledni dveé cifry ¢isla 151",

Priiklad 0.13: Urcete posledni tii cifry ¢isla 1515%

Piiklad 0.14: Urcete posledni dvé cifry ¢isla 131",

Priiklad 0.15%: Dokazte, ze pro libovolné n € N je 22" 4 3 &islo slozené.

Piiklad 0.16*: Dokazte Cinskou zbytkovou vétu: Nechf je déno k € N a k-tice mq,--- ,my po dvou ne-
soudélnych pfirozenych ¢isel. Pak pro libovolnou k-tici ¢y, , ¢ piirozenych ¢isel existuje z € N takové, ze
x = ¢;(modm;) pro i =1,... k. Navic je toto  uréeno jednoznaéné modmy - - - - - my; presnéji, véechna tato
cisla dévaji stejny zbytek po déleni ¢islem myq - - -+ - my.



1 Pologrupy

Piiklad 1.1: Rozhodnéte, zda dané ptedpisy zadavaji operaci f na mnoziné vSech raciondlnich ¢isel Q,
pfipadné na mnoziné vech nenulovych raciondlnich ¢isel Q* = Q — {0}.

1) f(z,y) =4, proz,y€Q,
2) f(E,5) =2, prop,q, 1,8 €L, q#0#s.

3) flz,y) =v2- 24y, proz,y €Q,
4) f(& 3):p+r pro p,r € Z, q,s € N.

q’s q+s’
5) f(B,5) ==L, prop,q,r,s€Z,q#0#s.

6) f(2,5) =/t prop,qrs€Z q#0#s.
7) (5, 5) =52 prop,q,r,s € Z\ {0}

Priiklad 1.2: Rozhodnéte, zda dany grupoid je pologrupa, pripadné monoid a zda je operace komutativni.
1) Cela ¢isla s operaci s¢iténi.
2) Reélna ¢isla s operaci ndsobeni.
3) Cel4 cisla s operaci odecitani.
)

4) Prfirozend Cisla s operaci nejvétsi spoleény délitel.

Piiklad 1.3: Pro dané mnoziny matic typu 2 krat 2 nad redlnymi cisly rozhodnéte, zda je s¢itani, resp.
nasobeni, matic operaci na této mnoziné. Pokud se jedna o operaci, zjistéte, zda je operace asociativni ¢i
komutativni a zda obsahuje neutralni prvek.

1) Mnozina vSech matic nad celymi ¢isly.

2) Mnozina vSech matic nad racionalnimi &isly.
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3) Mnozina vSech reguldrnich matic nad raciondlnimi ¢isly.
) Mnozina vSech matic s nulou v levém dolnim rohu a s jednickami na diagonéle.

5) Mnozina v8ech regularnich matic nad celymi ¢isly.

Piiklad 1.4: Pro mnozinu X zna¢ime P(X) mnozinu v8ech podmnozin mnoziny X. Pro nésledujici operace
urcete, zda grupoid P(X) je pologrupou, zda je operace komutativni a zda existuje neutrélni prvek.

1) Prunik.
2) Sjednoceni.

3) Mnozinovy rozdil. (Y\Z ={z €Y |z & Z})
)

4) Symetricky rozdil. (Y +Z = (Y \Z)U(Z\Y))

Priklad 1.5: Urcete, zda operace na tiiprvkové mnoziné {a, b, ¢} dand tabulkou je komutativni, asociativni a

zda mé neutralni prvek.
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Priklad 1.6*: Prvek e pologrupy (G,-) se nazyvé idempotent, jestlize e - e = e. Ukazte, ze kazda koneénd
pologrupa obsahuje aspon jeden idempotent.

Piiklad 1.7: Pro mnozinu X ozna¢me R(X) mnozinu vSech relaci na X, tj. R(X) = P(X x X). Na R(X)
definujeme operaci o takto:

poo={(z,y) e X x X | (Fz€ X)((x,2) €a A(2,y) €Ep)} .

Dokazte, ze (R(X),0) je monoid.
Vime, ze specialnim piipadem relaci jsou zobrazeni, pro které je operace o skladdni zobrazeni. Oznatme
T (X) mnozinu vSech transformaci mnoziny X (zobrazeni z X do X), tj.

T(X)={f e R(X) | (V& € X)(Fy € X)((z,9) € f A )(2,y) € f = ¥ =y))}.

Rozhodnéte, zda je (T(X), o) monoid.
Podobné znacime PT (X) mnozinu viech parcidlnich transformaci na X tj.

PT(X) ={f e R(X) | (Vz,y,2 € X)(((z,y) € fA(2,2) € [) = y=2)}.
(Vsimnéme si, ze T(X) C PT(X) a ze prazdna relace patif do PT(X).)
Rozhodnéte, zda je PT(X) podpologrupa/podmonoid pologrupy/monoidu (R(X), o).
Piiklad 1.8: Uvazujme monoid vSech transformaci mnoziny pfirozenych éisel: (T (N), o). Rozhodnéte, zda
dané podmnoziny tvoii podpologrupu, resp. podmonoid.

1) I — podmnozina vsech injektivnich zobrazen{ z N do N.

2) S — podmnozina vsech surjektivnich zobrazeni z N do N.
3) B — podmnozina v8ech bijektivnich zobrazeni z N do N.
1 C={feTO| 1) =1}.
5) D= {f € T(N) | f2 = idy}.
6) E={feTN)|¥neN: f(n)>n}.
7y F={feT(N)|VneN:2[f(n) —n}.

8) G={feTN)|VneN:2 ff(n) —n}.
Piiklad 1.9: Uvazujme monoidy vSech matic 2 krét 2 nad redlnymi ¢isly (Mata(R), +) a (Mat2(R),.). Pro

kazdou podmnozinu mnoziny Mats(R) z ndsledujictho seznamu rozhodnéte, zda tvoii podpologrupu, resp. pod-
monoid (Mata(R),+) ¢i (Mata(R),.).

1 Mleatg(@).
2) M, = {A € Maty(R) | |A| = 0}.

)
)
3) Mz ={A€ Mats(R) | |A| # 0}.
4) My={A€ Matz(R) | |A| € Q}.
)

(R)
(R)
(R)
5) Ms = {A € Mats(R) | |A] > 1}.

6) Mg = {<g Z) |a,b,d€R}.
7) My = {<‘CL 2) |a,c,d€R}.



8) Mgz{(g 2) |a,deR}.
9) My = {<‘C‘ (b)) |a,b,c€R}.

V piipadé 8) zkuste vyuzit odpovedi z ¢ésti 6) a 7).

Piiklad 1.10: Doplite nésledujici tabulku operace na tiiprvkové mnoziné tak, aby vysledny grupoid byl
pologrupou.

Priiklad 1.11: Nésledujici tabulku je mozno jedinym zpusobem doplnit na tabulku operace - v pologrupé
(Sa ')a kde S = {aa bv ¢, da €, f}

alblcl|d|el|f
alalblcld f
blblelcl|d]|b]|f
cllele|l flc|c]|d
d| d cldl|d]|f
e |l e c|ld|el|f
fAf dlflflc

1) Urcete, kterému prvku z mnoziny S se rovnd d - b, resp. a - e, v pologrupé (S, -).
2)* Urcete vsechny idempotenty.
3)* Vypiste vSechny pravé neutrdlni prvky.
4)* Vypiste vsechny levé nulové prvky.

5) Lze puvodni tabulku doplnit tak, aby byla operace - v grupoidu (.5, -) komutativn{?
Piiklad 1.12*: V monoidu 7 (X) z pfikladu 1.7. uréete pocet vech idempotenti.

Piiklad 1.13*: V monoidu matic (Mat2(R),-) typu 2 krat 2 nad redlnymi ¢isly s operaci ndsoben{ matic
uréete viechny idempotenty. (Zkuste kromé aritmetického postupu zapojit i geometrickou piedstavu a znalosti
z MB101.)

Piiklad 1.14*: Dokazte, ze pro pologrupu (.S, -) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(i) (Va,beS)a-b-a=a,
(ii) (VaeS)a-a=a AN (Va,byc€ S)a-b-c=a-c,
(iii) (Va, b€ S)a-b=b-a = a=0b.
Poznamenejme, ze pologrupa spliujici tyto podminky se nazyva rektangularni band.
Piiklad 1.15*: Bud A koneénd abeceda a uvazujme mnozinu viech jazykl nad A, tj. mnozinu P(A*).
Podmnoziny této mnoziny tvofené viemi reguldrnimi, resp. viemi bezkontextovymi jazyky, ozna¢ime REG(A),
resp. CF(A). Rozhodnéte, zda REG(A), resp. CF(A), jsou podmonoidy monoidu (P(A*),-), (P(A*),U), resp.
(P(A*),N). Pokud je pro Vés piiklad p#ilis jednoduchy, uvazujte podmnozinu tvofenou linedrnimi jazyky (to

jsou jazyky dané bezkontextovou gramatikou, kde kazdé pravidlo na pravé strané obsahuje nejvyse jeden neter-
mindl) nebo si zvolte svoji vlastni slozitéjsi ttidu jazyka.



Priklad 1.16: Urcete podpologrupu pologrupy (N, +), resp. (N, ), generovanou dvojici prvka 5 a 7. Totéz
pro dvojici 10 a 15 a dvojici 12 a 18.

Piiklad 1.17: uvazujme mnozinu Mats(R) vech matic typu 2 krdt 2 nad redlnymi ¢isly. V pologrupédch
(Mat2(R),+), resp. (Mat2(R), ), uréete podpologrupy generované nasledujici mnozinou prvku X.

2 x={(3 1)-( 1)}
{1 )}
ox={( ). %))

Piiklad 1.18: Bud (S,-) pologrupa a M = {my,ma, ..., my} jeji neprazdnd koneénd podmnozina takova, ze
jeji prvky po dvou komutuji (tj. plati Vs,t € M : s-t =t - s). Dokazte, ze potom podpologrupa generovand
mnozinou M je rovna mnoziné

{mi'm5 ... mp* | er,ea,..., e €No,er + €24+ -+ € >0}

Priklad 1.19: Urcete vechny koneéné podpologrupy pologrupy: 1) (R,-), 2)*(C,).

Priklad 1.20: Urc¢ete podmonoid monoidu 7 ({1, 2, 3}) generovany prvky f a g, kde transformace jsou zaddny

Priiklad 1.21: Urcete vSechny prvky prechodového monoidu néasledujicicho automatu.

a a

Q a’b
1 b 2 b 3 b

%

Piiklad 1.22: Dokazte, ze zobrazeni « : (C,-) — (Mat2(R),-) dané piedpisem a(a + bi) = (Z _ab), pro

libovolna a,b € R, je injektivni homomorfismus pologrup.
Priklad 1.23: Urcete, které z nasledujicich predpisu zaddvaji homomorfismus ¢ z pologrupy (Mat2(R),+),
resp. (Mats(R),-), do pologrupy (R, +), resp. (R, ).
1) ¢(A) = |A|, kde |A| zna¢i determinant matice A,
2) p(A) =tr(A), kde tr(A) znad¢i stopu matice A, tj. tr(<ccl Z)) =a+d,

3 ol(¢ h) = o abadeR



4) @((Z Z)):a+3b—4c—d, pro a,b,c,d € R,

5) @((i Z)) =a? proa,b,c,d € R.

Pokud se jednd o homomorfismus pologrup, rozhodnéte, zda se jednd i o homomorfismus monoidu. Rozmyslete
si déle, zda je zobrazeni injektivni, surjektivni ¢i dokonce bijektivni.

Priklad 1.24: Rozhodnéte, zda zadané zobrazeni je homomorfismem pfislusnych pologrup nebo monoidd.
(Z,+) = (No, +), a(n) = |n].

(N,+) = (C,-), B(n) = i".

(P(N),n) = (P(N), L), ( )=X=N\X.
(N,) = (N,+), 6(n) =

€: (N;nsd) — (N, nsd), ¢(n) =

A*) = (A%,4), C(u) = u?, kde A je koneénd abeceda a u libovolné slovo.

1
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(
i (P(A),+) = (No,+), n(X) = | X|. Zde A je kone¢nd mnozina a | X| znaci pocet prvkiu mnoziny X.
8) 0:(P(A),+) = (Za,+), 6(X) = [| X|]2- Zde A je konetnd mnozina a | X| zna¢i pocet prvku mnoziny X.

Pokud je odpovéd pozitivni, tj. jednd se o homomorfismus, rozhodnéte, zda je zobrazeni také izomorfismus.

Piiklad 1.25: Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dvojice pologrup izomorfni.

1) (C,)a(R,)

2) (R,") a(Z,+).

3) (N,+) a (N,).

4) (N,4) a (Z7,+), kde Z~ je mnozina viech zdpornych celych ¢isel.

5) (Q,+) a(Q,)

6) (Q-)a(R,)

7) ({0,1},+) a (P({0}),L).

8) (Maty(R),+) a (C,-)

9) (Mata(R),+) a (R,-)

10)* (N,-) a (L,-), kde L je mnozina v3ech lichjch pFirozenych ¢isel

(
(

S,y a ({a,b,c,d}t,-), kde S je podpologrupa pologrupy ({a,b}*,-) tvorena slovy sudé délky.
Priklad 1.26: Dejte priklad injektivniho homomorfismu z pologrupy (N, +) x (N, +) do pologrupy (N, -).
Priklad 1.27*: Dejte ptiklad izomorfismu z pologrupy (N, -) x (N,-) do pologrupy (N, ).

Priklad 1.28: Dokazte, Ze neexistuje injektivn{ homomorfismus z pologrupy (N,+) x (N, +) do pologrupy
(Z,+).



Priklad 1.29*: Dokazte, Ze neexistuje injektivni homomorfismus z pologrupy (N, +) x (N, +) do pologrupy

({av b}+a )
Piiklad 1.30: Naleznéte injektivni homomorfismus

1) z pologrupy ({a,b,c}™,-) do pologrupy ({a,b}",");
2) z pologrupy (Z,+) do pologrupy (M ats(R),+);

) (

) (
3) z pologrupy (Z,+) do pologrupy (Mat2(R),-);
4) z pologrupy (N, -) do pologrupy (Mata(R), +);
) (

5) z pologrupy (N, -) do pologrupy (Mata(R), ).

Piiklad 1.31: U kazdého z nésledujicich piedpisu (kde a,b € Z, z,y € N, p,q € Z \ {0}) rozhodnéte, zda
zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus pologrup.
Urcete dale, které z nich jsou homomorfismy ¢i dokonce izomorfismy monoidi.

o, @: (Zy,+) x (Zz,+) = (Z12, +)
a(([al4, [b]3)) = [6a + 4b]12
a(([ala, [bl3)) = [a — bl12

ﬂ : (N07+) X (Nv ) - (Na )
B(z,y) =y*

v:(Q\{0},)) = (Q\ {0},")
v(p/a) = q/p

d: (Z15, ) — (Z5, ) X (Z3, )
([al15) = ([a]s, [a]3)

Piiklad 1.32*: Urcete viechny dvouprvkové pologrupy (az na izomorfismus, tj. pfejmenovéani prvki).

2  Grupy

2.1 Definice a zakladni vlastnosti
Piiklad 2.1: Rozhodnéte, zda dany grupoid (G, o) je grupa.
1) G je mnozina nenulovych raciondlnich ¢isel a operace o je dédna piedpisem z oy = |z - y|.

2) G je interval (0,1) a operace o je ddna piedpisem z oy = 2 +y — [ + y|, kde [z] znaci celou ¢ast z ¢isla
z, tj. nejvetsi celé ¢islo mensi nebo rovno z.

3) G je mnozina celych ¢isel a operace o je ddna piedpisem z oy = z + (—1)%y.

4) G=R xR —{(0,0)} je mnozina v8ech dvojic redlnych ¢isel z nichz aspon jedno je nenulové, a operace o
je ddna predpisem (z,y) o (u,v) = (zu — yv, Tv + Yyu).

5) G = (R—{0}) x R je mnozina usporddanych dvojic redlnych ¢isel, pficemz prvni z nich nenf 0, a operace
o je ddna predpisem (z,y) o (u,v) = (zu, zv + y).



6) G je mnozina komplexnich éisel, jejichz redlnd i imagindrni ¢dst je celociselnd, a operace o je séitani
komplexnich ¢isel.

7) G = R je mnozina vsech redlnych ¢isel a operace o je ddna vztahem

— —2Y, .’L'<O,y<0
e { lzyl, jinak pro z,y € R.

8) G = {(a,b) € R X R | a®> + b?> = 1} a operace o je ddna piedpisem (a,b) o (c,d) = (ad + be, bd — ac) pro
(

b)
(a,0), (¢, d) €
b)

9) G = {(a,
( )’ c7

(
10) G = {(a

pro (a,b),

€ R x R | a®> + b?> > 1} a operace o je ddna piedpisem (a,b) o (c,d) = (ad + be, bd — ac) pro

d) €
b) €ZXZ | a®? — 5b? = 1} a operace o je ddna piedpisem (a,b) o (a’,b’) = (aa’ + 5bb,ab’ + a’'b)
(a',0') €

Priklad 2.2: Popiste multiplikativni tabulku grupy (Z.,-) pro nasledujici n:
1)n=5 2)n=7 3)n=_8.

Piiklad 2.3: Spoctéte 1) [4]15 v ZY5,  2) [17e V Zis1,  3) [4950s V Zdog,  4) [49os Vv Zdos,  5)
[125] 1_2196 v Z1X296-
Priklad 2.4:

1) Dokazte, ze v libovolné grupé plati tzv. zdkony o krdcent

(Va,b,c) (ab=ac = b=c¢) A (Va,b,c) (ba=ca = b=c).

2) Popiste, jak lze z multiplikativni tabulky operace poznat, ze v grupoidu plati zdkony o kraceni.
3)* Dokazte, ze kone¢nd pologrupa, v které plati zdkony o kréceni, je grupa.
4) Udejte ptiklad nekonecéné pologrupy, kterd neni grupou, ale plati v ni zdkony o kréceni.

5) Udejte piiklad tiiprvkového grupoidu, ktery neni grupou, ale plati v ném zdkony o kraceni. Ukazte, ze
grupoid neni pologrupou.

6) Udejte pifklad pétiprvkového grupoidu s neutrdlnim prvkem, ktery neni grupou, ale plati v ném zdkony
o kréaceni. Ukazte, ze grupoid neni pologrupou.

Priklad 2.5: Urcete, kolik je dvouprvkovych, resp. ttiprvkovych, resp. ¢tyiprvkovych grup (az na izomorfis-
mus, tj. pFejmenovani prvku).

Priklad 2.6: Dokazte, ze v konetné grupé o sudém pocCtu prvku existuje prvek, ktery je inverzni k sobé
samému a neni to neutralni prvek.

Piiklad 2.7: Doplite tabulku operace * tak, aby vznikla grupa ({a,b, c}, *):

Priklad 2.8: Necht (G,o) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek. Dokaizte, ze potom (G,0J) je také
grupa, kde operace [J je definovana piedpisem g[dh =goao h.



Piiklad 2.9%: Dokazte, ze grupy jsou praveé ty pologrupy, pro néz plati:

(Va,b) (3z,y) (ax =b, ya=0b) .

2.2 Grupa permutaci

Piiklad 2.10: Necht
(123456789
*=\3 472198625 """
/123456789
“Z\s 146 3759 2"

Rozlozte permutace s, t,u na souéin nezavislych cykla.

T
[NCIN]
—_ W
I
w Ot
oo
~
Sy 0o

o ©
N———

1

2) Spoctéte souciny sot, tos, sowuot. Pouzijte jak ”dvojradkovy” zapis, tak rozklad na nezavislé cykly.

820, t53, thE’;7 u211.

Urcete inverzni prvky s—!, ¢!, v~

4
5) Spoctéte permutace (s120 0t =3)17 o u?? a (u=23 0 5)134 o ¢4,
6

Permutace s, t, u rozlozte na souc¢in transpozic a urcete jejich paritu.

)
)
3) Spoctéte s,
)
)
)

Priklad 2.11: Napiste permutace f = (2,3,4,5) 0 (1,3,6,8) a g = (1,4,6) 0 (2,7,4,8,3) o (1,5) jako soucin
10 transpozic.

Piiklad 2.12: Dokaite ze permutace (s 0t~17)18 0 519 je sud4 permutace pro libovolné permutace s,t € Sg.
Priklad 2.13: Rozhodnéte, zda existuje permutace s € Sg takovd, ze so (1,2,3) = (1,2) o s.

Piiklad 2.14: Urcete viechny permutace a z grupy Sg takové, ze a? = (1,2,3)(4,5,6). Podobné urcete b
takové, ze b* = (1,2,3,4,5,6,7), ¢ takové, ze ¢® = (1,2,3,4)(5,6,7,8), d takové, ze d* = (1,2,3,4)(5,6,7,8) a e
takové, ze e? = (1,2,3,4) .

Piiklad 2.15: Uréete viechny permutace f z grupy Sg takové, ze f3 = (1,2)(3,4)(5,6).

Priklad 2.16: Urcete, pro kterd piirozend ¢islan € N existuje permutace s € Sg takovd, ze so(1,2,3,4,5)os =
(1,2)™. Pro tato n popiste vSechny takové permutace s.

Piiklad 2.17: Bud a € S,, cyklus délky n.Dokazte, ze pro libovolné k € N plati:

1) a* = id prave kdyz n déli k,

2) pokud n nedéli k pak je a* soucinem d nezévislych cyklt délky 7, kde d je nejvétsi spolecny délitel n a k.
Priklad 2.18%:

1) Ukazte, Ze libovolnou permutaci v S,, lze rozlozit na souéin transpozic tvaru (1,1).

2) Ukazte, ze libovolnou sudou permutaci v S,, 1ze rozlozit na soucin cyklu tvaru (1, 2,1).
Priklad 2.19*: Ukazte, Ze libovolnou permutaci v S,, lze rozlozit na soucin cyklu (1,2) a (1,2,...,n).

Piiklad 2.20%: Dokazte, ze pro kazdou koneénou mnozinu X existuje trojice f, g, h transformaci této mnoziny
takovd, ze podmnozina {f, g, h} generuje celou pologrupu 7 (X).



Piiklad 2.21*: Uréete, které prvky a € S, lze psat ve tvaru b?c? pro vhodné b, c € S,,.

2.3 Raéad prvku
Priklad 2.22: Urcete fdd permutace (1,2,4,5) o (3,7,8) o (6,9) resp. (1,2,4,5,3,6,7,9)0(3,7,8) 0 (6,2,9).

Priklad 2.23: Urcete nejvétsi k € N takové, ze v grupé S1g existuje prvek radu k.

Priklad 2.24: Naleznéte néjaké k € N takové, ze v grupé Si5 existuje prvek radu k, ale v grupé S14 prvek
fadu k neexistuje.

Piiklad 2.25: Urcete iad prvku [k], v grupé (Z,, +).
Piiklad 2.26: Urcete iddy vsech prvku v grupeé (Z),-) pron =7,8,12,13.

Priklad 2.27: Urcete fady prvku [2]17 a [13]17 v (Z75, ).

Piiklad 2.28: V GL2(Z3) (grupa reguldrnich matic nad Z3) urcete tddy prvka (; (1)) a (1 ;)

2.4 Podgrupy

Priklad 2.29: Ukazte, ze podmnozina kladnych redlnych ¢isel, resp. kladnych racionalnich ¢isel, resp. Q(\/g) =
{a+bV3]|a,beQ a®+b> >0} je podgrupa grupy (R*,).

Piiklad 2.30: Ukazte, ze mnozina sudych permutaci tvoi{ podgrupu grupy S,, pro libovolné n € N.
Priklad 2.31: Popiste viechny podgrupy grupy (Zio, +).

Priklad 2.32: Popiste viechny podgrupy grupy (Z,+).

Priklad 2.33: Popiste viechny podgrupy grupy (Z,,+).

Piiklad 2.34: Popiste vSechny podgrupy grupy Ss, respektive grupy Ay.

Piiklad 2.35*: Popiste vSechny podgrupy grupy symetrii I, (alespon pro n = 3,4).

Piiklad 2.36: Uvazujme grupu (Sy, o) vSech permutaci mnoziny N. Rozhodnéte, zda dané podmnoziny tvoii
podgrupu grupy (S, o):

1) HH={f€eSy|YneN: f(n) >n}.

2) Hy ={f €S| f?=1id}.

3) Hy={f €Sy|3IneN: f*=1id}.

4) Hy={f €Sy |Vn eN: f(2n) = 2n}.

Priiklad 2.37: Pro libovolnou podmnozinu X mnoziny N ozna¢ime dvé podmnoziny Sy takto:
Sx={feSy|VeeX: f(z)=z}, Tx={feSy|VereN:zeX < f(z)e X}.

Rozhodnéte, zda podmnozina Sx, resp. Tx, tvori podgrupu grupy (S, o).
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Priklad 2.38: Urcete podgrupu Sg generovanou mnozinou X:
4,5,2,1)0(4,6,3,1,5,2),(4,5,2,1)0 (4,5,6) 0 (2,1, 3)},
1,5,8)0(1,4,2,5)0(1,5,2),(1,2,6,4,8,5)0(1,4,6,2)},
1,8,2,3,5)0(1,2,6,7,8),(4,7,6,2) 0 (2,4,8)},
1,2)(3,4),(2,3)(4,5)}.
,6),(4,7,2),(3,2,4)}.

/\/\/\/\/\

Priklad 2.39*: Urcete podgrupu S,, generovanou mnozinou {(1,2), (1,2,3,...,n)}.
Piiklad 2.40: V (Z +) urcete podgrupu generovanou mnozinou {8,30}.

Piiklad 2.41: V (Zgo, +) urcete podgrupu generovanou mnozinou {[6]eo, [15]e0}. Podobné v (Zsg, +) urcete
podgrupu generovanou mnozinou {[24]50, [30]50}-

Piiklad 2.42: V grupé (R, +), resp. (R*,-), uréete podgrupu generovanou prvkem V2.
Piiklad 2.43: Necht je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokaite, Ze
<HUK> = {albl...anbn | né€N,a; € Hb; € K}

2.5 Homomorfismy a izomorfismy grup

Priklad 2.44: Dokazte, ze (Z5,-) je izomorfni s (Zg, +) a (Zg,-) je izomorfni s (Zg, +) x (Za, +). (Ukazte, ze
piedpis f([ale) = [3]% definuje izomorfismus f : (Zg,+) = (Z5,+).)

Priklad 2.45: U homomorfismu z ptikladu 1.23 urcete jddro a obraz homomorfismu a rozmyslete si znovu
otazku, zda je dané zobrazeni izomorfismem..

Priklad 2.46: Dokazte, ze piedpis f([alao) = (1,2,3,4,5)* definuje homomorfismus grup f : (Zgo,+) —
(S7,0). Urcete jeho jadro a obraz.

Priklad 2.47: Nechf f: G — H je izomorfismus grup. Ukazte, Ze fddy prvki a a f(a) jsou stejné. Co lze fici
o tddech prvki a a f(a) v ptipadé, ze f : G — H je (injektivni) homomorfismus?

Piiklad 2.48: Popiste véechny homomorfismy z grupy (Zs,+) do grupy (Ay, o).

Piiklad 2.49: Popiste viechny injektivni homomorfismy z grupy (Zs, +) X (Za, +) do grupy (A4, o), respektive
(S47 O) .

Piiklad 2.50: Pro libovolnou grupu (G, -) oznaé¢me Aut(G) = {f : G — G | f izomorfismus} mnozinu vsech
automorfismu grupy G a End(G) = {f : G — G | f homomorfismus} mnozinu vsech endomorfismu grupy G.
Ukazte, ze (End(G),0), kde o je skldddn{ zobrazeni, je monoid a Aut(G) je podmnozina invertibilnich prvka,
tj. (Aut(G), o) je grupa.

Piiklad 2.51: Popiste vsechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z, +). Uréete, ¢emu je izomorfn{ monoid
End(Z) a grupa Aut(Z).

Priklad 2.52: Popiste viechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z,, +). Uréete, Gemu je izomorfni monoid
End(Z,) a grupa Aut(Z,).
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Priklad 2.53*: Pro libovolnou dvojici ¢isel n, k € N popiste viechny homomorfismy z grupy (Z,, +) do grupy
(Zk ; +) .

Piiklad 2.54: Dokaite, Ze zobrazeni f : G — G definované piedpisem f(z) = 27! je izomorfismus pravé
tehdy, kdyz grupa G je komutativni.

Priiklad 2.55: Dokazte, ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G x H a H x G izomorfni.

Piiklad 2.56: Uvazme grupu (G, ) matic typu 3 krdt 3 nad Z, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru
s jednickami na hlavni diagonéle, tj.

G =

S O =
S = Q

b

cllabeceZy

1

kde - je ndsobeni matic. Definujme nyni zobrazeni f : (G,-) — (Z,+), které matici

b
c
1

o O =
o~ Q

prifadi ¢islo a — ¢. Dokazte, ze zobrazeni f je homomorfismus grup.

Priklad 2.57*: Necht X = {1,...,n}. Ukazte, ze grupa (P(X), +) z piikladu 1.4-4 je izomorfn{ grupé (Z5, +).
((Z%,+) je soucin n kopif grupy (Zsz,+).)
Priklad 2.58*: Necht (G,-) je grupa.

i) Dokazte, ze pro libovolny prvek a € G je zobrazeni p, automorfismus grupy G, kde p, : G — G je
definovéno vztahem p,(z) = axza~!. (Hovoifme o vnitinich automorfismech.)

i) Ukazte, ze mnozina v8ech vnitinich automorfismu Inn(G) = {p, | a« € G} je podgrupa grupy (Aut(G), o).
iii) Dokazte, ze zobrazeni p : G — Aut(G) dané piedpisem p(a) = p, je homomorfismus grup.
Priklad 2.59: Bud « homomorfismus grupy (Zso,+) do grupy (Zag,+) definovany ptedpisem a([a]zg) =

[6a]20. Déle necht B je homomorfismus grupy (Zsg, +) do grupy (Ss, o) dany predpisem £([bl2o) = (1,2, 3,4, 5)°.
Urcete jadra homomorfismu «, 8 a 5o «.

Priklad 2.60: U nésledujicich piedpisu (kde a,b € Z, s € Sg) rozhodnéte, zda zadavéji zobrazeni. Pokud ano,
rozhodnéte, zda se jedné 0 homomorfismus ¢ dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

1) a:(Za,+) % (Zs, +) = (Z10,+), a(([al2, [b]5)) = [a + bl1o; B (Se,0) — (Ss, o), B(s) = (1,2) o s 0 (1, )
) o (Z2,+) % (Z5, ) — (Z1o, )7 a(([al2, [b]5)) = [5a + 2b]10; B (Se0) — (567 ), B(s) =
3) a:(Zg,+) = (C*,-), a([als) = % (Zﬂr) (Z3,+), B(a) = [lal]s
) o (Zs, +) — (C*,), a([a]s) = i% B:(Z,+) = (Za, +), Bla) = [|a]2.

Priklad 2.61: U ndsledujicich predpisu (kde p,q € Z, ¢ # 0 # p) rozhodnéte zda zadévdji zobrazeni. Pokud
ano, rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

1) ' (Q*’) — (@*7')7 a(%) = Z_Sa
2) 8:(@,) = (@), Ak) = (c1p -,
3)7:(Q%) = (@), v(B) = (- 1)pptaa . g

Priklad 2.62*: Ukazte, ze libovolnd podgrupa grupy S,, kterd neni podgrupou grupy A,, obsahuje praveée
polovinu sudych permutaci a mé tudiz sudy pocet prvki.
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2.6 Konecné komutativni grupy
Piiklad 2.63: Urcete viechny (az na izomorfismus) komutativni grupy, které maji n = 24 prvku. Totéz pro

n = 18, 24, 30, 36.

Piiklad 2.64: Pro libovolnou dvojici pfirozenych ¢isel m, n dokazte, ze piedpis a([a]m.n) = ([a]n, [a]m) zaddva
homorfismus z grupy Z,, do grupy Z, X Z.,. Rozhodnéte, pro kterd m,n je a izomorfismus.

Piiklad 2.65: Urcete, pro které dvojice ¢isel m,n jsou grupy Zmy, a Zy X Zy, izomorfni.

Priklad 2.66: Urcete rozklad grupy (Z5;, ) na souéin netrividlnich cyklickych grup. Dejte priklad prislusného
izomorfismu. Totéz pro (Z3,,-) a (Zy, -).

Priiklad 2.67: Dokazte, ze grupa, v niz pro kazdy prvek x plati x - x = 1, je komutativni.

2.7 Normalni podgrupy
Priiklad 2.68: Pro libovolné n € N je A,, normélni podgrupa grupy S,,. Dokazte.

Piiklad 2.69: Popiste véechny normélni podgrupy grup (Ss, o) a (A4, o). (Povsimnéte si, ze existuje normaln{
podgrupa N grupy H — normdln{ podgurpy grupy (A4, o) — kterd neni normélni podgrupou (A4, 0).)

Piiklad 2.70: Ozna¢me nésledujici podgrupy grupy (Se,0): G ={f € S | fsudd} a H={f € G| f(3) = 3},
tj. H C G C Sg. Rozdodnéte, zda

a) H je normélni podgrupa grupy (G, o);

b) H je normdlni podgrupa grupy (Sg, o);

¢) G je normélni podgrupa grupy (Sg, o).

Odpovédi zduvodnéte!

Piiklad 2.71*: Nechf n € N, n > 4. Dokazte, ze A, nemd vlastni normdlni podgrupy a ze je to jedina
netrividlni normalni podgrupa S,,.

Priklad 2.72: Uvazme grupu (GL2(Q), ) reguldrnich matic dva krét dva nad raciondlnimi ¢isly. Bud'te déle
G, H a N nasledujici mnoziny matic:

a b " _ a 0 " _ a O X
G—{(O 1) lae@ ,be@}, H—{(O b) |a,beQ }, N—{(O a) |laeQ }

Urcete, zda se jednd o normélni podgrupy grupy (GL2(Q), -).

Priklad 2.73: Bud ddna nésledujici grupa (G, -) matic ve specidlnim tvaru s operaci ndsobeni matic a jeji
podgrupa H:

G = {(“ b> |a,c€R*,b€R}, H= {<“ 0> |a,c€R*}.
0 c 0 c
Dokazte, ze H je podgrupa grupy (G, -). Rozhodnéte, zda H je norméalni podgrupa (G, -). Odpovéd zduvodnéte!

Piiklad 2.74*: Dokazte, ze mnoZzina vnitinich automorfismt Inn(G) v 2.56 je norméln{ podgrupa grupy vsech
automorfismi Aut(G).
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Piiklad 2.75: Bud ddna grupa (G, o) nekonstantnich afinnich zobrazeni redlnych éfsel
G={f:R—-R]| f(z) =ax +b, pro vhodnd a € R*,b € R}
s operaci sklddani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:
T={f:R=>R| f(z) =azx,a € R*},
S={f:R=>R| f(z)=xz+b,beR}.
Kterd z nich je normélni podgrupou grupy (G, o)? Popiste u obou pravy i levy rozklad.

Piiklad 2.76: Popiste pravé a levé rozklady grupy Ss podle vSech podgrup.

Priklad 2.77: Popiste levy rozklad grupy (A4, o) sudych permutaci na mnoziné {1,2,3,4} podle podgrupy
generované permutaci (2,1,4).

Priklad 2.78: Urcete pocet levych tiid grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy H = {(m,n) ; 6| (m —2n)}.

Priklad 2.79: Nechf kone¢nd grupa (G, -) md sudy pocet prvki 2n a H je jeji n prvkova podgrupa. Dokazte,
ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).

2.8 Faktorizace grup
Priklad 2.80: Urcete faktorgrupu z prikladu 2.73.

Piiklad 2.81: Faktorizujte grupu Z podgrupou k¥Z = {ka | a € Z}.

Priklad 2.82: Faktorizujte grupu Z,, podgrupou kZ, = {kz | z € Z,,} = {[kz]. | z € Z}, kde k déli n.

G:{(E ;L) |5€{1,—1},aEZ}

spole¢né s operaci ndsobeni matic tvoif{ grupu (G, ). Oznaéme

{3 3 e

podmnozinu G. Ukazte, ze H je norméalni podgrupa grupy G. Popiste rozklad G/H, tj. charakterizujte, kdy
£ a e a
0o 1)*\o 1
grupé (K, -) je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni o : G — K
pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Piiklad 2.83: Vime, ze mnozina

dvé matice nédlezi do stejné tiidy rozkladu. Urcete pocet t¥id rozkladu G/H. Urcete, které

Piiklad 2.84: Uvazme mnoziny redlnych ¢isel G = {15757 | p,q € Z} a H = {3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni
redlnych ¢isel). Ziejmé (G, -) je grupa.

1. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).
2. Pro p,D,q,q € Z dopliite podminku (- --) tak, aby platilo:
15757 a 15P57 nalezf do stejné tiidy rozkladu G/H < .-

3. Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Reste stejné zadan{ pro mnozinu Hy = {45" | r € Z} a Hy = {25727° | r,s € Z}.
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Priklad 2.85: Uvazme mnoziny redlnych ¢isel G = {2P395" | p,q,r € Z} a H = {20* | x € Z} a operaci -
(ndsoben{ redlnych &isel). Ziejme (G, -) je grupa.

1. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).

2. Prop,D,q,q,r,T € Z doplite podminku (---) tak, aby platilo:
2P3957 a 2P3757 nalezf do stejné tiidy rozkladu G/H <« .-

3. Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, ze «a je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Reste stejné zadani pro mnozinu H = {8%15Y | z,y € Z}.
Piiklad 2.86: Faktorizujte aditivni grupu komplexnich éisel podgrupou viech redlnych éisel. ((C,+)/R =£7)

Priklad 2.87: Urcete, cemu je izomorfni faktorgrupa reguldrnich matic nad redlnymi ¢isly podle podgrupy
matic jejichz determinant je roven 1. (GL, (R)/SL, (R) 27?)

Piiklad 2.88: Necht je ddna grupa matic

G{<Z 2) |a,c€@*,b€@}

s operaci nasobeni. Dokazte, ze podgrupa

a 0
H{(b c) |a,b,c€@,a,c>0}

Priklad 2.89: Uvazujme normélni podgrupu grupy (G,+) = (Z,+) X (Z,+) definovanou takto:

je normalni a urcete faktorgrupu.

(a) : H=1{(a,b) € ZxZ;5]a,2|b},

(b) : H={(a,b) € Z X Z;7 | 2a+ 3b},

Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni « :
G — K, pro néz dokazte, ze a je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Piiklad 2.90*: V piikladu 2.67 jsme spocitali jednu netrividlni normalni podgrupu v S4 resp. A4, oznac¢me ji
V4. Spoctete piisludné faktorgrupy. (Sy/Vy =7, A4/V, =7)

Piiklad 2.91*: Dokazte, 7Ze az na izomorfismus existuji pouze dvé 2p prvkové grupy a popiste je. (Zde p je
prvoéislo.)

Priiklad 2.92*: Urcete faktorgrupy z piikladu 2.70.

2.9 Doplnujici priklady z teorie grup
Piiklad 2.93*:
i) Ukazte, Ze libovolny automorfismu grupy S, zachovava paritu permutace.
il) Dokazte, ze pro n > 2 je grupa vnitinich automorfismu Inn(S,,) izomorfni grupé S,.

iii) Dokazte, ze Aut(S,) = S,, pro n = 3,4,5.
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Piiklad 2.94*: Bud (G,-) komutativn{ grupa. Ukazte, ze pro dané n € N tvoii mnozina G, = {a € G | a™ =
1} podgrupu grupy (G, -). Ukazte déle, ze mnozina vsech prvki koneéného tadu G =J,- G, ={a € G| In €
N:a™ =1} je taktéz podgrupou grupy (G, ).

Piiklad 2.95*: Necht je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Definujme nyni podmnozinu HK grupy
G:

HK ={hk|heH, ke K}.
Dokazte, ze pokud je K normalni podgrupa grupy G, potom je podmnozina H K podgrupou grupy G. Déle
dokazte, ze pokud jsou obé podgrupy H i K normadlni, potom je norméalni i podgrupa HK.

Priklad 2.96*: Necht (G,-) je grupa, n € N a piedpoklddejme, Ze grupa G obsahuje jedinny prvek fddu n
(oznaéme jej a). Dokazte, Ze tento prvek komutuje s libovolnym prvkem grupy G, tj. xa = ax pro libovolné
x € G.

Piiklad 2.97*: Nechf G je grupa a oznaéme G’ podgrupu generovanou mnozinou prvka tvaru [z,y] =
1

aly ey, b
GI = {[xlayl][:EQ)yQ] e [xn)yn] | n < Naxi)yi € G}
i) Dokazte, ze G’ je normaln{ podgrupa grupy G.
ii) Ukazte, ze faktorgrupa G/G’ je komutativni grupa.

iii) Ukazte, ze G/G’ je ,nejvetsi* komutativni faktorgrupa grupy G, tj. ukazte, ze pokud H je normdln{
podgrupa grupy G takovd, ze G/H je komutativn{ grupa, potom G’ C H.

iv) Urcete ,nejvetsi“ komutativni faktorgrupu pro grupu

G{<g g) |a,c€@*,b€@}.

Totéz pro GL2(Q).

Priiklad 2.98*:

i) Necht (G,-) a (H,*) jsou grupy a nechf ¢ : (H,%) — (Aut(G),o) je homomorfismus grup. Definujme na
G x H operaci ¢ vztahem: (a,b) ¢ (¢,d) = (a- ¢(b)(c), b d). Dokazte, ze (G x H,©) je grupa.

ii) Ukazte, ze souc¢in grup (G, ) x (H,*) je specidlnim piipadem (G x H, o) pro vhodné .
iii) Necht (G,-) je grupa. Definujme na G' x G operaci ¢ vztahem: (a,b) ¢ (¢,d) = (abcb~t,bd). Dokaite, ze
(G x G, ) je grupa.

Piiklad 2.99*: Ukazte, ze libovolna konecné grupa je izomorfni s podgrupou grupy A, pro vhodné n € N.

3 Polynomy nad Z, Q, R a C

3.1 Déleni v okruzich polynomi, Euklidav aloritmus, Bezoutova rovnost

Priklad 3.1: V Q[z] délte se zbytkem polynomy
a) (@5 + 2% —20+1): (—23+ 2+ 1),
) (323 4+ 1022 + 22 — 3) : (522 + 25z + 30),
c) (122% + 323 — 4 + 3) : (222 — 1),
Y@+t 22 +1): (22 -2+ 1).
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Priklad 3.2: V Q[z] délte se zbytkem polynomy:
a) (223 +32% —dx +5) : (z — 2),
b) (42* —32%2 —x +2): (3z + 1).

Piiklad 3.3: Naleznéte polynomy f(z),g(z) € Qx], které jsou stupné 3, kazdy z nich m& alespon jeden
alespon dvojnasobny kofen a jejich nejvétsi spoleény délitel je:

a) % +x — 6,
b) 2% +x — 2,
c) ¥2 + 2z — 3.

Vyjadrete nejvétsi spolecny délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

Piiklad 3.4: Naleznéte polynomy f(z),g(z) € Qx], které jsou stupné 4, kazdy z nich m& alespon jeden
alespon trojnasobny kofen a jejich nejvétsi spoleény délitel je:

a) 22+ 1 — 2,
b) 2% + 2z — 3,
c) ¥? — 2z — 3.

Vyjadiete nejvétsi spoletny délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

Piiklad 3.5: Pro dané dvojice polynomu f,g € R[z] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejvétsim
spoleénym délitelem. Najdéte koeficienty do piislusné Bezoutovy rovnosti.

a)f=a2*+1,g=a%-1

b) f=a*+32% — 22 —4x — 3,9 = 323 + 1022 + 22 — 3

c) f=a%—5xt + 423+ 822 —8xr -3, g=a* — 223 — T2? + 8z +3

3.2 Koreny polynomu

Piiklad 3.6: Uvazme polynom f(x) = 2 — 62° + 92% + 823 — 2422 + 16 € Q[x]. Dokazte, 7e ¢ = 2 je kofenem
polynomu f a urcete jeho ndsobnost n.

Piiklad 3.7: Uréete hodnotu koeficientu a € Q tak, aby polynom f = z°—az?—ax+1 € Q[x] mél dvojnasobny
kofen ¢ = —1.

Piiklad 3.8: Dokaite, ze pro kazdé n € N je ¢ = 1 dvojnasobnym kofenem polynomu nz"*t! — (n+1)a"+1 €
Z]x).

3.3 Taylorav rozvoj polynomu

Piiklad 3.9: Vyjadfete polynom f(x) = 2% + 223 — 322 — 42 + 1 v mocnindch linedrnfho polynomu z + 1.

Piiklad 3.10: Vyjddfete polynom f(x) = (x — 2)* + 4(z — 2)3 + 6(x — 2)% + 10(x — 2) + 20 bez pocitani
jednotlivych mocnin polynomu z — 2.

3.4 Racionalni kofeny polynomiu

Priklad 3.11: Naleznéte vSechny raciondlni kofeny polynomu v C[z] a urcete jejich ndsobnost.
a) 1225 + 82° — 8521 + 1523 + 5522 + 2 — 6
b) 427 — 162% + 25 + 552* — 3523 — 3822 + 122 + 8
c) 4x” — 232% + 172* + 312° — 4922 + 242 — 4
d) 227 — 325 — 202° — 2% + 6623 + 9122 + 482+ 9
e) 4a® + 8zt — 2723 — 7922 — 562 — 12
f) 42 — 3523 + 1522 + 40z + 12
A
h) 523 — 822 + 112 + 6
i) 122% — 723 — 1922 — 30 + 2
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j) 3a® —at 4+ 423 — 2% 4 3w

k) 621 + 23 + 2% — 162 — 12

1) 928 — 212° — 172* + 1523 — 4222 — 342 — 6
)4ac — 1225 4 92% — 1222 + 362 — 27

n) 2:0 —3:E — 825 4 62* + 1023 + 2% + 4w + 4

p):c — 4ot + 423 + 222 — 5z + 2
q) f=1227 — 562% + 1152° —1413@ + 10323 — 3522 — 32 + 9
1) g =8z" — 442% + 702° — 172* — 2423 + 102% + 22 — 1

Piiklad 3.12: Urcete takové a € C, pro néz ma polynom f = 225 — 25 — 112 — 23 + a2?® + 2az + 8 € C[z]
kotfen 2. Pro toto a urcete vsechny racionalni kofeny polynomu f véetné nasobnosti.

Piiklad 3.13: Urcete viechna a € Z, pro néz mé polynom x* + 223 — 322 4+ ax — 4 racionalni kofen.

3.5 Komplexni kofeny polynomu

Piiklad 3.14: Urcete vSechna komplexni feSeni rovnice ™ = 2 pro n € N.

Piiklad 3.15: Naleznéte rovnici, jejiz vSechna komplexni feSeni tvoti v Gaussové roviné rovnostranny trojihelnik
se stfedem v nule a jednim vrcholem v 3.

Piiklad 3.16: Reste v C kvadratickou rovnici 22 + (1 + 3i)z +14 — 2 = 0.

Piiklad 3.17: Urcete viechna komplexni fesenf rovnice 2* + 23 + 22 + 2 +1 = 0.

3.6 Rozklad polynomiu
Priklad 3.18: Napiste rozklad polynomu na soucin ireducibilnich faktoru postupné nad Q, R, C:

a)a® — 22? — fau+ 4

b) 523 — 8z% + 11z + 6

c) 122* — 72® — 1922 — 32+ 2

d) 32° — 2 + %x‘o’ — %xQ + %x

e) 6z + 23 + 22 — 162 — 12

f) 42% — 1225 + 921 — 1222 4 362 — 27

g) 92¢ — 2125 — 1724 + 1523 — 4222 — 342 — 6

Priklad 3.19: Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomu postupné nad C,R,Q téch polynomu z
Piikladu 3.11, u kterych znate dostatek racionalnich kotent.

Priiklad 3.20: Urcete viechny kofeny polynomu f, vite-li, ze ma tii kofeny raciondlni. Rozlozte f na ireduci-
bilni faktory postupné nad Q, R, C:

a) f(x) = 4% — 4a* — 523 — 722 + 2 + 2 € Cla],

b) f(z) = 42° — 122* — 1323 — 1322 + 32 + 4 € Clz].

3.7 Komplexné sdruzené koreny

Piiklad 3.21: Uréete viechny kofeny polynomu f = x7 — 425 + 825 — 72* + 822 — 8x + 4 € Clz], vite-li, ze
ma dvojnasobny kotfen 1 + i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

Priklad 3.22: Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji jednoduchy koten —%
a dvojndsobny kofen 3 + 2i, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireducibilni
polynomy nad Q, R, C.
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Piiklad 3.23: Urcete viechny kofeny polynomu f = 2% — 72° + 202* — 3023 + 3722 — 55 + 50 € C[z], vite-li,
ze ma dvojnasobny kofen 2 — ¢. Rozlozte jej na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

Piiklad 3.24: Mezi viemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty, které maji dvojndsobny kotfen % a
dvojnasobny kofen k naleznéte polynom nejmensiho stupné. Zapiste rozklad tohoto polynomu na ireducibilni
faktory postupné nad Q, R, C:

a)k=1-—1,

b) k=1-—2i.

Pi#iklad 3.25: Naleznéte viechny koteny polynomu z* + 422 + = + 6 € Clx] a urcete jejich ndsobnost, vite-li,

7e jednim z koFenii je &islo %ﬁ

Piiklad 3.26: Vime, ze polynom f = 42° — 425 + 42? — 423 + 522 — 32 + 1 € C[z] m4 dvojnasobny kotfen
% + %z Urcete zbyvajici kofeny polynomu f.

Piiklad 3.27: Uved'te piiklad polynomu v R[z], resp. v Z[z], jehoZ kofenem je
a) 1+1,
b) 2 4+ V/3i,
c) V3 — 5i.

3.8 Eisensteinovo kritérium a ireducibilita nad Q

Piiklad 3.28: Ukazte, ze polynom f(x) je ireducibilni nad Q:
a) f(z) =z™ + p; n € N, p je prvocislo,
b) f(z) = a5 + 23 + 1.

Piiklad 3.29: Najdéte n € N takové, ze polynom z? — n je ireducibilni nad Q, ale nespliiuje podminku
Eisensteinova kritéria.

Piiklad 3.30: Najdéte n € N tak, aby polynom p(z) = 2™ +n

a) byl ireducibilni nad @Q,

b) nebyl ireducibilni nad Q.
Pi#iklad 3.31: Urcete, ktery z polynomi f(z) = 2° + 323 — 9z + 3 € Z[z] a g(x) = 2* + 42 + 522 — 3 € Z|7]
je ireducibilni nad Z a ktery lze nad Z rozlozit na sou¢in polynomu nizsiho stupné. Napiste rozklady polynomu

f a g na ireducibilni faktory nad Z.

Piiklad 3.32: Dokaite, ze polynom 2+ 23 + 22 +x+1 je ireducibilni nad Q. Ndvod: Pouzijte Tayloriv rozvoj
ve vhodném bodé.

Piiklad 3.33: Dokazte, ze polynom z* + 2 + 1 je ireducibilni nad Q. Ndvod: PouZijte metodu neurcityjch
koeficientd.

3.9 Minimalni polynom

Piiklad 3.34: Urcete minimaln{ polynomy prvku v/2 4+ v/2 nad Q a nad Q(v/2).

Priiklad 3.35: Urcete minimélni polynomy prvkia nad Q:

0= VIt V3-1, B=A\\V24VE+VE y=vE+VE =\T+4v3+\T-4V3

Piiklad 3.36: Urcete minimélni polynom prvku v/7 + 4v/3 nad Q.
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Piiklad 3.37: Urcete minimélni polynom prvku v/16 + 8v/5 nad Q.
Piiklad 3.38: Urcete minimdlni polynom prvku cos %’T + ¢sin %’T = &3 nad Q.

Priiklad 3.39: Urcete minimélni polynomy prvkia nad Q:

a=V3-1, B=V2+V3+V6, y=V2i+V2, §=1Ti.

4 Okruhy a télesa

4.1 Okruh, podokruh

Priklad 4.1: Rozhodnéte, zda (M, @, ®) je okruh:
A)M=Zzrzdy=ax+y—lLzoy=x-y—1
b)M=Zzsdy=x+y—1l,20y=c+y—ay

) M = Q, operace jako v b)

) M=QxQ, (z,y) ® (u,v) = (z +u,y +v), (x,y) O (u,v) = (zu+ 2yv, 2v + yu)

e) M =Zo X Za, (x,y) ® (u,v) = (x+u,y+v), (x,y) © (u,v) = (zu + yv, zv + yu + yv)

a0

Piiklad 4.2: Nechf (R, +,-) je komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruh také
a) (R,+,0), kde O je operace definovand vztahem a 0 b=a-b+ b a pro libovolné a,b € R,
b) (R, +,+).

Piiklad 4.3: Rozhodnéte, zda dand mnozina M je podokruhem okruhu (C, +, -):
a) M ={a+2i|acR},
b) M ={a+2i|acC},

M={a+bi|a€eR,beN},

M={3a+bi|acZbeZ},

M={a+2bi|a€Zbel},

M={%|acZkeN}.

—
~— VCD VQ‘\—’O ~

Piiklad 4.4: Rozhodnéte, zda dand podmnozina A okruhu raciondlnich ¢isel (Q, +, -) je okruh, piipadné obor
integrity. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) A={L|peZqeN,3tq}

b) A={#& |meZmnecN}

c) A={ |meZmnecN}

Priklad 4.5: Urcete, které prvky ndlezi nejmensimu podokruhu okruhu (C, +, -) obsahujicimu ¢islo a pro

a) a = \/ga

b) a = 2,

c) a=i,

d) a=cos 3L +isin 2 =&,

e) a:c08277r+isin27“ =&,

f)a=m,

g) a=/n,

h) a = {/n,

i) a = y/ni.
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4.2 Homomorfismy okruhu

Piiklad 4.6: Rozhodnéte, zda zobrazeni f : C — C je homomorfismus okruhu (C, +,-) do okruhu (C,+,-),
je-li pro a,b € R déno:

a) fla+bi)=a+0b,

b) f(a+ bi) = a® + b2,

¢) fla+bi) =a— bi.

Piiklad 4.7: Urcete, zda je okruh (Za,+, ) x (Z3,+, ) oborem integrity. Je izomorfni s okruhem (Zg, +, -)?
Piiklad 4.8: Dokazte, ze okruh (Z,®, ®) z piikladu 4.1 b) je izomorfn{ s okruhem (Z, +, -).

Piiklad 4.9: Uréete viechny étvefice (a,b,c,d) € R* takové, ze piedpis a(r + si) = (ar + bs) + (cr + ds) i,
pro r, s € R, definuje homomorfismus « : C — C okruhu C do sebe. Pro které z nich se jedna o izomorfismus?

P#iklad 4.10: Bud Q(v/3) = {a+bV3 | a,b € Q} podokruh okruhu (R, +, -). Dokazte, ze libovolny: okruhovy
homomorfismus o : Q(v/3) — C je identicky na mnoziné racionalnich cisel, tj. Vr € Q : a(r) = r. Popiste
véechny okruhové homomorfismy « : Q(v/3) — C. Které z nich jsou izomorfismy?

4.3 Obory integrity, invertibilni prvky okuhi, télesa

Piiklad 4.11: Rozhodnéte, zda nésledujici podmnozina M okruhu komplexnich éisel (C, +, ) je okruh, obor
integrity, piipadné téleso. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) M ={a+bi|abeZ}

b) M ={a+b-V5]|a,becQ}

) M={a+b-V5]|a,becQ}

A M={a+b- 23| abeQ}

Piiklad 4.12: Naleznéte invertibiln{ prvky okruhu ({a + b - 1+T‘/§Z |a,beZ},+,")

Priiklad 4.13: Pro okruhy v piikladech 4.1 a 4.4 rozhodnéte, zda se jedné o obor integrity a téleso. V okruzich,
které nejsou télesem, charakterizujte invertibilni prvky. Déale rozhodnéte, zda invertibilni prvky tvoii podokruh.

Piiklad 4.14: Pro prvky z piikladu 4.5 najdéte nejmensi podtéleso télesa (C, +, -) obsahujici dany prvek.

4.4 Polynomy nad Z,

Piiklad 4.15: Naleznéte viechny kofeny polynomu z° + 5% — 22 — z + 3 v Zr.
Piiklad 4.16: Urcete vSechny ireducibilni polynomy nad
a) Zy stupné menstho nez 5,

b) Zs stupné mensiho nez 4.

Piiklad 4.17: S vyuzitim pifkladu 4.16a) dokazte, ze polynomy z* + 22 + 22 +x + 1, 2* + 23 + 22+ +3 a
xz* + 23 — 22 + £ + 1 jsou ireducibilni nad Z.

Pi#iklad 4.18: Naleznéte viechny koteny polynomu x% — 2% — 2% — 23 — 22 — 2z + 1 € Z3[z] v Zs[z] a urcete
jejich nésobnost.

Piiklad 4.19: Uréete néjaky prvek a € Zs takovy, ze polynom x2 + x2 + ax + 1 je ireducibilni nad Zs.

Piiklad 4.20: Urcete viechny prvky a € Zr, pro které je polynom 23 4+ 22 4 2 + a ireducibilni nad Z.
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Piiklad 4.21: Metodou neuréitych koeficienti rozhodnéte, zda je polynom z* + 22 + 22 + z + 2 ireducibilni
nad Zs. Totéz pro polynom z* + 23 + 3z + 1.

Piiklad 4.22: Udejte piiklad polynomu
a) g € Zsx], ktery je stupné 5, ma dvojndsobny kofen 2 a zaddné jiné kofeny nema4,
b) g € Zs[x], ktery je stupné 5, nen{ ireducibiln{ a nema zaddny koten,
¢) g € Zs|x], ktery je stupné 4, nenf{ ireducibilni a nemé zadny kofen,
d) g € Zs[x], ktery je stupné 5, nen{ ireducibilni a nem4 zadny kofen,
e) g € Zs[x], ktery je stupné 6, mé dvojndsobny koien 2, jednoduchy kofen 4 a ktery nemd zddné dalsi
kofeny.

Priiklad 4.23: Rozlozte polynomy na ireducibilni faktory.
a) 2® + 2° + 22 —l—lEZg[x]
b) z7 +3:c +22° — 2t +32% — 22+ + 1 € Zs[7]
c) 2 +at + a3 + 2?2 +z+1€ZQ[]
d)x—x + 224 +x — 2% +2 € Zsx]
e) 2° +at + 23 — 2% + 1 € Zs[z]
f) 2t + 23 +.’L'+1€Z2[]
g) #° + 323 + x + 3 € Zs[a]
h) 2° + 23 + 222 + 2

Priklad 4.24: Pro nésledujici polynomy f, g € Zs[x] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejveétsim
spole¢nym délitelem. Najdéte koeficienty do prislusné Bezoutovy rovnosti:

a) f=2+22+x+1,g=22+20+2;

b) f=a3+ 2% +x, g=2a+22+2;

o) f=at+22+1,g=2>+22 +2+1.

Priklad 4.25: Uvazujme okruh polynomu Z4[z]. Zduraznéme nejdiive, Ze uvazované polynomy v tomto
prikladu nejsou polynomy nad télesem, ale polynomy nad okruhem Zg4, ktery neni obor integrity.

a) Popiste jednotky okruhu Z4|x].

b) Urcete vechny prvky délici prvek 2 € Z4[z].

c) Ukazte, ze x fx+2ax+2 fx.

d) Dokazte, ze 2 - x = 2 - (z + 2) jsou ruzné rozklady téhoz prvku na ireducibilni prvky.

e) Dokazte, ze prvky 2 -z a z(x + 2) nemaji v Z4[z] nejvétsiho spoleéného délitele.

Pozndmka: v ptikladu jde s tispéchem vyuzit ndsledujicich dvou faktu. 1) Pro nenulovy polynom f je jeho
stupei o jedna mens{ nez stupein polynomu z - f. 2) Pfirozené zobrazeni Z4[x] — Zz[x] je homomorfismus
okruhu, které jednotky zobrazuje na jednotky. Pokud tato ndpovéda nestaci, podivejte se na feseni do skript
do odstavce 5.19.

4.5 Idealy a faktorokruhy

Priklad 4.26: Urcete podgrupu grupy (C,+) generovanou prvkem i. Urcete podokruh, podtéleso a idedl
okruhu (C, +, -) generovany prvkem i. Totéz pro prvky v/2 a e.

Priiklad 4.27: Popiste vSechny idealy okruhu Zy X Zy.
Piiklad 4.28: Ukazte, ze idedl (x,2) neni hlavn{ idedl okruhu Z[z].
Piiklad 4.29: Urcete vSechny idedly v okruhu Mats(R) (okruh matic typu 2 x 2 nad redlnymi ¢isly).

Piiklad 4.30: Pro okruh R a jeho ideédly I, J klademe I + J ={i+j|i € I,j € J}. Dokazte, ze N i 4+ jsou
operace na mnoziné viech ideala okruhu R.
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Priklad 4.31: Pro okruh R a jeho idedly I, J klademe I oJ = {i-j | i € I,j € J}. Rozhodnéte, zda o je
operace na mnoziné vSech ideala okruhu R.

Priklad 4.32: Dokazte, ze v okruhu Z,, je kazdy idedl hlavni.

Piiklad 4.33: Urcete idedl generovany prvkem v/2 v okruhu Z[v/2] = {a +bv?2 | a,b € Z}. Cemu je izomorfn{
piislusny faktorokruh?

Piiklad 4.34*: Urcete, pro kterd n € N je v okruhu Z,[z] kazdy idedl hlavni.
Priklad 4.35*: Dokazte, ze kazdy idedl okruhu Z[x] je koneéné generovany.

Priklad 4.36: Dokazte, ze mnozina vSech polynomt, které maji soucet koeficintu délitelny 3, tvoii v okruhu
Z[z] idedl. Rozhodnéte, zda se jednd o hlavni ideél. Urcete, ¢emu je izomorfni ptislusny faktorokruh.

Priklad 4.37: Dokazte, ze mnozina vsech polynomu, které maji vsechny koeficinety sudé, tvoti v okruhu Z|x]
idedl. Urcete, cemu je izomorfni piislusny faktorokruh.

Piiklad 4.38: Pro dané pfirozené ¢islo n a celé &islo k oznacme I(k,n) = {f € Z[z] | n | f(k)}. Dokazte, ze
I(k,n) je idedl okruhu Z[z]. Rozhodnéte, pro kterd n, k je tento idedl hlavni, pro kterd je maximadlni, pro kterd
je to prvoideal. Naleznéte generatory tohoto idedlu.

Piiklad 4.39: Urcete, ¢emu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(z — 2).

Pf‘iklad 4.40: Uréete ¢emu jsou izomorfni faktorokruhy
Qlz, y/(x,
) Q[z,y]/ ((w y - 1),

¢) Qlz, yl/(x),
d) Qlz.y/1. kde I = {f € Qla. ] | f(z.2) = O}.

Priklad 4.41: Uréete, ¢emu je izomorfni faktorokruh R[z]/(z? + 1).

Priklad 4.42: Ukazte, 7ze faktorokruh Q[z,y|/(z?,

2) je izomorfn{ okruhu étvercovych matic:

Yy
d 0 0
c d 0
b0 0 | a,b,ec,d € Q
a b d

Priklad 4.43: Ozna¢me pro prvocislo p okruh M, = {% | mneZ, pt n} Popiste vsechny idedly tohoto
okruhu. Urcete, které z nich jsou hlavni, které prvoidedly a které maximalni ideély.

Priklad 4.44*: Urcete, ¢emu jsou izomorfni faktorokruhy ptislusné idedluim z piikladu 4.43.

Piiklad 4.45: Urcete faktorokruh Z[z]/I(k,n) z piikladu 4.38.

4.6 Jednoducha rozsireni

Piiklad 4.46: Urcete, které prvky patif do télesa Q(i), Q(v/2 + v/2). Urcete stupné piislusnych rozsien (nad
Q).
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Piiklad 4.47: Bud a € C kofenem (ireducibilnfho) polynomu z3 — x — 2 € Q[z]. Uréete stupen rozsitent
télesa Q(a) nad télesem Q a udejte bazi tohoto rozsiteni. Vyjadiete prvky a1, (14 «)?® v této bézi.

Piiklad 4.48: Urcete, které prvky patii do télesa Q(r).

Piiklad 4.49: Urcete viechny inkluze mezi nasledujicimi podtélesy télesa C: Q, Q(v/2), Q(v/3), Q(V6),
Q(v2,v3), Q(v/2,v6), Q(v/3,v6), Q(v/2,v3,v6). Uréete stupné rozsifeni téchto téles nad Q. Jsou télesa
Q(v2) a Q(v/3) izomorfni?

Piiklad 4.50: Urcete, které prvky patif do télesa Q(v/2, ¥/2). Urcete stupeii rozsifeni nad télesem Q a roz-
hodnéte, zda se jednéd o jednoduché rozsiteni.

Priklad 4.51*: Dokazte, ze je v okruhu Z,[z] kazdy idedl hlavni pravé tehdy, kdyz n neni délitelné druhou
mocninou prvocisla. Postupné dokazte, ze:

e Pokud existuje prvocislo p takové, ze p? | n, pak ideal (z,p) nenf hlavn{ idedl v Z,[z].
e Pokud n je prvoéislo, pak Z,[z] je okruhem hlavnich ide&lu.

e Pokud n je souc¢inem ruznych prvocisel p1, ps, . . ., pk, pak okruh Z,[z] je izomorfni sou¢inu okruht Z,, [z],
L, 2], - Lp, 2]

e Kazdy idedl I v kone¢ném soucinu okruhu je sou¢inem prislusnych idedlt v jednotlivych komponentach
souc¢inu. Pokud jsou navic tyto idedly hlavni, je hlavni i pavodni ideal I.

4.7 Konecna rozsiteni a rozkladové téleso
Piiklad 4.52: Ukaite, e télesa Q(v/2) a Q(v/3) nejsou izomorfn.

Priklad 4.53: Je-li ¢ : Q(«) — Q(B) izomorfismus, pak ¢(a) mé stejny minimdlni polynom jako «. Dokazte.
Piiklad 4.54: Dokazte, ze Q(v/2,v/3) je jednoduché rozsfieni Q. Uréete stupen tohoto rozsfien.

Piiklad 4.55: Urcete viechny automorfismy (izomorfismy na sebe) télesa Q(v/2).

Piiklad 4.56: Urcete stupei rozsifeni rozkladového télesa polynomu z* — 2 nad Q.

Piiklad 4.57: Urcete stupen rozsifeni rozkladového télesa polynomu 2> — 2 nad Q.

Priiklad 4.58: Urcete stupen rozsifeni rozkladového télesa polynomu z™ — 1 nad Q, pro n = 3,4,5,6.
Piiklad 4.59: Urcete stupen rozsifeni rozkladového télesa polynomu z™ — 1 nad Q, pro n prvocislo.

Priiklad 4.60: Dokazte, ze pro polynom stupné n nad Q, je stupen rozkladového télesa tohoto polynomu
mensi nebo roven n!.

Piiklad 4.61: Uvazujme ireducibilnf polynom f = 23 +2z+1 nad Zs. Popiste téleso Za[z]/(f). Uréete viechny
jeho podtélesa.

Piiklad 4.62: Urcete viechny automorfismy télesa Q(v/2,v/3).

Piiklad 4.63: Urcete stupen rozsifeni rozkladového télesa polynomu 23 — 5 nad Q.
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Priklad 4.64: Uvazujme ireducibilni polynom f stupné 4 nad Z,. Popiste téleso Zs[x]/(f). Urcete vSechny
jeho podtélesa.

Piiklad 4.65%: Popiste vSechna konec¢né rozsiteni télesa C.

4.8 Konecna télesa, grupy automorfismu

Piiklad 4.66: Uvazujme Sestnactiprvkové téleso F1g. Bud 8 generdtor jeho ¢tyiprvkového podtélesa.
a) Urcete minimalni polynom prvku 8 nad Zs. Napiste jeho rozklad na ireducibilni polynomy nad Zs(5).
b) Urcete vechny ireducibilni polynomy stupné 2 nad Za(S).
c¢) Necht f je ngjaky ireducibilni polynom stupné 2 nad Zs(3). Naleznéte jeho kofeny v Fy6. Popiste izomor-
fismus Fi6 a Z2(8)[z]/(f)-

Priklad 4.67: Uvazujme téleso F,n o p™ prveich a jeho grupu automorfismi (Aut(Fpn), o). Necht zobrazeni
t:Fpn — Fpn je definovéno vztahem «(x) = zP.
a) Dokazte, ze ¢ je automorfismus télesa Fpn
b) Ukazte, ze ¢ je prvek fadu n v grupé (Aut( n),0).
c) Ukazte ze IFpn je jednoduché rozsifeni telesa F, = Z, a proto existuje pravé n automorfismti Fp~. tzn.
(Aut(Fpn ), 0) je n prvkova cyklickd grupa.

Piiklad 4.68: Popiste, kolik je homomorfismii z F,» do Fgm a jak vypadaji.
Piiklad 4.69: Urcete grupu automorfismi rozkladového télesa polynomu z° — 1 nad Q.

Piiklad 4.70: Pro nékterou dvojici f, g ruznych ireducibilnich polynomu stupné 2 nad Zjz popiste vSechny
homomorfismy z Zs[z]/(f) do Zs[x]/(g).

Piiklad 4.71*: Uréete grupu automorfismii rozkladového télesa polynomu z* — 2 nad Q.

4.9 Pocitani v jednoduchych rozsirenich téles
Piiklad 4.72: Bud e € C kofen polynomu f = 2® — x — 2 € Q[z]. Dokaite, ze f je ireducibilni polynom.
Vyjadiete prvky e 1, (1 +¢€)3 a (e2 + 3e — 1)72 ve tvaru ag + a1 - € + az - €2, kde ag, a1, as € Q.

Pi#iklad 4.73: Bud ¢ € C koien polynomu f = z* +22% —4z+2 € Q[z]. Vyjadiete cisla e 1, 8 a (e2+e+1)71
ve tvaru ag + a1 €+ ag-€2 +az-€3, kdea; EQproi=0,...,3.

Piiklad 4.74: Oznaéme a = v/3i + /3. Dokaite, ze Q(a) = Q(+/3i). Vyjadiete komplexn{ &islo 1 bez pouziti
jinych nez racionélnich ¢isel ve jmenovateli.

Piiklad 4.75: Bud f = 2? + [1]3 € Zs[z]. Dokazte, ze Fg = Zs[z]/(f) je 9-prvkové téleso. Oznaéme o € Fy
prvek o = x + (f).
Urcete ag,a = 1 € Z takové, ze

i) [ao]g + [a1]3 = a4;
i) [aols + [a1]s - o = (a+ [15)7"
Piiklad 4.76: Bud f = 2* + 2% + 1 € Zs[z] a oznaéme Fi5 = Za[x]/(f) pifslusné téleso. Oznaéme o € Fip

prvek o = x + (f).
Urcete a; € Zs pro i = 0,1, 2,3 takové, ze

i) ap+ar-a+---+az-a®=ab;

i) ag+a;-a+---+az-a®=(a?+1)71
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Piiklad 4.77: Bud f = 2% — z + [2]5 € Zs[z] a nechf Fia5 = Zs[z]/(f) je 125-prvkové téleso. Oznacme
a € Fya5 prvek o = x + (f). Urcete a,b, ¢ € Z takovd, ze

i) lals + [bls - @+ [c]s - 0® = @,

i) [a]s + [b]s-a+[c]s-a® = (a* +a+1)7L.
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