Uvod do programovani

s omezujicimi podminkami (pokraCovani)



Polynomialni a NP-uplné problémy

® Polynomialni problémy

® existuje algoritmus polynomialni slozitosti pro reSeni problému
® NP-Uplné problémy

® TeSitelné nedeterministickym polynomialnim algoritmem

® potencialni feseni lze oveérit v polynomialnim Case

® v nejhorsSim pripadé exponencialni slozitost (pokud neplati P=NP)
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Slozitost: polynomialni problemy

P Linearni rovnice nad realnymi Cisly

® proménné nad doménami z R, omezeni: linearni rovnice
® Gaussova eliminace I

® polynomialni slozitost i
P Linearni nerovnice nad readlnymi Cisly

® linearni programovani, simplexova metoda

® Casto staCi polynomialni slozitost
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Slozitost: NP-uplné problemy

P Boolean omezeni

® 0/1 proménné
® omezeni = Boolean formule (konjunkce, disjunkce, implikace, ...)
& priklad: proménné A, B, C, omezeni (A [B), (C [CA), CSP problém (A [B) [(@ CA)F
® problém splnitelnosti Boolean formule (SAT problém): NP-Upliny
® n proménnych:i2" moZznosti !

P Omezeni nad konecnymi doménami

® obecny CSP problem
® problém splnitelnosti nad obecnymi relacemi
® NP-Uplny problém

® n proménnych, d maximalni velikost domény:id™ moZznosti
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Slozitost a uplnost

P Uplné vs. neuplné algoritmy

® (Uplny algoritmus prozkoumava mnozinu vSech reSeni
$ neulplny algoritmus: neprozkoumava celou mnozinu reseni
£ nevim jako mozna odpovéd’, ziskem miize byt efektivita

® priklad: nedplny polynomialni algoritmus pro NP-tplny problém

P SloZitost Ffesice

® Gaussova eliminace (P), SAT Fesice (NP), obecny CSP Fesit (NP) I
P Slozitost algoritml propagace omezeni
® vEtSinou polynomialni netplné algoritmy

P Slozitost prohledavacich algoritmti

® Opiné algoritmy, priklady: backtracking, generuj & testuj

$ nedplné algoritmy, neprohledavaji cely prostor reSeni, priklad: omezeni Casu prohledavani
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Grafova reprezentace CSP

P Reprezentace podminek

® intenzionalni (matematicka/logicka formule)

® extenzionalni (vyCet k-tic kompatibilnich hodnot, 0-1 matice) I

°

Graf: vrcholy, hrany (hrana spojuje dva vrcholy)

°

Hypergraf: vrcholy, hrany (hrana spojuje mnozinu vrcholl)

°

Reprezentace CSP pomoci hypergrafu podminek
#® vrchol = proménna, hyperhrana = podminka I

® priklad

® proménné Xi,...,Xs s doménou {0, 1}

®» omezenicy X +Xo+Xg =1

Cr: X1 —Xz+Xs=1

C3.X4+X5—Xg=>0
Cq.Xo+Xs5—Xg =0
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Binarni CSP

Binarni CSP

® CSP, ve kterém jsou pouze binarni podminky

® unarni podminky zakédovany do domény proménné

Graf podminek pro binarni CSP

$ neni nutné uvazovat hypergraf, staci graf (podminka spojuje pouze dva vrcholy)

CSP lze transformovat na binarni CSP

Ekvivalence CSP

® dva CSP problémy jsou ekvivalentni, pokud maji stejnou mnozinu reseni
RozSirena ekvivalence CSP

® TeSeni problému Ize mezi sebou ,syntakticky” prevést

® napr: obecny CSP prevedeme na binarni CSP a porovname tyto binarni CSP
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Dualni problém

® Dualni problém: ptivodnim omezenim odpovidaji nové dualni prom&nné
® promenne: k-arni podminku cj prevedeme na dualni proménnou v;j
s domeénou obsahujici konzistentni k-tice

® omezeni: pro kazdou dvojici podminek c; a c; sdilejici proménné zavedeme

binarni podminku Rj; mezi v; a vj omezujici dualni proménné na k-tice, ve

kterych maji sdilené proménné stejnou hodnotu 1
V, Vv,
(0,0,1), (0,1,0), | R21 & R33 | ¢ 5 0). (0,1,1),
® pPriklad (1,0,0) (1,0,1)
$ proménné Xi,...,Xg S doménou {0, 1}

R11 R33 R22 & R33

® omezenicy: X1 +Xo+Xg=1...Vv;
Co.:X1—Xzg+Xs4=1...Vp

C3:X4+Xs—Xg>0...V3 (0,0,1), (1,0,0), (0,1,0), (1,0,0),

CaiXa+Xs5—X6=0...Va (1.1.1) R31 (1.1,0), (1,1,1)

v, Vs
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Pouziti binarizace

® Konstrukce dualniho problému

#® jedna z moznych metod binarizace

® Vyhody binarizace

® ziskavame unifikovany tvar CSP problému

® Tada algoritmi navrzena pro binarni CSP
® pro vyukové ucely je vysvétleni na binarnich CSP vhodné
£ algoritmy jsou prehledngjsi a jednodussi na pochopeni
£ verze pro nebinarni podminky je Casto primym rozsirenim obecné verze

£ atyto algoritmy jsou i aplikovatelné s pomoci binarizace na obecné CSP

® Ale: znatné zvétSeni velikosti problému

® Nebinarni podminky
® slozitéjSi propagacni algoritmy
® |ze vyuzit jejich séemantiky pro lepSi propagaci

£ priklad: all_different vs. mnozina binarnich nerovnosti
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Propagace omezeni

® Ppriklad:
® proménne: AB,C
® domeény: A [{0,1} B=0 C [{0,1,2,3}
® omezeni: AEB,BEC AEBC
= 1=1,B=0,C [{2,3}

® Algoritmy pro propagaci omezeni (konzistencni algoritmy)

® umoznuji odstranit nekonzistentni hodnoty z domén proménnych
® zjednodusSuji problem

® udrzuji ekvivalenci mezi ptivodnim a zjednoduSenym problémem
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Vrcholova konzistence

® Vrcholova konzistence (node consistency) NC
® unarni podminky prevedeme do domén promeénnych
® Vrchol reprezentujici V; je vrcholové konzistentni:

® kazda hodnota z aktualni domeéeny promeénné V; splinuje vSechny unarni

podminky s proménnou V; |
® CSP problém je vrcholové konzistentni:

#® kazdy jeho vrchol je vrcholové konzistentni
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Hranova konzistence (Arc Consistency AC)

® Pouze pro binarni CSP (az jeji rozsireni jsou pro nebinarni CSP)

#® podminka odpovida hrané v grafu podminek
® vice podminek na jedné hrané prevedeme do jedné podminky
® Hrana (Vi, Vj) je hranové konzistentni, pravé kdyz

pro kazdou hodnotu x z aktualni domény D; existuje hodnota y v D; tak, ze

ohodnoceni [V; = %,V = y] spliuje vSechny binarni podminky nad V;j, V;j. | i
® Hranova konzistence je smérova

® konzistence hrany (Vj, Vj) nezarucuje konzistenci hrany (V;j, Vi)

< < <
A|3..7 ::ézB? 1..5| B A3..4<€\—_B_>1..5 B A3..4g4..5 B

konzistence (A,B) konzistence (A,B) i (B,A)

® CSP problém je hranové konzistentni, pravé kdyz

jsou vSechny jeho hrany (v obou smérech) hranové konzistentni.
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Algoritmus revize hrany

® Jak udglat hranu (Vj, Vj) hranové konzistentni?

® 7 domény D; vyradim takové hodnoty x, které nejsou konzistentni s aktualni
doménou Dj (pro x neexistuje zadna hodnota y v Dj tak, aby ohodnoceni
Vi = X a Vj =y splnovalo vSechny binarni podminky mezi V; a V;)

9 procedure revise((1,j))
Deleted := false

for [=[IJ; do

1T neexistuje y [O; takove, Ze (X,y) je konzistentni

then D; = Dy — {Xx}
Deleted := true Vi In 2..4, Vo In 2..4, V1 <V>
end if revise((1,2)) fsmaze 4 z D4/l
return Deleted! D, Ise nezménil

end revise |

® Slozitost I0(k?) (k maximalni velikost domény) [=dva cykly: x [Ojay [CDO;
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°

Algoritmus AC-1

Jak ud€élat CSP hranové konzistentni?
Provedeme revizi kazdé hrany

A<B B<C

A<B, B<C: (3..7,1..5,1..5) ¥ (3..4,1..5,1..5) % (3..4,4..5,1..5) ¥
(3..4,4,1..5) 2 (3..4,4,5) % (3,4,5)

Revize hrany zmenSi doménu [jid zrevidované hrany opét nekonzistentni

Revize hrany opakujeme, dokud dochazi ke zmenseni néjaké domeény

procedure AC-1(G)
repeat Changed := false
for [Chranu (1,j) [Q do
Changed := revise((i,j)) or Changed
until not(Changed)
end AC-1 [ AB, BA, BC, CB, 8#AB, BA, BC, CB, "AB, BA, BC, CB
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procedure AC-1(G)
repeat Changed := false
for [hranu (i1,j) [Q do
Changed := revise((i,j)) or Changed
until not(Changed)
end AC-1

® k maximalni velikost domény, e pocet hran, n pocet prom&nnych
B Slozitost O(enk3)

® cyklus pres vSechny hrany O(e)
® revise O(k?)

® jeden cyklus smaze (v nejhorsim pripadé€) praveé jednu hodnotu z domény

proménng, celkem nk hodnot (kazda proménna ma v doméneé az k hodnot)
=[O(nk)
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® | kdyz zmensime jedinou doménu, provadi se revize vSech hran.

Tyto hrany ale revizi nemusi byt viibec zasazeny.
® Jaké hrany tedy revidovat po zmenseni domény?

® ty, jejichz konzistence mtize byt zmenSenim domény promé&nné narusena

#® jsou to hrany (i, k), které vedou do proménné Vi se zmensenou domenou

(l])k) (k’m)
Vk e@ Vm Vi ... proménna se zmensSenou doménou
(1,,k) (m,k) pFi revizi (k, m) doslo ke zmenseni domény Vi

® hranu (m, k) vedouci z promé&nné V,, kterd zmenseni domény zpusobila,
neni treba revidovat (zména se ji nedotkne)

® priklad: Vk <Vm, Vkin 1..10, V, in 2..11,
smazani 11 z V, tj. Vk in 1..10, V, in 2..10,

disledek: doména Vi se zméni, smaze se 10, tj. Vi in 1..9, Vi, in 2..10,
a ted’ reaguji na zménu Vi revizemi (Vj, Vi): je tedy zbytecné délat revizi (Vm, Vi)
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Algoritmus AC-3

® Opakovani revizi mtGizeme délat pomoci fronty

® staCi jedina fronta hran, které je potreba (znova) zrevidovat

® pridadvame tam jen hrany, jejichz konzistence mohla byt naruSsena zmensenim domény
= Vk @ Vm
® procedure AC-3(6)
Q == {(,1) | (,)) Chrany(G), 1E]} % seznam hran pro revizi
while Q non empty do

vyber a smaz (kkm) z Q

1T revise((k,m)) then % pridani pouze hran, ktere
Q:=Q LM, k) [htany(G), 1Bk, 1 & m} % dosud nejsou ve fronté
end while

end AC-3

B priklad: inicialni fronta: AB, BA, BC, CB; revize AB neprida nic (BA odpovida m,Kk); kevize BA
neprida nic (AB odpovida m,k a CB uz je ve front€); revize BC prida AB (CB odpovida m,k);

revize CB neprida nic (BC odpovida m,k); fevize AB neprida nic (BA odpovida m,k)

® Jaké budou domény A,B,C po AC-3 pro: A,B,C I1n 1..10, A<B+ 1, C<B
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procedure AC-3(G)
Q == {(,1) | (,)) Chrany(G), 1E]} // seznam hran pro revizi
while Q non empty do
vyber a smaz (k,m) z Q
1T revise((k,m)) then
Q := Q L, k) [Arany(G), 18k, 1Em}

» k maximalni velikost domény, e pocet hran

® Slozitost O(ek®)

® revise O(k?)
® celkem e hran/omezeni O(e)
® kazdé omezeni mize byt ve fronté maximalngé 2k krat =[O{k)

£ jakmile je omezeni pridano do fronty, doména (k) jedné z jeho dvou

proménnych (2) byla redukovana alespon o jednu hodnotu

N~ =~/

® Technika AC-3 je dnes asi nejpouzivangjsi, ale stale neni optimalni
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® AC-3: pri kazdé revizi hrany testujeme mnozstvi dvojic hodnot na konzistenci
vzhledem k podmince.

Tyto testy znova opakujeme pri kazde dalSi revizi hrany.

® Pri revizi hrany (V2, V1) vyradime hodnotu a | a 4

z domény prom&nné V. b+
o
® Nyni musime prozkoumat doménu Vs, d

zda néktera z hodnot a, b, ¢, d neztratila V1 V2 V3

svoji podporu ve V.

$® Hodnoty a, b, ¢ neni tfreba znova kontrolovat [=Thaji ve V, také jinou podporu nez a.

® Podpora (support) pro a [D} = {j]b[Jib D}, (a,b) Ccil;}

$ a [Db ma podpory {[3lal[ 13l b [ 131 d [}
$ d [[Dk ma pouze jedinou podporu {[2] al}
$ b [[Db ma podpory {[Tlal 11l c 13l al, 13] c [}l

® Podpory spocitame jen jednou. Pfi opakovanych revizich je budeme pouzivat.
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Algoritmus na inicializaci podpor

B udrzujeme seznam hodnot, které sami podporujeme (vime komu Fict, kdyZ zmizime).

Sj.b: mnozina dvojic [1] al,jro které je Ljl, b [ podporou

9o Udrzujeme pocet vlastnich podpor (vime, co nam chybi).

counter|[(i, ), a]: poCet podpor, které ma hodnota a [0; u proménne V;

procedure initialize(G)
Q :={}, S :={% // vypréazdnéni datovych struktur
for each (V;,V;) [CHArany(G) do
for each a [IO0; do total := 0O
for each b [[O; do
iIf (a,b) konzistentni vzhledem k c;; then
total := total+l
Sjpb = Sjp [ alH
counter[(i,j),a] := total
1T counter[(i,j),a] = O then smaz a z D;
Q := Q [LIal}
return Q // Q je fronta se smazanymi hodnotami
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Aktualizace podpor behem vypocCtu

® Situace po zpracovani hrany (Vi, Vj) algoritmem initialize

counter ;

2
1

i o J
al b1
A2 — — b2
al b3

® Vyuziti struktur s podporami:

Sj,_
<i,al1>,<i,a2>
<i,al>
<i,a2>,<i,a3>

1. Pfedpokladejme, ze b3 je vyrfazena z domeény V;.

2. Zjistime Vv S; p3, pro ktere hodnoty je b3 podporou (tj. (1l a2 Til a3l

3. Snizime counter u téchto hodnot (odstranime jim jednu podporu).

4. Pokud je néktery counter vynulovan (a3), potom prislusnou hodnotu

vyradime z domény a pokracujeme s ni od kroku (1).

counter ;)

1
0

[ o j
S
a2.— — b2
Xz X,

Hana Rudova, Omezujici podminky, 23. zari 2019
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<i,a1>,<i,a2>
<i,a1>
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Algoritmus AC-4

procedure AC-4(G)
Q = mnitialize(G)
while not empty(Q) do
vyber a smaz libovolny [j, b1 Ql

for each lal L S], do
counter[(i,j),a] := counter[(i,}),a] - 1
iIf (counter[(i,j),a] = 0) [ (kA [IO;) then
smaz a z Dj

Q :=Q C{amk

® Slozitost O(ek?) =[algjoritmus optimalni v nejhorsim pripadé
® slozitost initialize O(ek?) [=(V;,V;) [Chitany(G), a [, b [

® slozitost while cyklu O (ek?):

postupng& musim odebrat v3echny podpory a téch je O(ek?) I
® Pamét'ova narocnost, neni nejlepsi v primérném pripadg (inicializace zUistava)
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Dalsi AC algoritmy

® Existuje Tada dalSich algoritml pro zajiSténi hranové konzistence
$ AC-5, AC-6, AC-7, ...
® AC-6 (Bessiere, Cordier)

® zlepSuje pamét’ovou narocnost a priumérny cas AC-4

® drzi si pouze jednu podporu, dalSi podpory hleda az pri ztraté aktualni podpory

°

AC-3.1: AC-3 hleda podpory vzdy od zacatku, jak to vylepsit?
® AC-2001: AC-3 s frontou proménnych misto fronty omezeni
® Porovnani:

$ AC-3 neni (teoreticky) optimalni

® AC-4 je (teoreticky) optimalni, ale (prakticky) pomaly

® AC-6/7 jsou (prakticky) rychlejSi nez AC-4, ale slozité

$ AC-2001: v praxi je Casté vyuziti fronty proménnych
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AC-3.1: optimalni algoritmus AC-3
® Co je na AC-3 neefektivni?

hledani podpor v REVISE, které vzdy zacina od nuly!
if ,neexistuje y L[ D} takove, Ze (X,Yy) je konzistentni” then
® AC-3.1 (Zhang, Yap)

® DbEh stejny jako u AC-3

® pro kazdou hodnotu si pamatuje posledni nalezenou podporu (last) v kazdém sméru a
hledani zaCina u ni

procedure EXIST((i,x),}J)

y = last((i,%x),])
if y [ O; then return true
while y = next(y,D;) [Y¥Y Enil do
1T (x,y) [&;; then % cij omezeni s proménymi 1, j

last((i,x),j) =y
return true

return false
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AC-2001. jiny optimalni algoritmus AC-3

procedure AC-2001(G)

Pouziva verzi AC-3 s frontou promennych

Q = {i|i &rcholy(G)} % seznam vrcholl pro revizi

while neprazdna(Q) do

vyberasmaz j z Q

for 1wk choly (G) takové, ze (i,J) [Chirany(G) do

if REVISE2001(1, j) then
iIf D; = [CThen return falil
Q = Q LA}
return true I
procedure REVISE2001(1, j)
DELETED := false
for X1 D} do
if last((i,x),j) LD} then
if Y ILD} LM > last((i,x),J) LK, y) Lci
then last((i1,%),}J) = VY
else smaz x z Dj; DELETED := true
return DELETED
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Algoritmus fakticky pracuje s rozdilovymi
mnozinami, tj. pro kazdou proménnou

si pamatuje, jaké hodnoty byly smazany
z domény od posledni revize

(podobné jako AC-3.1)
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Je hranova konzistence dostatecnha (Uplna)?

® Pouzitim AC odstranime mnoho nekompatibilnich hodnot

® Dostaneme potom reSeni problemu? NE

#® Vime alespon zda reSeni existuje? NE £
® X, Y,z[{1,2}, XBY, YBZ, ZEBX
#® hranové konzistentni I
® nema zadné reSeni !
® Jaky je tedy vyznam AC?
® nékdy da reSeni primo

& n€jakd doména se vyprazdni [TeEeni neexistuje

& vSechny domény jsou jednoprvkové [ mame resSeni

® v obecném pripad€ se alespon zmensSi prohledavany prostor
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Konzistence po ceste (PC path consistency)

Priklad: X,Y,Z [{1,2}, XEBY, Y&BZ, Zg8X
Jak posilit konzistenci? Budeme se zabyvat nékolika podminkami najednou.

Cesta (Vo,V1,...,Vm) Je konzistentni prave tehdy, kdyz pro kazdou dvojici
hodnot x [CDh ay [Dl, spliujici binarni podminky na hrané Vg, Vi, existuje
ohodnoceni proménnych V4, ...Vm-1 takove, ze vSechny binarni podminky

mezi sousedy Vj, Vj+1 jsou spinény.
CSP je konzistentni po cestg, pravé kdyz jsou vSechny cesty konzistentni.l

Definice PC nezarucCuje, ze jsou splnény vsechny podminky nad vrcholy cesty,

zabyva se pouze podminkami mezi sousedy
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PC a cesty delky 2

® 7jistovani konzistence vSech cest neni efektivni

® StaCi overit konzistenci cest délky 2

P VEta: CSP je PC prave tehdy, kdyz kazda cesta délky 2 je PC.
® Dilkaz: 1) PC [cekty délky 2 jsou PC

2) cesty délky 2 jsou PC [ITh testy délky n jsou PC indukci podle délky cesty
a) n = 2 plati trivialné
b) n + 1 (za predpokladu, ze plati pro n)
i) vezmeme libovolnych n + 2 vrcholll Vg, V1, ..., Vh+1

i) vezmeme libovolné dvé kompatibilni hodnoty xXo Db a Xpn+1 [D

(kompatibilni = splnujici vSechny bin.podminky mezi X¢ a Xn+1)
Iii) podle a) jsou vSechny cesty délky 2 PC, a tedy i Vg, Vh, Vh+1 je PC
najdeme tedy x,, [ D} tak, ze (Xo,Xn) a (Xn, Xn+1) jsou konzistentni

iv) podle indukCniho kroku najdeme zbylé hodnoty na cesté Vg, V1,...,Vn

® Definici PC lIze tedy upravit tak, Ze vyZzadujeme pouze konzistenci cest délky 2
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$® PC AT

® pokud je cesta (1, j, 1) konzistentni (PC),
pak je i hrana (i, j) konzistentni (AC), t). z PC tedy plyne AC

£ PC: ke kazdé ,dvojici hodnot” pro i, 1 najdu hodnotu v j
[CAC: ke kazdé hodnote v i tedy najdu hodnotu v j
$ AC I PQ
® priklad: X,Y,Z 1,2}, XB8Y, YBZ Z8X
£ je AC, ale neni PC, X=0, Y=1 nelze rozsirit po cesté (X,Z,Y)

® AC vyrazuje nekompatibilni prvky z domény proménnych. Co déla PC?

® PC vyrazuje dvojice hodnot
® PC si pamatuje podminky explicitné
#® PC si pamatuje, které dvojice hodnot jsou v relaci

® PC dela vsechny relace nad dvojicemi implicitni (A<B, B<C [LA41<C)
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