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Globalni podminky

Globalni podminka: definovana pro libovolny koneCny pocCet proménnych

Global Constraint Catalog
® http://sofdem.github.io/gccat/
® Nicolas Beldiceanu, Mats Carlsson and Jean-Xavier Rampon

® Popis omezeni dostupnych v literature a v systémech s omezujicimi

podminkami

® The catalog presents a list of 423 global constraints issued from the literature
In constraint programming and from popular constraint systems. The
semantic of each constraint is given together with some typical usage and
filtering algorithms, and with reformulations in terms of graph properties,
automata, and/or logical formulae. When available, it also presents some

typical usage as well as some pointers to existing filtering algorithms.”

® PDF dokument, srpen 2014, cca 4 000 stran
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(Globalni podminky a) rozvrhovani

® Vsechny proménné rtizné

® allDifferent

® Disjunktivni zdroj/rozvrhovani

$» dvar interval, dvar sequence

» noOverlap

® Kumulativni zdroj/rozvrhovani

$ cumuFunction, pulse

® Alternativni zdroje

® alternative
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VSechny proménné rtizné

® Proménné v poli Array jsou rtizné

$ dvar int Array[Interval];
® globalni podminka: alIDifferent(Array);

® binarni podminky: for (i, j in Interval : i 1= j) Array[i] '= Array[jl;
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VSechny proménné rtizné

® Proménné v poli Array jsou rtizné

® dvar int Array[Interval];
$ globalni podminka: alIDifferent(Array);

® binarni podminky: for (i, J in Interval : i = j) Array[i] '= Array[jl;

® allDifferent vs. binarni podminky

® allDifferent ma uplnou propagaci

® binarni podminky maji slabsi (nedplnou) propagaci

. —y 12 ;e o_ s : ucitel | min | max
® Priklad: uCitelé musi ucit v rtizné hodiny

Jan

Petr

Anna

Ota

Eva

R W NN W W
O b~ A~ O

Marie

Hana Rudova, Omezujici podminky, 21. Fijna 2019 4



VSechny proménné rtizné

® Proménné v poli Array jsou rtizné

® dvar int Array[Interval];
$ globalni podminka: alIDifferent(Array);

® binarni podminky: for (i, J in Interval : i = j) Array[i] '= Array[jl;

® allDifferent vs. binarni podminky

® allDifferent ma uplnou propagaci

® binarni podminky maji slabsi (nedplnou) propagaci

., -- , - o , i ucitel | min | max
® Priklad: uCitelé musi ucit v rtizné hodiny
Jan 3 6
® globalni podminka:
Petr 3 4
Jan = 6, Ota = 2, Anna = 5,
Anna| 2 5
Marie = 1, Petr [{3,4}, Eva [{3,4
} } Ota 2 4
Eva 3 4
Marie | 1 6
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VSechny proménné rtizné

® Proménné v poli Array jsou rtizné

® dvar int Array[Interval];

$ globalni podminka: alIDifferent(Array);

® binarni podminky: for (i, j in Interval : 1 = j) Array[i]

® allDifferent vs. binarni podminky

® allDifferent ma uplnou propagaci
® binarni podminky maji slabsi (nedplnou) propagaci
® Priklad: uCitelé musi ucit v rtizné hodiny
® globalni podminka:
Jan = 6, Ota = 2, Anna = 5,
Marie = 1, Petr [{3,4}, Eva [{3,4}

$» binarni podminky:
Jan [{3,...,6}, Petr [{3,4}, Annal{2,...,5},
Ota [{2,3,4}, Eva [{3,4}, Marie [{1,...,6}
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1= Array[j];

ucitel | min | max

Jan 3 6

Petr | 3 4
Anna | 2 5

Ota 2 4

Eva 3 4
Marie | 1 6




Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}:
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{9,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{9,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}

® Konzistence: musi platit:
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{9,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}

® Konzistence: musi platit:
XL, ..., X} [V1:card{D; [=3- [Dk} =k

P Inferencni pravidlo
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{3,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}

® Konzistence: musi platit:
dXL,..., Xk} [V1: card{D; [=1- (DL} =k

P Inferencni pravidlo

® V: mnozina vSech proménnych

® U ={Xq,..., X}, dom(@U) ={D; [1- (DL}

® card(U) =card(dom)) LI T dom(U), XIT N —-U), X8V
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{3,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}

® Konzistence: musi platit:
dXL,..., Xk} [V1: card{D; [=1- (DL} =k

P Inferencni pravidlo

® V: mnozina vSech proménnych

® U ={Xq,..., X}, dom(@U) ={D; [1- (DL}

® card(U) =card(dom)) LI T dom(U), XIT N —-U), X8V

® hodnoty vdom(U) jsou pro ostatni proménné nedostupné
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Naivni propagace pro allDifferent

P U = {Petr, Ota, Eva}, dom(U) = {2, 3, 4}

{2,3,4} nelze pro Jan, Anna, Marie
Jan [{3,6}, Anna = 5, Marie [{l1,5,6}

® Konzistence: musi platit:
dXL,..., Xk} [V1: card{D; [=1- (DL} =k

P Inferencni pravidlo

® V: mnozina vSech proménnych

® U ={Xq,..., X}, dom(@U) ={D; [1- (DL}

® card(U) =card(dom)) LI T dom(U), XIT N —-U), X8V

® hodnoty vdom(U) jsou pro ostatni proménné nedostupné

D SloZitost
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® hledani vSech podmnozin mnoziny n proménnych (naivni) O(2")
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Parovani v bipartitnich grafech

® Efektivni propagaci pro alIDifferent lze zalozit na
parovani v bipartitnich grafech (Régin 94)
® Bipartitni graf
® uzly grafu rozd€élené do dvou mnozin

® neexistuji hrany mezi uzly jedné mnoziny

® Parovani v bipartitnich grafech X

® v grafu neexistuji dvé hrany,

které by mély spoletny vrchol ° —3

» Maximalni parovani

® parovani, které ma maximalni pocet hran
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Parovani v bipartitnich grafech

® Efektivni propagaci pro alIDifferent lze zalozit na
parovani v bipartitnich grafech (Régin 94)
® Bipartitni graf
® uzly grafu rozd€élené do dvou mnozin

® neexistuji hrany mezi uzly jedné mnoziny

® Parovani v bipartitnich grafech X

® v grafu neexistuji dvé hrany, a
které by mély spoletny vrchol ° —3

» Maximalni parovani

® parovani, které ma maximalni pocet hran

P CSP jako bipartitni graf
® jedna mnozina vrcholl reprezentuje proménné
® druhd mnozina vrcholll reprezentuje hodnoty proménnych

® hrana z proménné X do hodnoty a ik, Ze promé&nna X mtize nabyvat hodnoty a
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allDifferent - parovani v bipartitnich grafech Il.

P iciali sjednoceni domén
Inicializace promenné promeénnych
® vypocti maximalni parovani

® odstran vSechny hrany, které nepatri

do zaddného maximalniho parovani
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allDifferent - parovani v bipartitnich grafech Il.

o iciali sjednoceni domén
Inicializace promenné promeénnych

® vypocti maximalni parovani
® odstran vSechny hrany, které nepatri
do zaddného maximalniho parovani
® Propagace zmensené domény

$ odstran odpovidajici hrany

» vypocti nové maximalni parovani

$ odstran vSechny hrany, které nepatri

do zadného maximalniho parovani
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allDifferent - parovani v bipartitnich grafech Il.

sjednoceni domén
promeénné proménnych

® Inicializace
® vypocCti maximalni parovani
® odstran vSechny hrany, které nepatri
do zaddného maximalniho parovani
® Propagace zmensené domény

$ odstran odpovidajici hrany

» vypocti nové maximalni parovani

$ odstran vSechny hrany, které nepatri

do zadného maximalniho parovani

® Algoritmus zalozen na doménové konzistenci

$ kazdé maximalni parovani definuje doménovou podporu

® slozitost O(N?k?), n... pocet promé&nnych, k... maximalni velikost domény
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allDifferent - parovani v bipartitnich grafech Il.

sjednoceni domén
promeénné proménnych

® Inicializace
® vypocCti maximalni parovani
® odstran vSechny hrany, které nepatri
do zaddného maximalniho parovani
® Propagace zmensené domény

$ odstran odpovidajici hrany

» vypocti nové maximalni parovani

$ odstran vSechny hrany, které nepatri

do zadného maximalniho parovani

® Algoritmus zalozen na doménové konzistenci

$ kazdé maximalni parovani definuje doménovou podporu
® slozitost O(N?k?), n... pocet promé&nnych, k... maximalni velikost domény

® efektivngjsi algoritmus vyuziva konzistenci mezi — slozitost O(nlogn) (Puget 1998)
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Intervalové promenné

Intervalova proménna: pro modelovani casového intervalu (Ulohy, aktivity)

® hodnotou intervalové proménné je celoCiselny interval [start,end)
® priklad: dvar interval x in 0..1000000 size 100..200;

0 [100,200] 1000000

- >
E --------- X ------ 3
Time

>
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Intervalové promenné

Intervalova proménna: pro modelovani casového intervalu (Ulohy, aktivity)

® hodnotou intervalové proménné je celoCiselny interval [start,end)
® priklad: dvar interval x in 0..1000000 size 100..200;

0 [100,200] 1000000

- >
E --------- X ------ 3
Time

Volitelna intervalova proménna: pro modelovani asového intervalu, ktery mtize

>

ale nemusi byt pritomen v feSeni (pritomny vs. nepritomny interval)
® napr. pro modelovani volitelnych aktivit, které v feSeni nemusi byt
® priklad: dvar interval x optional in 0..1000000 size in 100..200;

® Dom(x) (LIF I {start,end)|start,end [Z]start < end}
[zhaci, zZe interval neni pritomen v reseni
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Disjunktni/unarni rozvrhovani

Sekvencni proménna p
® definovana na mnozing€ intervalovych proménnych x

dvar interval x[1 in 1..n] ...;

dvar sequence p iIn X;

® hodnota intervalové proménné p je permutace pritomnych intervall

® pozor, permutace t jeSté neimplikuje Zadné usporadani v Case!

Hana Rudova, Omezujici podminky, 21. Fijna 2019 9



Disjunktni/unarni rozvrhovani

Sekvencni proménna p
® definovana na mnozing intervalovych proménnych x

dvar interval x[1 in 1..n] ...;

dvar sequence p iIn X;

» hodnota intervalové proménné p je permutace pritomnych intervall

"/

® pozor, permutace t jeSté neimplikuje Zzadné usporadani v Case!

Omezeni noOverlap(p)

® vyjadruje, Ze sekventni prom&nna p reprezentuje Tetézec neprekryvajicich se

intervalovych proménnych

® pro vyjadreni rozvrhovani na unarnim/disjunktivnim zdroji, kde se

intervaly/ulohy/aktivity neprekryvaji

® poznamka: nepritomné intervaly v Tetézci zahrnuty nejsou
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Disjunktivni rozvrhovani: princip algoritmu

® Hledani hran (edge finding) — Baptiste & Le Pape, 1996

® Hledame ulohu, kterd predchazi nebo nasleduje mnozinu jinych tloh

® dvar interval A in 4..16 size 2; dvar interval B In 6..16 size 4;

dvar interval C 1In 7..15 size 5;

® Co se stane, pokud nebude aktivita A zpracovana jako prvni?
16

— i

" ce |
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Disjunktivni rozvrhovani: princip algoritmu

°

Hledani hran (edge finding) — Baptiste & Le Pape, 1996

°

Hledame ulohu, ktera predchazi nebo nasleduje mnozinu jinych uloh

® dvar interval A in 4..16 size 2; dvar interval B In 6..16 size 4;

dvar interval C 1In 7..15 size 5;

® Co se stane, pokud nebude aktivita A zpracovana jako prvni?
16

: i
4

" ce |

® Pro A,B,C neni dost Casu, a tedy aktivita A musi byt prvni

4HAE@) 7

6|— B(4) [16

7 C(5) — 15
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DalSi podminky: precedence

Mezi intervalovymi promé&nnymi mitizeme definovat precedentni podminky:

dvar interval 1;

dvar interval j;

endBeforeStart(i, j);
endBeforeEnd(i, j);
endAtStart(i, j);
endAtEnd(i, j);
startBeforeStart(i, j);
startBeforeend(i, j);
startAtStart(i, j);
startAtend(i, j);

Poznamka: tyto podminky plati, pokud jsou oba intervaly pritomné
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A dale: logické podminky

Unarni podminka pro pritomnost intervalu X:

presenceOf(x)
znamena, ze x 8 [1

Priklady:

presenceOf(x) == presenceOf(y) // x pritomen pravé tehdy, kdyz je pritomen y
presenceOf(x) => presenceOf(y) // implikace

presenceOf(x) => !presenceOf(y)

Pozor na pouziti:

® precedencni podminky: polynomialni slozitost
® logické binarni podminky: polynomialni slozitost

® precedence + logické binarni: NP-t€zké!

Hana Rudova, Omezujici podminky, 21. Fijna 2019 12



Vyrazy s intervalovymi promennymi

Pro vytvareni ucelovych funkci nebo definici omezeni

startof(x)
endOf(x)
si1zeOf(x, V)

Priklad: minimalizace Casu dokoncCeni posledni ulohy (tzv. makespanu)

minimize max(i In 1..n) endOf(x[1])
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Priklad: rozvrhovani problému job-shop
Job-shop problém:

® problém rozvrhovani tloh, které se skladaji z neprekryvajicich operaci

® kazda operace ulohy provadéna na jiném stroji

® poradi operaci tlohy op11 g op12 | op13 B
M1
predem urceno op21 - op22 ~  op23 —
[ m2
® unarni stroje op31 L opz " op38 T M3
op41 > op42 > op43
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Priklad: rozvrhovani problému job-shop

Job-shop problém:

® problém rozvrhovani tloh, které se skladaji z neprekryvajicich operaci

® kazda operace ulohy provadéna na jiném stroji

® poradi operaci tlohy op11 g op12 | op13 B
M1
predem urceno op21 - op22 ~  op23 —
M2
® unarni stroje op31 L opsz "L_ops3 I M3
op41 > op42 > op43
1 dvar interval op[j in Jobs][p in Pos] size Ops[j][p].pt;
2 dvar sequence mchs[m in Mchs] in
3 all(j in Jobs, p in Pos: Ops[jl[pl.mch == m) oplj][p];
4
5 minimize max(j in Jobs) endOf (opl[j] [nbPos]);
6 subject to { tuple Oper {
7 forall(m in Mchs) int mch; // Machine
8 noOverlap (mchs [m]) ; _ i _ _
9 forall(j in Jobs, p in 2..nbPos) ;nt Pt /7 Processing Time
1(1) . endBeforeStart (op[jl [p-11,0p[jl[pl); Oper Ops[j in Jobs][m in Mchs] = ...;
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Kumulativni funkce

Hodnota vyrazu kumulativni funkce reprezentuje vyvoj kvantity v Case,

kterd mtze byt inkrementaln€ zménéna (snizena nebo navysena)
intervalovymi proménnymi.

Priklady:

9 intervaly vyuzivaji pocty pracovniki

O intervaly vyuzivaji skladové zasoby

Intervalové proménné x[ 1] prispivaji do kumul. funkce po dobu svého provadeni

A pulse(x, 1)
int wor[1..5] = [1,3,2,4,1]; 1
cumulFunction y = sum(i in 1..5) pulse(x[i],wor[i]);: | Q ®
O ® O >
Time
X
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Kumulativni funkce

Hodnota vyrazu kumulativni funkce reprezentuje vyvoj kvantity v Case,

kterd mtze byt inkrementaln€ zménéna (snizena nebo navysena)
intervalovymi proménnymi.

Priklady:

9 intervaly vyuzivaji pocty pracovniki

O intervaly vyuzivaji skladové zasoby

Intervalové proménné x[ 1] prispivaji do kumul. funkce po dobu svého provadeni

\ pulse(x, 1)

int wor[1..5] = [1,3,2,4,1]; i 3 .
cumulFunction y = sum(i 1n 1..5) pulse(X[i1],wor[i1]);

O L 4 O >
Omezeni na vyrazech kumulativni funkce < Time
int h = __. dvar Int h = __.
cumulFunction f= ... cumulFunction f= __.
f<=h f<=h
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Priklad: RCPSP

Resource-contrained project scheduling problem (RCPSP)

tuple Task {

key iInt id;
int pt;
int qty[Resources];

al

{int} succs;

}

a3

ab

arl

ad

v

a4

{Task} Tasks = ...;
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Priklad: RCPSP

Resource-contrained project scheduling problem (RCPSP)

tuple Task {

key int id; a3 ab
int pt;
int qty[Resources]; al ar
{int} succs; a2 7> a5
¥ 4
{Task} Tasks = ..._; 2 as
1 dvar interval a[i in Tasks] size i.pt;
2 cumulFunction usagel[r in Resources] =
3 sum(i in Tasks: i.qty[r]>0) pulse(alil],i.qtylrl);
4 minimize max(i in Tasks) endOf(alil);
5 subject to {
6 forall(r in Resources)
7 usage[r] <= Capacitylr];
8 forall(i in Tasks, j in i.succs)
9 endBeforeStart(alil, al<j>]);
10 } <J> odkazuje jako KIi€ na cely tuple
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Alternativni podminka
Pokud je interval x pritomny, pak je pravé jeden z intervalti y1, . . . ,yn pritomny
a je synchronizovan s x (ma stejny start a konec)
® alternative(x, [v1,-..., yn])

® Pokud je x nepritomné, pak jsou yi také nepritomné
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Alternativni podminka

Pokud je interval x pritomny, pak je pravé jeden z intervalti y1, . . . ,yn pritomny

a je synchronizovan s x (ma stejny start a konec)

O alternative(x, [yl,..., yn])

® Pokud je x nepritomné, pak jsou yi také nepritomné
RozSifeni: pravé k intervalti z y1, . . . ,yn je synchronizovano s x

® alternative(x, [vi,..., yn], k) //k: celoCiselny vyraz
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Pokud je interval x pritomny, pak je pravé jeden z intervalti y1, . . . ,yn pritomny

a je synchronizovan s x (ma stejny start a konec)

® alternative(x, [v1,...,yn])

® Pokud je x nepritomné, pak jsou yi také nepritomné

RozSifeni: pravé k intervalti z y1, . . . ,yn je synchronizovano s x

9 alternative(x, [yl,...,yn], k) //k: celoCiselny vyraz

Priklad pouziti:

O kazda intervalova prom&nna x[t] vyzaduje nbWorkers[t] pfitomnych intervald mezi

assigned[t][w] pro pracovniky w

® dvar interval x[t 1n Tasks] size pt[u];
int nbWorkers[t 1n Tasks];
dvar interval assigned[Tasks][Workers] optional;
forall (t 1n Tasks)
alternative(x[t], all (w in Workers) assigned[t][w], nbWorkers[t]);
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Pokud je interval x pritomny, pak je pravé jeden z intervalti y1, . . . ,yn pritomny

a je synchronizovan s x (ma stejny start a konec)

® alternative(x, [v1,...,yn])

® Pokud je x nepritomné, pak jsou yi také nepritomné
RozSifeni: pravé k intervalti z y1, . . . ,yn je synchronizovano s x
9 alternative(x, [yl,...,yn], k) //k: celoCiselny vyraz
Priklad pouziti:

O kazda intervalova prom&nna x[t] vyzaduje nbWorkers[t] pfitomnych intervald mezi

assigned[t][w] pro pracovniky w (kdd jeSté nutno roSirit o neprekryvani pro pracovniky).

® dvar interval x[t 1n Tasks] size pt[u];
int nbWorkers[t 1n Tasks];
dvar interval assigned[Tasks][Workers] optional;
forall (t 1n Tasks)
alternative(x[t], all (w in Workers) assigned[t][w], nbWorkers[t]);
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Konzistencni algoritmus pro nebinarni podminky

® Obecny konzistencni algoritmus
® Varianta AC-3 s frontou proménnych

rozSireni AC-2001 na nebinarni podminky
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Konzistencni algoritmus pro nebinarni podminky

°

Obecny konzistencni algoritmus

°

Varianta AC-3 s frontou proméennych
rozSireni AC-2001 na nebinarni podminky

® Opakovang se provadi revize podminek, dokud se méni domény

procedure Nonbinary-AC-3-with-Variables(Q)
while Q non empty do
vyber a smaz V; [Q]
for [Cltakove, Ze V; [stope(C) do
W := revise(V;,C)
// W je mnozina proménnych jejichz, doména se zménila
iIf [CV; W takova, Z2e D; = CThen return fail
Q := Q AW}
end Nonbinary-AC-3-with-Variables
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Revizni procedura: rtizné typy konzistence

Specialni revise procedury jsou definovany v zavislosti na typu omezeni,

tj. revise procedura miize implementovat
® obecnou hranovou konzistenci

® konzistenci mezi

® konzistentni algoritmy pro globalni podminky jako al IDi fferent

o .
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Revizni procedura

® Uzivatel ma Casto moznost definovat vlastni revise proceduru

® Je potreba urcit udalost, ktera revizi vyvola
udalosti je zména domeény promenneé (suspension)

® vyvolani revize pouze pri dané zmeéné promeénné
£ pri libovolné zméné domény (u obecné hranové konzistence)
£ pri zméné mezi (u konzistence mezi)
£ pri instanciaci proménné

® tj. pro kazdou proménnou lze pouzit rtizné udalosti

® revize jednolivych podminek jsou realizovany v zavislosti na aktivaci odpovidajici udalosti

(udalostmi Fizeny vypocet)
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Revizni procedura

® Uzivatel ma tasto moznost definovat vlastni revise proceduru

® Je potreba urcit udalost, ktera revizi vyvola
udalosti je zména domeény promenneé (suspension)

® vyvolani revize pouze pri dané zmeéné proménne
£ pri libovolné zméné domény (u obecné hranové konzistence)
£ pri zméné mezi (u konzistence mezi)
£ pri instanciaci proménné

® tj. pro kazdou proménnou lze pouzit rtizné udalosti

® revize jednolivych podminek jsou realizovany v zavislosti na aktivaci odpovidajici udalosti

(udalostmi Fizeny vypocet)
P Je potfeba navrhnout propagaci pres podminku pro danou udalost

® vysledkem propagace je zmenSeni domén proménnych

® pro jednu podminku Ize mit vice propagacnich kodt
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Zakladni konzistencni algoritmus s udalostmi

9 procedure Nonbinary-AC-3-with-Events(Q)
while Q non empty do
vyber a smaz event(V;) LQl
for [Cltakove, ze V; [stope(C) a C Ceka na event(V;) do
W := revise(event(V;),C)
// jsou vyvolany pouze ty revize, ktere Cekaji na danou event(V;)
// W je mnozina proménnych jejichz, doména se zménila
i LY, takova, Z2e D; = [CThen return fail
Q := Q LW}
end Nonbinary-AC-3-with-Events
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