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Kapitola 1

Biichiho automaty

1.1 Jazyky nekonecnych slov

Necht ¥ je kone&nd abeceda. ¥2* znadi mnozinu vSech slov kone¢né délky, typicky oznacovanych
U, UV, W, ... € X*,w = apay ...ay, kde a; € ¥. Slovo nekonecné délky, nazyvané té€z w—
slovo, definujeme jako funkci o : Ng — . Symbolem »* zna¢ime mnoZinu vSech slov
nekone¢né délky, typicky oznalovanych o, 5... € X“. Tedy «(i) oznaluje pismeno na

i—té pozici a w-slovo o miiZzeme a Casto téZ budeme zapisovat jako o = a(0)a(1) .. .. Dale
oznatme X>° = X* U 3¢,

Pro prirozend m, n takovd, Ze m < n definujeme

alm,n] = a(m)a(m+1)...a(n)
alm,n) =a(m)a(m+1)...a(n—1)
alm,w] = a(m)a(m+1)...

V dal$im textu pouzijeme pro kvantifikatory “existuje nekonecné mnoho n”” a “exis-
tuje pouze kone&né mnoho n” jako zkratky symboly 3¥n resp. I<“n. Formdlné definu-
jeme 3“n.¢(n) jako zkratku pro Vi.3n.(n > ¢ A ¢(n)) a ddle I3<“n jako zkratku pro
In.d(n) A JiV4.(j > i = —¢(J)). Analogicky zépis V“n.¢(n) budeme interpretovat jako
zkratku pro 3i.Vn.(n > i = ¢(n)).

Nechi X C X*) Y C X*®. Proz € X,y € Y definujeme jejich zfetézeni jako slovo
zy = xz(0)z(1)...2(n)y(0)y(1)..., kde (i) = x; (symbol ‘. Casto vynechdvime,
tj. misto x.y piSeme strucnéji zy).

Dale zfetézeni jazyki X C ¥* a Y C ¥°° definujeme jako jazyk

XY ={zsyl|lzeX,yeY}
a nekonec¢nou iteraci (w—iteraci) jazyka X C ¥* jako jazyk
XY =A{xoxy... |z; € X —{e}}

tj. X* je mnozina vSech nekonecnych slov, kterd ziskdme zfetézenim nekonecné posloup-
nosti neprazdnych slov z X. Je-li naptiklad v = agay ...an,a; € ¥ a X = {u}, pak
X = {u*}, kde u* je nekone¢né slovo apaj . ..anapa1 ... anag . .., které téZ miZzeme
zapsatjakouw....ProY = {z,y}jeY¥ ={ax...,2y...;yz...,9y..., ...}.
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Dale pro X C X* definujme

pref(X) = {u € £* | Jv.uv € X}
lim(X) ={a e x| Fnal0,n] € X},

tj. o € lim(X), pravé kdyZ o ma nekone¢né mnoho prefixd v X. Poznamenejme, Ze Casto
pouzivanou notaci pro lim(X) jsou téZ znaCeni X & X9,

Operatory w—iterace a lim jsou oba typu ¥* — X“, a tedy umoziiuji definovat ne-
konec¢na slova pomoci slov konecné délky.

Priklad 1.1. (a) Je-li U = a*b, pak lim(U) = 0.

(b) Je-li U = (ab)™, pak lim(U) = (ab)~.

(¢) Je-liU = (a*b)™ = (a+ b)*b, 4. U je mnoZzina viech slov konéicich symbo-
lem b, pak lim(U) = (a*b)“ je mnoZinou vSech w—slov obsahujicich nekone¢né mnoho
vyskytt b.

1.2 w-automaty

Prechodovy systém A (s ndv&stimi a pocateCnimi stavy), zkracené LTS (labelled transition
system) definujeme jako
A= (57 Ev Av Sm.)a

kde S je mnozina stavd, > je konecna (vstupni) abeceda, A C S x X x S je prechodova
relace a S;,, C S je mnoZina po&ate¢nich stavii. Namisto (s, a, s’) € A Easto piseme s A
s', &i pouze s — s’, pokud je A ziejma z kontextu. Nékdy téZz mluvime o pfechodovém
systému nad abecedou X a v tom piipadé€ jej zapisujeme pouze jako A = (S, A, Sin).
Poznamejme, Ze takto definovany LTS je obecné nedeterministicky, mimo jiné proto, Zze A
je relace, nikoliv funkce z S x ¥ do S.

Prechodovy systém A nazveme deterministicky, jestlize card(S;,) = 1 a pfechodova
relace je funkci A : S x ¥ — S. V pripadé deterministickych LTS lze bez djmy na
obecnosti predpokladat, Ze A je totdlni, tj. definovana pro vSechny argumenty (v opacném
ptipadé pfiddme novy “zachytny” stav, do né€jZ vedeme vSechny dosud nedefinované prechodys;
prechody z tohoto nové pridaného stavu vedou opét jen do tohoto stavu).

Je-li v = ajas...a,, slovo nad ¥, pak klademe s & ¢, praveé kdyz existuji
S0,51,...,8m € S takovd, 7e s = sg, Si_1 — s; (0<i<m) as, =3¢

Béh LTS. Necht A = (S,A,S;,) je LTS nad ¥, w € X*,w = apa . ..a, konetné
vstupni slovo a « : Ny — X vstupni w—slovo. Béh p systému A na slové w je konecna
posloupnost sg, S1, ... S,41 stavi z S takovd, ze Vi. 0 < i < m : s; X Si+1. B&h p
systému A na w-slové « je definovan jako nekonec¢nd posloupnost p : Ny — S takova,
7e Vi .i € Ny : p(3) a—(g) p(i + 1). Je-li navic p(0) € Sy, resp. s € S;, nazyvame béh
inicidlnim.

Béh je tedy posloupnost stavi, jimiz mtze A projit pfi postupném &teni slova dle
pravidel pfechodové relace. V dal§im textu, pokud nebude feceno jinak, budeme terminem
béh rozumét inicidlni béh, ostatni béhy nazveme neinicidlni ¢i obecné behy.
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Dile pro libovolné w—slovo p : Ny — S klademe

inf(p) = {s € S| Fn. p(n) = s},
occ(p) ={s €S| 3In. p(n) = s}

tedy inf(p) definujeme jako mnoZinu symboll z S, které se vyskytuji v w—slové p ne-
kone¢né Casto, kdeZto occ(o) je mnoZina symbold z S, které se v o vyskytuji.

w-automat. Nechi A = (S, A, S;,) je LTS nad ¥, pak w—automatem nazveme systém
A = (A, Acc) , kde Acc je tzv. akceptaéni podminka definujici, kdy je w—slovo akcep-
tovano, a to obvykle na zdklad¢ existence béhu jistych vlastnosti na daném slové. Takovy
béh nazveme tspésny nebo téZ akceptujici. Poznamenejme, Ze w—automat je obecné nede-
terministicky, a tedy mizZe pro w—slovo « existovat vice vzajemné riznych béht.

Je-li A konecné stavovy, pak .4 nazveme konecnym w-automatem. Pokud nebude
v dal$im textu feeno jinak, budeme mit na mysli pouze konec¢né automaty (i kdyZ nekteré
z déle uvadénych vysledku plati i pro automaty nekonecné s nejvyse spofetnou mnozinu
stavii). Rekneme, Ze w—automat A je deterministicky, pravé kdyZz jeho LTS A je determi-
nisticky.

Biichiho automat. Nechi A = (S, A, S;,,) je LTS nad ¥. Rekneme, Ze w—automat (A, Acc)
je Biichiho automatem, pravé kdyZz Acc je tzv. Biichi akceptaéni podminka (BAC):
je dana kone¢nd mnozina F' C S akceptujich (téZ findlnich) stavi a slovo
a : Ng — ¥ je akceptovano, praveé kdyz existuje béh p : Ng — S na slové «
takovy, Ze inf(p) N F # (). V tomto piipadé fikdme, Ze A akceptuje o

Biichiho podminku miZeme stru¢néji zapsat takto:

(BAC) 3p.(p(0) € Sin A Vin(p(i) “Y pli +1) € A) A inf(p) NF £ 0
Uvedeny Biichiho automat A zna¢ime (A, F') nebo téz (S, %, A, Sy, F'). Jazyk rozpozna-
vany (téZ akceptovany) Biichiho automatem A = (A, F') je mnoZina

L(A) = {a € ¥ | A akceptuje o}

vSech w—slov akceptovanych timto automatem a zna&ime jej téZ L( A, F'). Kone¢né fekneme,
Ze mnoZzina L C 3¢ je rozpoznatelnd ve smyslu Biichiho (¢i Biichi—rozpoznatelnd), pravé
kdyZ existuje Biichiho automat A takovy, Zze L = L(.A). Automaty .4, B nazveme ekviva-
letni, pravé kdyz L(A) = L(B).

Obrazek 1.1: typicky uspésny beéh Biichiho automatu, s € Siy,, f € F
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Poznamka 1.2. Biichiho akceptaéni podminka tedy pozaduje, aby se néjaka podmnozina
mnoZiny I’ vyskytovala v GspéSném béhu p nekonecné Castokrit: jelikoZ F' je konecn4,
musi existovat néjaky stav f € F, ktery se v p vyskytuje nekone¢nékrat. Pokud si predstavime
prechodovy graf Biichiho automatu, pak cesta timto grafem koresponujici ispésnému béhu
zatind v néjakém stavu z S;,,, dosdhne stavu f a podél néjaké cesty se do f opét (nekonecné
Castokrat) vraci — viz téz obrazek 1.1. O
Podminku inf(p) N F # 0 (4. Vi3j.j > i : p(j) € F) z BAC kladenou na stavy

uspésného béhu p mizeme formalné zapsat jako formuli predikatového pocétu prvniho fadu
takto:

\/ Vidj.j>i:p(j) =q

qel’
Priklad 1.3. Mg&me Biichiho automaty A = ({q1,¢2}, {a,b}, A, {q1},{q2}) , kde A je
déna takto:

nSe  a-oa

a b
Q2 — q1 q2 — q1

a B=({q1,q},{a,b},A,{q1}, {¢2}), kde A je ddna takto:

a
q1 — g2
a b
q2 — q1 92 — q1
b
RO RO
a,b a,b

Obréazek 1.2: Automaty A (vlevo) a B (vpravo)

Automat A je deterministicky a s totalni pfechodovou funkei (resp. jeho pfechodovy
systém ma tyto vlastnosti); rovnéz B je deterministicky, ale jeho pfechodova funkce je
parcidlni (sestrojte ekvivalentni automat s totalni A).

Automat A akceptuje mnoZinu vSech w—slov takovych, kterd obsahuji nekone¢né
mnoho vyskyti symbolu a, kdeZto L(B) je tvofen vSemi slovy, u nichZ je kazdy sudy
prechod pod pismenem a.

Ukol: Sestrojte Biichiho automat nad {a,b} akceptujici mnoZinu pravé vSech ta-
kovych slov, v nichZ se symboly a a b se vykytuji nekoneéné mnohokrat, pri¢emz mezi
kazdymi dvéma vyskyty symbolu a je sudy pocet vyskyti symbolu b.

Pro kone¢né automaty (FA) pracujici nad slovy konecné délky plati, Ze nedetermi-
nismus nezvétSuje vyjadfovaci silu, tj. ke kazdému nedeterministickému kone¢nému auto-
matu (NFA) existuje ekvivaletni deterministicky konecny automat (DFA). Zabyvejme se
nyni otazkou, zda plati tento vztah u Biichiho automati.



1.2. w—AUTOMATY 7

Pfiklad 1.4. Nechf je ddn Biichiho automat A; = ({s1,s2},{a, b}, A1, {s1},{s1}), kde
A je dana takto:

a b
S1 — S1 S1 — S9

a b,
So — S1 S9 — So

a Biichiho automat Az = ({s1,s2}, {a, b}, Az, {s1}, {s2}), kde Az je déna takto:

a b b,
S1 — S1 S1 — S1 S1 — S2
b
S9 — S9
a b a,b b
b
a

Obrézek 1.3: Automaty A; (vlevo) a Ay (vpravo)

Automat A z piikladu 1.3 je ekvivalentni s vySe uvedenym .4; — oba akceptuji
mnoZzinu vSech w-slov obsahujicich nekonecné mnoho vyskytti symbolu a (zde vSak, na
rozdil od A, v§echny a—pfechody vedou do akceptujiciho stavu s; a soucasné vSechny
prechody do s; jsou pod symbolem a).

Automat Ay akceptuje mnoZinu vSech w—slov, kterd je komplementem L(.A;). Az
je nedeterministicky — uhodne misto ve vstupnim slové, za nimz jiZ nejsou Zadné vyskyty
a. Takovd pozice ve slové musi existovat, nebof libovolné vstupni slovo, které ma byt
akceptovano, ma jen kone¢né mnoho vyskytli a. Automat pak kontroluje spravnost svého
hadéani tim, Zze mtze Cist pouze symboly b; z so totiz nevede zZadny a—ptechod a A5 by
nebyl schopen pokracovat ve ¢teni vstupniho slova, a tedy by jej nemohl akceptovat. O

Poznamka 1.5. Jak jiz bylo uvedeno, A z piikladu 1.3 a A; z piikladu 1.4 jsou ekvivaletni.
JelikoZ v tspésSném béhu se musi symbol a vyskytovat nekonec¢né mnohokrat, neni nutno,
aby kazdy vyskyt a byl zaznamenan priichodem pfes akceptujici stav — A prochazi pres
akceptujici stavy jen pii kazdém lichém vyskytu symbolu a.

Ve vyse uvedeném piikladu 1.4 plati L(As) = {a,b}* — L(A;). Pov§imnnéme si,
ze A, je deterministicky, ale Ay je nedeterministicky. UkdZeme, Ze nedeterminismus je
v tomto piipad€ nevyhnutelny v tom smyslu, Ze neexistuje Zadny deterministicky Biichiho
automat, ktery by rozpozndval komplement jazyka L(.A;). O

Véta 1.6. Jazyk L C X% je rozpoznatelny deterministickym Biichiho automatem, pravé
kdy?Z existuje reguldrni jazyk U C ¥* takovy, ze L = lim(U).

Diikaz. <=: Nechi U je regulrni jazyk nad 3. Pak existuje DFA A = (S, %, A, qo, F)
takovy, Ze L(.A) = U. Pokud A interpretujeme jako Biichiho automat, pak L(A) = lim(U)
a protoze prechodovy systém automatu A se touto interpretaci nezménil, mame Biichiho
automat deterministicky.
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=: Necht L je rozpoznavan deterministickym Biichiho automatem .4 s mnoZinou
akceptujich stavi F. Pokud F' interpretujeme jako mnoZinu koncovych stavii DFA s tymZ
prechodovym systémem jako ma A, pak tento DFA akceptuje jisty regularni jazyk, feknéme
U. Opét se snadno nahlédne, ze L = lim(U). O

Dusledek 1.7. Existuji jazyky rozpoznatelné nedeterministickymi Biichiho automaty, které

s vz

nejsou rozpoznatelné Zadnymi deterministickymi Biichiho automaty.

Diikaz. Uké4zeme, 7e jazyk L = L(Ajy) z prikladu 1.4 neni tvaru lim(U) pro Z&dny re-
guldrni jazyk U. Pfipomefime, 7¢ L je mnoZinou viech w-slov nad ¥ = {a,b}* obsa-
hujicich nekoneéné mnoho vyskyti symbolu b, ale pouze kone¢né mnoho vyskyti symbolu
a.

Sporem. Pfedpoklddejme, Ze L je rozpoznatelny deterministickym Biichiho automa-
tem. Pak dle Véty 1.6 existuje reguldrni U C ¥* nad takovy, 7 L = lim(U). JelikoZ
b € L, pak musi existovat jeho n&jaky kone&ny prefix b™' € U. Odtud a z definice jazyka
L plyne, 7e b ab” € L, a tedy opét musi existovat n&jaky kone¢ny prefix b™1ab™ € U.
Tedy opét z definice L plyne, 7e b™ab™ab” € L, a tudiZ musi existovat dal3i kone¢ny
prefix ™ ab™2ab™ € U. Timto postupem obdrZime nekone¢nou posloupnost slov z U:

{b", b"ab™, b" ab™ab™s, ... } C U . Z definice operdtoru lim plyne, Ze i w—slovo
B =b"ab™ab™a...ab™ --- € lim(U). AvSak 5 ma nekone¢né mnoho vyskytd symbolu
a, takZe jisté nepatif do L, coZ je ale spor s pfedpokladem, 7e L = lim(U). O

Ukdzali jsme tedy, Ze tiida jazyktl rozpoznavanych deterministickymi Biichiho auto-
maty je vlastni podtifidou jazykt rozpozndvanych nedeterministickymi Biichiho automaty.

1.3 Uzavérové vlastnosti Biichi-rozpoznatelnych jazyka

V této ¢4sti se budeme zabyvat studiem nékterych uzavérovych vlastnosti Biichi—rozpozna-
telnych jazykd. VSechny uvedené dikazy budou konstruktivni a uvedené techniky lze tedy
pouZit pro navrh té€chto automata.

Véta 1.8. Jsou-li Ly, Lo, C X¥ Biichi-rozpoznatelné jazyky, pak L1 U Lo a L1 N Lo jsou
Biichi—rozpoznatelné.

Diikaz. M&jme Biichiho automaty A; = (S;, %, A;, St , F;) takové, Ze L; = L(A;), i =
1,2.

(a) Uzavfenost vuci sjednoceni 1ze dokazat stejnym postupem jako v piipadé€ nede-
terministickych kone¢nych automatti: bez jmy na obecnosti 1ze predpokladat, Ze mnoZiny
stavd téchto automatt jsou disjunktni. Pak L; U Lo je rozpozndvdn automatem A =
(S1US2, 3, A1 UAy, SL U S2

<., F1 U Fy). PoCet stavii automatu A je tedy roven souctu

poctu stavi automatd A;.
(b) Uzavienost vici praniku se v piipadé kone¢nych automatti dokazuje konstrukei
automatu realizujiciho tzv. synchronni paralelni spojeni danych automatt — stavovy prostor
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automatu rozpoznavajiho prinik je kartézskym soucinem stavovych prostort vychozich au-
tomati a odpovidajicim zpisobem jsou definovany i ostatni komponenty, napiiklad mnoZina
koncovych stavil je opét kartézskym soucinem ptivodnich mnoZzin koncovych stavi.

Pro pfipad nekonecnych slov v§ak musime uvedenou konstrukci ponékud upravit.
Nekonecné slovo a ma byt akceptovano, jestlize kazda z obou synchronnich kopii A;, i =
1, 2 prochdzi pti béhu na slové « akceptujicimi stavy nekonecné Castokrit. Bohuzel vSak
neni garantovano, Ze pri takovém béhu by akceptujici stavy obou automatd byly nav§tévovany
soucasné. Napiiklad jeden automat by prochézel akceptujicimi stavy po preéteni «(0), «(2), . . .
kdezto druhy po piecteni a(1), a(3), . . .. Tedy za mnoZinu akceptujicich stavi prinikového
automatu nelze vzit F; x F5.

Klicovym pozorovanim je fakt (viz poznidmka 1.5), Ze nemusime zaznamendvat
kazdy vyskyt, kdy kazda z kopii navstévuje své akceptujici stavy. Staci, aby kazda z téchto
kopii zanamendvala jen nekone¢nou podposloupnost své pivodni posloupnosti akceptujicich
stavi. Jinak feCeno, zaCneme s tim, Ze u prvni kopie (komponenty) budeme Cekat na
prichod akceptujicim stavem a jakmile toto nastane, pfeneseme svoji pozornost na oéekavani
vyskytu akceptujictho stavu u druhé kopie; vejde-li tato do svého akceptujiciho stavu,
pfepneme zpét na pozorovani vyskytu akceptujictho stavu u prvni kopie atd. Je vidét, Ze
budeme prepinat mezi kopiemi nekonecné Castokrat, pravé kdyz kazda z kopif navstévuje
své akceptujici stavy nekonecné Castokrat.

Automat rozpozndvajici Ly N Lo 1ze tedy definovat jako A = (S, 3, A, Sy, F'), kde

e S=57 x5 x{1,2},
e A je definovana takto:
(51,82,1) 5 (s),85,1) jeli s1 58, €Ay, 50 5sh€Ny, 51¢F,
(51,89,1) 5 (s],85,2) jeli s1 58 €Ay, s9-55h€ Ny, 51€F
(51,89,2) 5 (s],55,2) jeli s1 s €Ay, 852 5h €Ny, s5¢ Fy
(51,82,2) 5 (s),5h,1) jeli s1 sy €A1, 5555 €Ay, 59 € Fy,
o Sin={(s1,82,1) | s1 € S}, s2 € 2},
e FF=5) x Fy x{2}.
Uvedeny automat akceptuje, jestlize prepind z druhé do prvni komponenty nekonecné

51
!
51

Castokrat. Pocet stavt je tedy dmérny soucinu poctu stavi automatti A;. Poznamenejme, Ze
ekvivaletn& jsme mohli pfi konstrukei A polozit F' = Fy x Sy x {1}).
Snadno se ov&ii, ze L(A) = L(A;) N L(Ag). O

Véta 1.9. Nechi U C X* je reguldrni a L C X* je Biichi—rozpoznatelny. Pak
(i) UY je Biichi-rozpoznatelny a
(ii) U.L je Biichi-rozpoznatelny.

Diikaz. (i) Bez 4jmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze U neobsahuje prazdné slovo
(plati totiz, ze U = (U — {€})¥ ) a Ze kone¢ny automat A = (5,3, A, qo, F') roz-
pozndvajici U ma jediny pocatecni stav qq, do kterého nevedou Zadné prechody. Biichiho
automat rozpoznavajici U* je A’ = (S,%, A, qo,{q0}), kde A’ = AU{s % qo | s >
s',s' € F}.

(ii) Biichiho automat rozpozndvajici zfetézeni U.L se sestroji analogicky jako pro
piipad kone¢nych automati. Formdlni popis konstrukce i dikaz jeji korektnosti je pfenechan
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Ctenari. O
Poznidmka 1.10. Uzavienost vadi dopliiku. Biichi-rozpoznatelné jazyky jsou uzavieny
Jednim problémem je, Ze ke konstrukci nemizeme pouZit deterministického Biichiho auto-
matu (viz Disledek 1.7). Druhym problémem je, Ze samotnd Biichiho akceptacni podminka,
tj. cyklus v pfechodovém grafu automatu pfi isp€$ném b&hu na «, miize mimo akceptujici
stavy z F' obsahovat téz stavy, které nejsou z F', a tudiZ nahrazeni F' jeho komplementem
by zpisobilo, Ze « by bylo opét akceptovano. Tento problém bude pro nds (mimo jiné)
motivaci hledat “jemné&;jsi” akceptacni podminky (viz kapitola 2).

Uzavérové vlastnosti deterministickych Biichi-rozpoznatelnych jazyku

Rekneme, Ze jazyk L je deterministicky Biichi—rozpoznatelny, jestliZe existuje determinis-
ticky Biichiho automat A takovy, ze L = L(A).

Véta 1.11. Jsou-li Ly, Lo C X% deterministické Biichi-rozpoznatelné jazyky, pak i jazyky
L1 U Ls a Ly N Ly jsou deterministické Biichi—rozpoznatelné.

Diikaz. Méjme deterministické Biichiho automaty A; = (S;, X, A;, q;, F;) takové, Ze
L;=L(A;), i=1,2.

Uzavienost viuci sjednoceni: pfipomenme (viz véta 1.6), Zze L je deterministicky
Biichi-rozpoznatelny jazyk, pravé kdyZ existuje U C X* takovd, ze L = lim(U). Tedy
existuji U; C X* takovd, Ze L; = lim(U;),© = 1,2. Tvrzeni o existenci determinis-
tického automatu okamzité plyne ze vztahu lim(U; U Us) = lim(Uy) U lim(Uz). Ke kon-
strukci odpovidajiciho automatu A 1ze pouzit synchronniho paralelntho spojeni automatt
A; s mnoZinou koncovych stavi F' = I x Sy U Sy x Fy. Jelikoz A; jsou deterministické,
je deterministicky i .A. Poznamenejme, Ze vysledny A ma poCet stavi roven soucinu poctd
stavd automatt .4;. Déle si v§imnéme, ke konstrukci .4 nelze pouZzit konstrukci uvedenou
v diikazu véty. 1.8

Uzavienost vuci priniku l1ze dokazat uzitim konstrukce z dikazu véty 1.8. Snadno
se nahlédne, Ze pokud jsou dané A; deterministické, pak i vysledny automat A je determi-
nisticky. O

1.4 Regularni w—jazyky

Pro zevrubnéjsi analyzu Biichi-rozpoznatelnych jazykd budeme pouzivat toto znaceni: je-li
ddn Biichiho automat A = (S, X, A, S;,,, F'), pak klademe

Wy ={we X |s5 s},

Ziejmé kazdy z kone¢né mnoha jazykt W, je reguldrni (je rozpoznatelny nedeterminis-
tickym konenym automatem (S, 3, A, {s}, {s'}) ). Z definice Biichiho automatu (viz téz
poznamka 1.2) plyne, Ze w—jazyk rozpozndvany automatem A je

L(A) U W (Wae)®. (1.1)

SOESmuseF
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Pokud by A byl (bez Gjmy na obecnosti) s jedingym pocdtecnim stavem sg, pak
L(A) = UseF Wsos-(Wgs)w

Véta 1.12. Libovolny w—jazyk L. C X je Biichi—rozpoznatelny, pravé kdyZ je kone¢nym
sjednocenim mnozin U.V¥, kde U,V C X* jsou reguldrni mnoZiny (konecnych slov).
Navic Ize bez ujmy na obecnosti predpokladat, ze V.V C V.

Diikaz. = platnost této implikace okamzité plyne ze vztahu (1.1); poznamenejme, Ze
V.V CV plyne z W, W,, C W,,.

<=: plyne z uzavienosti Biichi-rozpoznatelnych jazyku vzhledem ke kone¢nému
sjednoceni, zfetézeni a w—iteraci. O

Reprezentaci w—jazyka ve tvaru L = |J!_, U;V;*, kde U;,V; C ¥*,i = 1,...,n,
jsou reguldrni vyrazy, nazyvame w-regularnim vyrazem.

Rekneme, Ze jazyk L C X je regularni w—jazyk (&i stru¢n&ji je w—reguldrni), pravé
kdyz L = U:‘L:1 U;V¥, kde U;, V; C ¥*,¢ = 1,...,n, jsou reguldrni jazyky (kone¢nych
slov). Viz téz nésledujici poznamka 1.13

Ziejmée plati, Ze jazyk je w—regularni, pravé kdyZ je popsan né¢jakym w-regularnim
vyrazem a pravé kdyZ je Biichi-rozpoznatelny.

Poznamka 1.13. V literatufe se lze setkat s nékolika definicemi w-reguldrnich jazykd,
které jsou ekvivaletni s vyse uvedenou definici, kterd pro nase ucely postaci (a je dostatecné
jednoduchd). Jedna se napiiklad o algebraickou definici, kdy regularitu i w—regularitu l1ze
definovat pomoci homomorfismu daného jazyka do konec¢ného monoidu. Jiny piistup je
zaloZen na definici w-reguldrnich jazyki jako nejmensi mnoZiny R podmnoZin %°° obsa-
hujici (i) prdzdnou mnozZinu, (ii) jednoprvkové mnoZiny {a} pro kazdy symbol a € ¥ a
uzavienou (iii) vici kone¢nému sjednocent, zietézeni a (iv) iteracim (*-iterace a w-iterace)
— viz definice zfetézeni a w-iterace v Casti 1.1.

Konec¢né poznamenejme, Ze pro termin reguldrni w—jazyk se téZ pouZivaji i terminy
raciondlni ¢i w-raciondlni jazyk (¢i jiz vySe uvedené synonymum w-regularni jazyk). O

Rekneme, Ze w—slovo o € X ma nekoneény periodicky rozvoj (anglicky “is ulti-
mately periodic”), jestlize existuji u, v € ¥* takovd, Ze o = uvvv ... .

Véta 1.14. (i) Libovolny neprdazdny w-regularni jazyk L obsahuje slovo s nekoneénym
periodickym rozvojem.
(ii) Problém prazdnosti je pro Biichiho automaty rozhodnutelny.

Diikaz. Tvrzeni (i) plyne z rovnosti (1.1) takto: nechf L = L(A, F') pro n&jaky Biichiho
automat (A, F'). Pak o € L(A, F) je tvaru o = uvivy..., kde s — fa f 2% f pro
vSechna ¢ > 1 an&jakd sg € Sy, f € F.Pakislovo f = uvvy... € L(A, F) afje
periodické.

Nyni ukdzeme, Ze tvrzeni (ii) op€t plyne ze vztahu (1.1) a z existence algoritmu pro
dosazitelnost akceptujiciho stavu v né€jaké netrividlni (tj. alesponi jednu hranu obsahujici)
siln€ souvislé komponenté pfechodového grafu Biichiho automatu.

Mgjme tedy dén libovolny Biichiho automat A = (A, F'). Pokud v pfechodovém
systému A = (S, X, A, S;,,) tohoto automatu abstrahujeme od ndvésti hran, obdrZime ori-
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entovany graf G4 = (5, E), kde (s,s') € FE &oqexr s Sz (1.1) zfejmé

plyne, 7e L(A, F) # 0, pravé kdyz v G 4 existuje netrividlni siln& souvisld komponenta X
takova, Ze X obsahuje néjaky uzel f € F' a X je dosazitelna z né€jakého pocatecniho stavu
So € Sin. O

Vsimnéme si, Ze (pii znaleni jako ve vySe uvedeném dikazu) k ovéfeni, zda L(A, F') #
(0, sta¢i (i) analyzovat maximalni siln€ souvislé komponenty orientovaného grafu G4 =
(S, E), coz lze provést v linedrnim Case vzhledem k velikosti grafu (tj. card(S) + card(E))
a (ii) ovéfit dosaZzitelnost, coZ 1ze opét provést v linedrnim ¢ase. Oznacime-li n = card(S),
pak problém L(A, F) # (0? je rozhodnutelny, a to v &ase O(n?).

Poznimka 1.15. Bez dikazu uved me, Ze problém neprazdnosti pro Biichiho automaty
(L(A,F) # 07 je logspace tplny pro NLOGSPACE a Ze problém neuniversality pro
Biichiho automaty (L(A, F') # X“?) je logspace tplny pro PSPACE.

I kdyZ uzavienost Biichi-rozpoznatelnych jazykt vici operaci dopliiku dokazeme
az v nasledujici ¢asti 1.5, v zdjmu dplnosti ndmi uvadénych vysledkd o rozhodnutelnych
problémech zde zmitime jesté tyto vysledky:

Disledek 1.16. Problém inkluse a ekvivalence je pro Biichiho automaty rozhodnutelny.

Diikaz. 7. uzavienosti na prinik a komplement (doplnék, zde pro jazyk L znaleny jako
—L) okamzité plyne, Ze oba tyto problémy lze redukovat na problém prazdnosti, protoZe
L1§L2<:>LlﬂﬁL2=®. O

1.5 Komplementace Biichiho automatu a relace kongruence

Jak jiz bylo naznaCeno v poznamce 1.10 je diikaz uzavienosti Biichi-rozpoznatelnych ja-
zykd na komplement netrividlni. V literatufe se lze setkat s nékolika piistupy — zde se
budeme drzet (do jisté miry) ptivodniho Biichiho dikazu; nékteré ostatni techniky budou
naznaceny v dalSim textu.

Nejprve nastifime zdkladni myslenky Biichiho dikazu: pro dany automat A = (S, %, A, S;,, F)
definujeme kongruenci ~, nad ¥* tak, Ze dvé (konec¢nd) slova u, v prohldsime za ekviva-
letni, jestlize pro kazdé p, ¢ € S platip % ¢ <= p —» g anavic pii uvedené posloupnosti
pfechodi pro w lze projit stavem z F, kdyZ a jen kdyZ je toto moZné i pro uvedenou po-
sloupnost piechodu pri ¢teni slova v. Snadno se nahlédne, Ze ~, je kongruence a ma pouze
kone¢né mnoho tfid rozkladu (kone¢ny index). Oznaéime-li symbolem [u] tfidu rozkladu
obsahujici slovo u, ukédze se, ze libovolny w—jazyk tvaru [u].[v]“ je bud cely obsazen v
L(A), nebo je s nim disjunktni.

Dile Ize ukdzat', Ze kazdé w—slovo lze zapsat jako posloupnost ugu; . . . kone¢nych
slov takovych, ze vSechna u;, ¢ > 1, patfi do stejné ~,—tiidy. Aplikaci tohoto vysledku na
w-slova nepatfici do L(A) se nahlédne, Zze X — L(.A) je reprezentovatelna jako sjedno-
ceni mnoZin [u].[v]*, kde u, v jsou takovd, ze u.v* ¢ L(A). Navic se jednd o sjednocent

1. pivodni Biichiho dikaz aplikaci Ramsey-ovy véty pro spocetné mnoZziny, zde pomoci lemmatu 1.17
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konecné mnoha takovych mnozin (rozklad podle ~, ma pouze konecné mnoho tiid) a 1ze
jej snadno reprezentovat jako Biichiho automat.

Lemma 1.17. Necht ~ je libovolnd kongruence na >* s kone¢nym indexem. Pak pro libo-
volné w—slovo o € X“ existuji ~—tridy U,V takové, Ze o € U.V¥ (navic Ize predpokladdat,
zZeV.V C V).

Diikaz. Necht ~ je libovolna kongruence na ¥* kone¢ného indexu. Pro dané @ € X%
fekneme, Ze jeho dv& pozice k, k' se spojuji na pozici m, pro m > max{k, k'}, jestlize
plati a[k,m) ~ alk’,m). V takovém piipadé piSeme k =" k', & struénéji k =, kK,
jestlize plati k =7 k' pro n&jaké m.

Poznamenejme, Ze plati-li & =0 &/, pak pro kazdé m’ > m plati i k %gfl K,
protoZe alk,m) ~ a[k’,m) implikuje o[k, m)alm,m') ~ alk’,m)a[m,m’). Déle si
vS§imnéme, Ze =, je relaci ekvivalence s koneCnym indexem, protozZe je definovana po-
moci kongruence ~, kterd ma konecny index. Pak tedy existuje nekonecnd rostouci po-
sloupnost pozic ko, k1, - . . , které v§echny patii do stejné =, —t¥idy. MiZeme predpokladat,
7e ko > 0 a Ze pro vSechna i > 0 dseky a[ko, k;) patii do stejné ~—tiidy, oznaéme ji V
(v opacném piipad€ uvazime vybranou nekonecnou podposloupnost, aby tyto predpoklady
byly splnény). Kone¢né oznatme U tu ~—t¥idu, kterd obsahuje «[0, ko). Pfi tomto znacen{
pak plati:

E”'{Io( ko >0 A Oé[O,ko) ceUAN

1.2
AVYi > O( 3/451( ki > ki1 A Oé[k‘o,k’i) eV N ko= k; ))) . (1.2

Ukézeme, ze o € U.V“. Pfedpokladejme tedy, Ze mame ko a nekonecnou posloup-
nost k1, ko, . . . splitujici (1.2). Pfechodem k vhodné podposloupnosti 1ze déle predpokladat,
Ze pro vSechna ¢ > 0 se pozice ko, k; spojuji na néjaké pozici m takové, Ze m < k;41,
a tedy se spojuji i na pozici k; 1. Nyni ukdZeme, Ze a[k;, k;y+1) € V pro vSechna i > 0.
Z (1.2) okamzité mdme afkg, k1) € V. Proi > 0z (1.2) mame «fkg, k;11) € V a vime, Ze
pozice ko, k; se spojuji na pozici k; 1. Odtud plyne, Ze a[k;, ki1) € V,atedy a € UVY.

Nyni zbyva ukdzat tvrzeni V.V C V. Jelikoz V je tfida rozkladu podle kongruence,
pak sta¢f ukézat, 7e V.V NV # (). Toto viak plati, protoZe dseky alko, k;), alki, kit1) a
alko, ki+1) patif do V pro libovolné i > 0. O

Saturace. M&jme libovolnou kongruenci ~ na ¥*. Rekneme, e ~ saturuje w—jazyk
L C ¥*, jestliZe pro vSechny ~—tfidy U, V plati:

VU VeX /o : UVYNL#£) = UVYCL.

Znaceni. Pro dany Biichiho automat A = (S, %, A, S;,, F) piSeme s 4 s, pravé
kdy?z existuje b&h automatu A na slové w ze stavu s do stavu s’ takovy, Ze alespoii jeden ze
stavli tohoto b&hu (v&etn& stavili s a s') patif do F' (srv. se znalenim s X ¢'). Mimo zna&en{

w
WSS/:{MEZ*‘S—)S/},
zavedené jiZ v tivodu Cdsti 1.4, budeme pouZivat jeste toto znaceni:

Wk ={wex| s s’}
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Ziejmé& i WZ, je reguldrni (dokazte!).
Kongruence ~,. Pro dany Biichiho automat A = (S, %, A, S;,,, F') definujme relaci
ekvivalence ~, na X* takto:

uNAv&VS,S’ES.((Sis’ = 5s55) A (sps = sps)),

coz Ize ekvivaletng zapsat, kde [w] znadf tu tfidu rozkladu ¥* /., obsahujici slovo w, jako:

[’LU] = 0378’65 {WSS’ ‘ w e Wss’} N
ms,s’GS {WSFS’ ‘ w e Wst’} N
rws,s’eS {Z* - WSS’ | w ¢ Wss’} N
ﬂs,s’GS {Z* - WSI;/ | w ¢ WSI;/} :

Tedy kazdd ~,—tfida obsahujici slovo w je prinikem vSech takovych reguldarnich mnoZzin
Wis, WE, 3% — Wiy aX* — WE, | které obsahuji slovo w. Tedy z regularity kazdé Wy

s’ s’
a WZ, plyne, 7e kazd4 ~,~tfida [w] je reguldrni. Diky kone¢nosti mnoZiny stavii S md ~,
kone¢ny index a lze ukdzat (dokaZte!), Ze ~, je kongruence.
UkaZme nyni, Ze L(.A) lze reprezentovat pomoci ~,—tfid (pro jisté technické zjed-

noduseni a bez Gjmy na obecnosti uvazujeme automat s jedinym pocatecnim stavem).

Lemma 1.18. Nechf A je Biichiho automat nad Y. Pak ~, saturuje w—jazyk L(A).

Diikaz. Necht A = (S,%, A, {qo}, F) je Biichiho automat. M&me w-slovo o = uvjvy . ..
z jazyka L(A) a ~,~tfidy U,V takové, ze u € U av; € V,i > 1. UkdZeme, Ze pak
UVY C L(A).

Uvazme akceptujici béh automatu 4 na slové «. V tomto béhu tedy existuji stavy

S1, Sa, . . . takové, Ze
U v v v
Go —> 51 —> So —> 83 — -+ -,

kde navic plat{
v; v v .
Si g Sit+1 Pro nekonecné mnoho 7 > 1.

Mgjme nyni S libovolné takové, ze § € U.V¥. Ziejmé stali ukdzat, ze 5 € L(A).
Slovo 3 lze psét ve tvaru § = w'vjv} ..., kde v’ € U,v; € V,i > 1. Dle pfedpokladu
lemmatu jsou U,V ~,~tfidy, a tedy u ~, v, v; ~, v}, takZe obdrzime

’ ’ ’
u v v V-
qO—>814824534~",
kde navic plati
1){ Yo w .
8i = Si+1 pro nekonecné mnoho: > 1.

Takze jsme ziskali béh automatu A na slové 3, kde se néjaky stav z F’ vyskytuje nekone¢né
Castokrat, a tedy 5 € L(A). O

Véta 1.19. Nechi L. C X¥ je Biichi-rozpoznatelny jazyk, pak X% — L je téZ Biichi—
rozpoznatelny. Je-1i dan Biichiho automat rozpoznavajici L, pak Ize zkonstruovat Biichiho
automat rozpoznavajici ¥* — L.
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Diikaz. Spojenim Lemmat 1.17 a 1.18 ziskavame

L= |J {ovv|uvenL+#0}. (1.3)
UVes*/.,

Jelikoz dle pfedpokladu ma ~, kone¢ny index a vSechny ~,—tfidy jsou regulérni, je L
w-reguldrni jazyk.
Diky Lemmatu 1.17 a vztahu (1.3) déle ziskdvame

s-L= |J {vv¢|uv¢nL=0},
UVES*/n,

atedy V¥ — L je také w-reguldrni a tudiz Biichi—-rozpoznatelny.

Poznamenejme, Ze prazdnost pruniku U.V“ N L je rozhodnutelnd (viz Véta 1.9 —
uzavienost na zfeté€zeni a w—iteraci, Véta 1.8 — uzavienost na prinik a Véta 1.14 — rozhod-
nutelnost prazdnosti). Uzitim Véty 1.12 mézeme tudiz zkonstruovat Biichiho automat A
takovy, ze L(A) = X — L. O

Vyse uvedené Lemma 1.18 Ize pouzit téZ k formulaci w—jazykl pomoci kone¢nych
pologrup. Zopakujme, Ze jazyk W C ¥* je regularni, pravé kdyz existuje kone¢ny monoid
(pologrupa s jednickou) M a monoidovy homomorfismus f : ¥* — M takovy, ze W
je sjednocenim (jistych) mnoZin f~*(m), kde m € M. Jelikoz ¥*/~_ je pro libovolny
Biichiho automat A kone¢nym monoidem, dostaneme s pouZzitim Véty 1.12 a Lemmatu
1.18 toto tvrzeni:

Véta 1.20. Jazyk L C X¢ je w-reguldrni, pravé kdyZ existuje konec¢ny monoid a mo-
noidovy homomorfismus f : ¥* — M takovy, Ze L je sjednocenim jistych mnoZin
f=1(m).(f~t(e))*, kde m,e € M (a kde Ize piedpoklddat, Ze e.e = e).

Pro ptipad jazykt konecnych slov rovnéZ pfipomeinime tzv. prefixovou ekvivalenci
~, , které je definovéna takto: Nechi L C ¥* je libovolny (ne nutné reguldrni) jazyk. Na
>* definujeme relaci ~, zvanou prefixovd ekvivalence pro L takto: pro u, v € ¥* klademe

d
U~ v é} Ywe X" :uw € L < vw € L.

Lze ukézat, Ze ~, je pravou kongruenci, a to nejvétsi takovou, kterd saturuje L (tj. L lze
vyjadrit jako sjednoceni nékterych tfid rozkladu urceného jistou pravou kongruenci na ¥*,
pfi¢emz téchto tfid v§ak obecné nemusi byt kone¢né mnoho). V piipadé regularnich jazyka
pak plati (viz Nerodova—Myhillova véta), Ze L je reguldrni, pradvé kdyZ ~, ma konecny
index (pfi¢emz ¥* /., zvand téZ syntakticky monoid, odpovidala minimélnimu automatu
pro L — pocet stavi libovolného minimalniho automatu rozpoznavajiciho jazyk L je roven
indexu prefixové ekvivalence ~,).

Pro jazyky nekone¢nych slov Ize analogicky definovat na ¥* prefixovou ekvivalenci
~, takto: pro u, v € ¥* klademe

d
U~y v <:ef>Voz€Ew:ua€L<:>va€L,

kterd je opét pravou kongruenci a dale ~,
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U~ v &, Va,y,z € &* : ((zuyz¥ € L <= zvyz* € L)A
(x(yuz)® € L <= z(yvz)¥ € L)),

o které 1ze ukazat, Ze je kongruenci na ¥* (slova u, v jsou ekvivaletni, pravé kdyzZ je po-
moci jazyka L nelze rozlisit jako odpovidajici si tseky w—slov s nekone¢nym periodickym
rozvojem).

Celkem snadno se nahlédne, Ze w-regularita L implikuje, Ze ~, i ~, maji konecny
index (analogicky jako pro kone¢na slova: pro libovolny Biichiho automat A rozpozndvajici
L ma ~, kone¢ny index a je zjemnénim ekvivalenci ~, i >~ ).

Vsimnéme si vSak, Ze obrdcend implikace obecné neplati:

Poznamka 1.21. Existuji nereguldrni w—jazyky takové, ze ~, i ~; maji konecny index.

Diikaz. Pro libovolné dané 3 € X“ necht L(f3) je jazyk vSech w-slov, kterd maji stej-
nou piiponu jako (3. Pak dvé slova u, v jsou ~ ) ekvivaletni, protoZe piisluSnost w-slov
ua, va do jazyka L(/3) viibec na u, v nezdvis, a tedy ~,(3) md pouze jednu tiidu rozkladu.

Zvolime-1i § takové, Ze nemd nekoneény periodicky rozvoj, pak ziejmé L(/3) neni
reguldrni (viz véta 1.14). Ddle Ize ukézat, Ze v tomto pifpad€ i kongruence ~r,g) mé jen
jednu tfidu rozkladu. O

7
1

Konecné bez dikazu jen zminme, Ze plati “maximalita” kongruence =~ , to jest,
Ze jazyk L je w-regularni, pravé kdyz ~, ma koneCny index a saturuje L; navic ~, je
nejvetsi kongruenci saturujici L. Tento vysledek nds opraviiuje nazvat ¥* /., syntaktickym

monoidem, kde soucinem je zfetézeni tfid uvedeného rozkladu.

1.6 Modifikace Biichiho akcepta¢ni podminky

V nékterych aplikacich, které jsou v§ak mimo rozsah tohoto textu (napiiklad vztah Biichiho
automatt a jistych temporalnich logik), je vyhodnéjsi pracovat s jistymi modifikacemi
Biichiho akcepta&ni podminky. Uved me alespoii jednu z nich.

Zobecnény Biichiho automat je w—automat A = (A, G), kde A = (S, —, Sin) je
LTSnad ¥ a G = {G1,...,Gk | G; C S}. Vstupni w—slovo « je akceptovano, pravé kdyz
existuje b&h p na a takovy, Ze plati: Vi.1 < ¢ < k : inf(p) N G; # 0.

Biichiho automat je tedy specidlnim pfipadem zobecnéného Biichiho automatu. Snadno
se nahlédne, Ze diky uzavfenosti (deterministickych i nedeterministickych) Biichiho auto-
matt vzhledem k operaci pruniku se tfida akceptovanych jazykt nezméni. Pfi znaceni jako
vySe totiZ plati:

k
L(A,G) = (] L(A,G;).
i=1
Biichiho automat .4’ simulujici automat A = (A, G) 1ze zkonstruovat takto: poloZime
A = (9,2, -, 8, F), kde

S’ =8x{1,...,k},
Sin/:Sin X {1} a
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F =G, x {1} a—’ je definovéna takto:

(s,5) S (t,5) jeli s5t s¢ Gy

(s,5) % (t,i) jeli s%t seG, akde i = (jmodk)+1.
Ve druhé komponent€ stavi je uchovdvén index j € [1, k], dokud se neprojde n&jakym
stavem z G ;. V tom pfipadé je pak j zvySeno o 1 (modulo k).

Aby néktery ze stavil z F' byl nav§tévovan nekonecné Casto, musi byt néjaky stav
z kazdé mnoziny GG; navstévovan nekoneéné Casto. Obracené, je-li mozZné navstivit kazdou
z G; nekone¢né Casto, je mozné to provadét v poradi G1, G, . . . , G, a tedy projit nékterym
stavem z F' nekonecné Casto.
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KAPITOLA 1. BUCHIHO AUTOMATY



Kapitola 2

Silnéjsi akceptacni podminky

Jak bylo ukdzano v pfedchozi kapitole, deterministické Biichiho automaty nerozpoznavaji
celou tfidu w-regularnich jazyku (ddsledek 1.7). Pro konstrukci komplementarniho auto-
matu tedy neslo pouZit deterministicky automat. Pfi pouZiti nedeterministickych Biichiho
automatt by zdména akceptujich a neakceptujich stavli ke komplementarnimu automatu
nevedla — viz téZ pozndmka 1.10. Zavedeme tedy silnéjsi akceptacni podminky, které, jak
uvidime, umozni definovat deterministické automaty rozponavajici celou tfidu w-regular-

nich jazyku.

2.1 Mullerovy automaty

Jednou z moZnosti, jak obejit vySe naznacené problémy, je specifikovat akceptacni podminku
tak, aby “akceptacni cyklus” v automatu obsahoval pouze samé akceptujici stavy; je zfejmé,
Ze takto musime specifikovat vSechny akceptacni cykly. Nasledujici definici zavedl Muller.

Mullertiv automat. Nech A = (S, A, S;,) je koneéné stavovy LTS nad Y. Rekneme,
Ze w—automat A = (A, Acc) je Mullertiv automat, pravé kdyz Acc je tzv. Mullerova ak-
ceptaéni podminka (MAC):

je ddna mnozina F C 2° podmnoZin mnoziny stavi S, F = {F}, I, ..., Fy |

F; C S}, zvand Mullerova akceptaéni tabulka.

Slovo o : Ny — ¥ je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ny — S na

slové a takovy, Ze inf(p) € F, tj. inf(p) = F; pron&jakéi € {1,2,...,k}.

Tuto podminku (A akceptuje o) miZeme formalné zapsat takto:
(MAC) 3p.(p(0) € Sin A Vir(p(i) “Y pli +1) € A) A inf(p) € F)

Uvedeny Mullertiv automat A zna¢ime (A, F) nebo téZ (S, X, A, Sip, F). Jazyk rozpozndvany
(téZ akceptovany) Mullerovym automatem A = (A, F) je mnoZina

L(A) = {a € ¥ | A akceptuje a}

viech w—slov akceptovanych timto automatem a znacime jej téZ L(A, F).

19
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Mullerova akceptacni podminka vskutku klade prisnéjsi poZavky na dspé$ny béh,
nez podminka Biichiho: kazdd mnoZina (polozka Mullerovy tabulky) F' € F klade posi-
tivni pozadavek na stavy z F' (vSechny musi byt navstévovany nekone¢né¢ mnohokrat) a
souCasné negativni pozadavek na stavy z S — F' (tyto musi byt navstiveny jen konecné
mnohokrat). Jinak feceno, kazdy tspésny béh musi od jisté pozice prochézet jen pfes stavy
z F', a to bez prechodu do jakéhokoliv stavu mimo F'. Formalné 1ze podminku inf(p) € F
z MAC zapsat jako formuli 1.fadu takto:

V (AVidjj>izp()=an N ~Vidjj>i:p(j)=q)
FeF qeF qeES—F
Priklad 2.1. Ptipometime Biichiho automat .4 z piikladu 1.4, ktery akceptoval jazyk L C
{a, b}* viech slov takovych, kterd obsahovala nekone¢n& mnoho vyskyti symbolu a. 4; =
({51, 52}, {a, b}, A1, {s1}, {s1}) je deterministicky automat s totdlni pfechodovou funkci
a s Biichiho akcepta¢ni podminkou {s1 }.

Navrhnout Mulleriv automat A akceptujici tentyZz L je snadné: dany LTS se viibec
nezméni (tj. zistdva deterministicky) a MAC je F = {{s1}, {s1, s2}}. Ddle jsme ukazali,
Ze doplnék jazyka L neni aceptovan Zadnym deterministickym Biichiho automatem. Snadno
se ovéfi, ze doplnék jazyka L akceptuje tyZz Mulleriv automat (tedy s tymz determinis-
tickym LTS), ktery akceptoval L s tim, Ze akceptatni podminka se zméni na {{s2}}. Je
tedy vidét, Ze deterministické Mullerovy automaty akceptuji ostfe vétsi tfidu jazyku, nez
deterministické Biichiho automaty. O

Simulace

Lemma 2.2. Ke kaZzdému Biichiho automatu existuje ekvivaletni Mulleriiv automat.

Diikaz. V tvrzeni lemmatu obsaZena simulace Biichiho automatu automatem Mullerovym
je pfimocara: v Mullerové akceptacni tabulce zfidime poloZzku pro kaZzdou podmnoZinu
stavi, ktera obsahuje akceptujici stav daného, simulovaného Biichiho automatu.

Necht (A4, G), kde A = (S, —, Si,) je Biichiho automat nad 3. Simulujici Mulleriv
automat je (A, Fg), kde Fo = {F C S | FN G # 0}. Snadno se nahlédne, 7e
L(A,G) = L(A, Fg): libovolny tsp&Sny béh Biichiho automatu bude vyhovovat jedné
z polozek v Mullerové akceptacni tabulce F. Obracené, jakykoli béh vyhovujici neékteré
poloZce z F musi projit nékterym stavem z G nekone¢né mnohokrat. O

Z vyse uvedené konstrukce je vidét, Ze simulujici (A, F¢) je deterministicky, pravé
kdyZ simulovany (A, G) je deterministicky (vychozi LTS A se nezménil — tato simulace
tedy ani nezavadi, ani neodstrafiuje nedeterminismus).

Lemma 2.3. Ke kazdému Mullerovu automatu existuje ekvivaletni Biichiho automat.

Diikaz. Ukéazeme, Ze libovolny Mulleriv automat 1ze simulovat nedeterministickym Biichiho
automatem. Nechf (A, F) je Mullerdv automat, kde 7 = {F}, Fy, ..., F}}. Nejprve pro
kazdé i,7 = 1,...,k, zkonstruujeme Biichiho automat A; = (4;, G;) takovy, Ze A; ak-
ceptuje vstup «, pravé kdyz existuje béh p automatu (A, F) na « s vlastnosti inf(p) = F;.
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Pfi simulaci béhu automatu (A, F) na slové « simulujici .A; nedeterministicky uhodne,
Ze jiz nebudou navstiveny zadné stavy z S — Fj; nasledné tedy musi kontrolovat korekt-
nost své volby: simuluje (¢i piesnéji: je schopen simulovat) pouze ty prechody, které “ne-
vybo¢i” mimo F;. Soucasné .4; musi pfi cykleni pfes mnoZinu stavi F; kontrolovat, zda
jsou vskutku vSechny stavy z F; navstévovany nekonecné Castokrat.
Necht A = (S, —,Sin) a F; = {si;, Siy, - - -, 54, }- Konstruujeme A; = (4;,G;),
kde A; = (S;,—,S!) a G jsou definovény takto:
o S; =SU{(s,cyklus,,j) | s€ F;,j € {0,1,...,m—1} },
e relace prechodu —; je definovédna takto (upozornéme, Ze ve tfetim a ctvrtém fadku
definice pfechodové relace —; je index j+1 u stavu s, , poCitdn modulo m):

s s jelli 5% s
s % (s',cyklus;, 0) jeli s %, s €F,
(s,cyklus;, j) =; (s, cyklus,, 5) jeli s 58, s €F;, ' #si,.,

(s,cyklus;, j) = (s',cyKlus;, (j+1)modm) je-li s->s, s €F;, s =si,,,
o G; ={(si,,cyklus;,,m—1)}

Hledany Biichiho automat simulujici dany automat Mulleriv je zfejmé sjednocenim
vSech pravé zkonstruovanych A, = (4;,G;),i = 1,...,k — jeho existence i konstrukce
je dana vétou 1.8 o uzavienosti Biichi—rozpoznatelnych jazyki vici sjednoceni. Snadno se
nahlédne, 7e L(A, F) = U, L(A;, Gy). O

Z pravé uvedenych lemmat plyne, Ze tiida w—jazykl rozpoznatelnych Mullerovymi
automaty je totoznd s tfidou Biichi-rozpoznatelnych (tj. w—regularnich) jazyku. Piiklad 2.1
klade pfirozenou otazku, zda deterministické Mullerovy automaty rozpoznavaji celou tfidu
w-regularnich jazykl; velmi netrividlni dikaz, Ze tomu tak je, podal McNaughton. Vétu,
kterd nese jeho jméno, uvadime bez dikazu.

Véta 2.4. (McNaughton). KaZdy w-reguldrni jazyk je rozpoznatelny néjakym determi-
nistickym Mullerovym automatem.

PovSimnéme si, Ze McNaughtonova véta spolu s obéma simulacemi uvedenymi v
lemmatech 2.2 a 2.3 podava (alternativni) konstrukci komplementarniho automatu pro dany
Biichiho automat. Diivod je v tom, Ze k danému (nyni bez Gjmy na obecnosti) determi-
nistickému Mullerovu automatu (A, F) s totalni pfechodovou funkci 1ze komplementarn{
(dopln€k rozpozndvajici) automat zkonstruovat velmi snadno: v (MAC) namisto F staci
polozit F = 2% — F. Ziskdme tedy MullerGv automat (A, F),kde F = {F C S | F ¢ F}.
Snadno se nahlédne, 7e L(A,F) = X — L(A, F).
automatu na né&jaky (ne nutné Mulleriv) deterministicky w—automat takovy, Ze determinis-
tické w—automaty tohoto typu rozpoznavaji vSechny w-regularni jazyky.
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2.2 Rabinovy a Streettovy automaty

Dikaz McNaughtonovy véty byva v dne$ni dobé poddvan nepiimo pomoci tzv. Safrovy
konstrukce, kterd prevadi libovolny nedeterministicky Biichiho automat na deterministicky
w—automat s tzv. Rabinovou akceptacni podminkou — o téchto automatech pojednava bez-
prostfedné nésledujici sekce.

2.2.1 Rabinuv automat

Nize uvedenou akceptacni podminku pomoci tzv. tabulky dvojic (anglicky “pairs table”)
zavedl poprvé Rabin.

Rabiniiv automat. Necht A = (S, A, S;,,) je koneéné stavovy LTS nad X. Rekneme, 7e
w—automat A = (A, Acc) je Rabintiv automat, pravé kdyZ Acc je tzv. Rabinova akceptacni
podminka (RAC):

je ddna mnoZina PT C 2% x 2 dvojic podmnoZin mnoZiny stavii S (znaena

PT ={(G1,R1),(G2, R2),...,(Gk, Ri)} a zvand téZ Rabinova tabulka).

Slovo a : Ny — X je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ng — S

na slové a takovy, ze 3.1 < i < k:inf(p) NG; #0 A inf(p) N R; = 0.
Tuto podminku (A akceptuje o) miiZeme formalné zapsat takto:

(RAC) 3p.(p(0) € Sin A Vi.(p(i) “W p(i + 1) € A)

ANFi.1<i<k:inf(p)NG; Z0OA inf(p) NR; =0)
Uvedeny Rabiniiv automat A znacime (A, PT) nebo téz (S, %, A, S, PT). Jazyk roz-
poznévany (téZ akceptovany) Rabinovym automatem .4 = (A, PT) je mnoZina

L(A) = {a € ¥ | A akceptuje a}

vSech w—slov akceptovanych timto automatem a zna¢ime jej téz L(A, PT).

Kazdd dvojice (G;, R;) v tabulce dvojic Rabinova automatu tedy specifikuje (po-
dobné jako v Mullerové automatu) positivni a negativni pozadavky kladené na tspéSny
béh. Positivni podminka kladena na stavy z G; je totoZna s Biichiho podminkou. Negativni
podminka kladena na stavy z R; odpovida podmince pro kone¢né mnoho vyskytd stavi
z S — F;, uvazujeme-li v Mullerové akceptacni tabulce polozku F;. (Pokud si pedstavime
G; a R; jako zelend resp. Cervend svétla typu ¢, pak béh p spliiuje (G;, R;), jestlize nékteré
zelené svétlo typu i (tj. z G;) blika nekonecné Castokrat a soucasné Cervené svétlo typu ¢
(tj. z R;) zablikalo jen konecné mnohokrat.)

Podminku 3r.1 <r <k :inf(p) NG, # DA inf(p) N R, =0 zRAC lze zapsat
jako formuli 1.f4du takto:

\V (V Yidig>iipl)=qg A N ~V¥idjji>i:p(j)=q)
re{l,....k} q€G, qER,
Priklad 2.5. Vrétime-li se opét k prikladu 1.4, pak L(A;) (nekone¢né mnoho vyskytd
’a’) je akceptovan Rabinovym automatem, ktery ma LTS jako A;, s tabulkou obsahujici
jedinou dvojici ({s1},0). Dopln&k L(.A;) je akceptovdn Rabinovym automatem, ktery ma
opét tentyZ LTS a jeho tabulka obsahuje jedinou dvojici ({s2}, {s1}).
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Simulace

Biichiho automaty lze jednoduSe simulovat pomoci Rabinovych automatt: je-li (A, F')
Biichiho automat, pak ekvivaletni Rabiniv automat je (A, PT r), kde PTr = {{F,0}}.
Tedy Biichiho automat je specidlnim piipadem Rabinova automatu — staci totiZ poloZit
k=1, Gi=F, Ry =0.

V obriaceném sméru mtizeme kazdy Rabinlv automat simulovat Biichiho automatem
pomoci konstrukce, kterd je podobnd té, jeZ byla uZita pfi simulaci Mullerova automatu
Biichiho automatem (viz lemma 2.3). Opét staci, diky uzavienosti Biichiho automati vaci
sjednocent, zkonstruovat pro kazdou polozku (R;, G;) € PT jeden (“izolovany”) Biichiho
automat (A;, F;). Kazdy (A;, F;) opét nedeterministicky uhodne, kdy se jiz Zddny ze stavd
z R; neobjevi a nasledné toto kontroluje spolu s tim, Ze alespori jeden ze stavi z G; se
objevuje v béhu nekonecné mnohokrat. Nastinénou konstrukci nyni popiSme formalné.

Nechf A = (S,—, Sin) a PT = {(G1, R1), (G2, R2),...,(Gg, Ry)}. Konstruu-
jeme A; = (A;, F;), kde A; = (S;, —;,S% ) a G, jsou definovény takto:

e S;=SU{(s,cyklus,,j) | s€ S—R;, j€{0,1} },
e relace pfechodu —; je definovéna takto:

558 jeli s 5 s
s %, (s',cyklus;, 0) je-lli s %5, 5" ¢ R,

(s,cyklus;,0) %; (s',cyklus;,0) je-li s5s', s’ ¢ Ry, s' ¢ G,
(s,cyklus;,0) %; (s',cyklus;, 1) jeli s5s', s ¢ R;, s' €G,y

1) 5 (s',cyklus;,0) jeli s>, s’ ¢ R;

(s,cyklus;,

o I, ={(s,cyklus;,1)| s €S —R;}

Poznamka 2.6. Dile si v§imnéme, Ze libovolny Rabinlv automat je specidlnim piipadem
automatu Mullerova — kazdd dvojice (G, R;) € PT generuje “Caste¢nou” Mullerovu ta-
bulku 7; = {F C S| FNG; # 0,F N R; = 0} a hledand Mullerova tabulka je

F = Uiequ,... k) Fi» €OZ lze zapsat strucnéji jako

k
F={FCS|\/(FNG#0 A FOR; =0)}.
i=1
JelikoZ jsme LTS nijak nemodifikovali, plati, Ze simulujici automat je deterministicky,
pravé kdyz simulovany automat je deterministicky.

Koneéné poznamenejme, Ze pro simulaci Mullerova automatu automatem Rabinovym
je nutné pouzit konstrukci, kterd je analogickd konstrukci pouzité pfi simulaci Mullerova
automatu Biichiho automatem. Tato konstrukce vnasi nedeterminismus. Neni zndma néjaka
piimocara konstrukce, kterd by byla simulaci deterministického Mullerova automatu deter-
ministickym Rabinovym automatem. Nicméné zdiraznéme (opét s odkazem na Safra-ovu
konstrukci a Pozndmku 2.6), Ze deterministické Rabinovy automaty rozpozndvaji celou
tfidu w-regularnich jazyka.
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2.2.2 Streettuv automat

NizZe uvedenou akceptacni podminku, definovanou opét pomoci tabulky dvojic, zavedl po-
prvé Streett (1988). Pfi nekonecnych vypoctech jsou tyto automaty vhodné pro specifikaci
tzv. “fairness” podminek, jako je napifiklad podminka typu “poZaduje-li proces pridéleni
zdroje nekonecné Castokrat, pak systém garantuje splnéni tohoto pozadavku rovnéz ne-
konecné Castokrat”.

Streettav automat. Streettiv automat je w—automat definovany jako dvojice (A, PT),
kde A = (S, A, S;n) a PT = {(G1, R1), (G2, Ra), ..., (Gy, Ri)} jsou definovény tak,
jako u Rabinova automatu. Streettova akceptacni podminka (SAC) je definovéana takto:
Slovo a : Ny — X je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ng — S na
slové « takovy, ze Vi.1 <i < k:inf(p) NG; #0 = inf(p) N R; # 0.
Tuto podminku muzeme formdlné zapsat takto:

3p.(p(0) € Sin A Vi (p(i) “Y pli + 1) € A)
AVi.1<i<k:inf(p)NG; #0 = inf(p) N R; # 0)

Uvedeny Streettiv automat A (opét) znac¢ime (A, PT) nebo té7 (S, 3, A, Sy, PT). Je
tedy vzdy nutno uvést, zda se jednd o interpretaci P77 jako tabulky Rabinovy, ¢i Street-

(SAC)

tovy, pokud to neni zfejmé z kontextu. Pokud nebude tato interpretace zadana, budeme o
(A, PT) mluvit jako o automatu s tabulkou dvojic.

Vsimnéme si, Ze definice SAC pfimo koresponduje uvedenému typu fairness podmi-
nek: jestlize je néktery ze stavl z G, navstévovan nekone¢né mnohokrat, pak musi v R,
existovat néjaky stav, ktery je navstévovan rovnéZ nekonecné mnohokrat a splnéni této
podminky je poZadovano pro vSechnar, 1 < r < k.

Podminku Vr.1 < r <k :inf(p) NG, # 0 = inf(p) N R, # 0 ze SAC lze
zapsat jako formuli 1.fadu takto:

N GV Vidig>iipl)=qv \/ Vidji>i:ip(j)=q).
re{l,...k} q€G, qER,

Pfimo z definice Streettova automatu se vidi jeho vztah k automatu Rabinovu:

Tvrzeni 2.7. Nechi A = (A, PT) je automat s tabulkou dvojic. Necht Lr = L(A, PT),
kde PT je interpretovdna jako Rabinova akceptaéni podminka, a Ls = L(A,PT), kde
‘PT je interpretovana jako Streettova akceptacni podminka. Pak Lg je doplitkem L.

Simulace

Kazdy Biichiho automat (S, X, —, Sy, F') je opét specélnim pfipadem Streettova automatu
— staéi polozit k = 1,G; = S, Ry = F bez zmény LTS (§j. PTr = {(S, F)} pro Street-
tovu interpretaci). O konstrukci Biichiho automatu simulujiciho libovolny dany Streettiv
automat pojedndva nasledujici lemma (M. Vardi).

Lemma 2.8. Nechi A = (A, PT) je Streettiiv automat nad X, kde A = (S,—, Sin),
PT ={(G1,R1),(G2, Ra), ..., (Gy, R)} an = card(S). Pak Ize zkonstruovat Biichiho
automat A' = (S',%, ', 8!, , F) takovy, Ze L(A) = L(A) acard(S") =n -2°0%),

wm?
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Diikaz. Jako obvykle A’, ktery simuluje automat .4, hada pozici v béhu p takovou, Ze kazdy
stav navStiveny za touto pozici bude de facto navstiven nekonecné Castokrat; od této pozice
ddl musi A’ kontrolovat splnéni akceptaéni podminky pro kazdou dvojici (G;, R;) € PT.
Automat A’ tedy musi za uvedenou pozici kontrolovat pro kazdé ¢ implikaci: jestlize se
néktery ze stavi z G; vyskytuje nekoneéné Castokrat, pak i néktery ze stavi z R; se
vyskytuje nekone¢né Castokrat. Toto lze realizovat tak, Ze A’ udrZuje, jako komponenty
svého stavu, dvé mnoZiny: v prvni z nich udrZuje seznam indext ¢ takovych, Ze néktery
stav z G; je navstévovan nekone¢né Castokrat, kdezto ve druhé z nich seznam indext
navs§tévovanych stavi z R;. Jakmile se prvni mnoZina stane podmnoZinou mnoZiny druhé,
je tato druhd mnoZina nastavena na prdzdnou mnoZinu. Je vidét, Ze akceptacni podminka
bude splnéna, pravé kdyZ je zminéna druhd mnoZina nastavena na prazdnou mnozZinu ne-
konecné Castokrat.

Formélné 1ze naznacenou konstrukci simulujictho automatu A’ = (57,3, —', 5% | F)

m?

zapsat takto:

e 5, =SU{(s,X,Y)|seS, XY C{1,2,...,k} },
e relace pfechodu —' je definovdna takto:
PR je-i s 5 5,
s&l(s’,@,ﬁ)) jeli s5 s, s ¢ R;,
(5,X,Y) % (¢, XUG,YUR) jeli s%s, XUGZY UR, kde
G={i|se€G,1<i<k}a
R={i|s eRi,1<i<k},
(5, X,Y) % (s, X UG,0) jeli s % s, XUGCYUR,
L4 S-L{n:Sin 5
o F={(s,X,0)|seS,XC{1,2,...,k} } .



