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0.1 O tomto textu a jeho studiu

Vazeni ¢tenafi,

dostava se vam do rukou vyukovy text Matematické Zaklady Informatiky, ktery je
primarné urceny pro studenty stejnojmenného predmétu na FI MU Brno. Seznamuje
¢tenare s néekolika formalnimi matematickymi oblastmi dulezitymi pro tspésné studium
moderni informatiky.

N&s text svym obsahem volné navazuje na puvodni slidy predmétu IB0O00 sepsané
A. Kucerou do roku 2005 a rozsitené autorem v letech 2006-11 o volny text a komentare.
Od roku 2012 vsak byl obsah nékterych pasazi podstatné zménén ¢i piimo vyménén za
novy — nejzietelnéjsi zmeénou je zahrnuti ivodu do teorie grafu. K dalsi vyrazné zmeéné
dochézi v letech 2017-18, kdy je posilena latka matematické logiky a dukazu matematic-
kou indukei a zaroven omezeny ¢asti pojednavajici o formalizaci algoritmu (ve prospéch
predmétu 1B002).

Ucebni text je psan strukturovanym matematickym piistupem, s velkym durazem na
presnost a formalitu vyjadfovani v nutnych partiich. Na druhou stranu jsou stroha mate-
maticka vyjadieni pokud mozno doplnéna obsdhlymi neformélnimi komentari, které maji
studentum ulehcit pochopeni latky. V zadném piipadé vSak ¢tenari nemaji zaménovat
neformalni komentatre za matematické definice — v ptripadé nejasnosti vzdy plati to, co
presné tika formalni definice.

Mimo textu samotného (jak jej zde vidite) jsou z téhoz zdoje vytvareny i prednaskové
slidy predmeétu, které najdete naptiklad v IS MU. Slidy vsak pochopitelné obsahuji jen
¢ast textu a jsou jinak formatovény.

Interaktivni osnova a odpovédniky
http://is.muni.cz/el/1433/podzim2020/IB000/index . qwarp

Nedilnou soucasti celého vyukového textu jsou interaktivni osnova predmétu 1B000
v IS MU a z ni odkazované online odpovédniky slouzici k procvicovani probrané latky
jen poskrovnu piikladu k feSeni k probirané latce — od ctenare ocekavame, ze si latku
bude procvicovat sam online na zminéenych odpovédnicich, obsahujicich az tisice piikladu
desitek typu. Tiebaze pro studenty predmétu IBO0O jsou organizovana také kazdotydenni
cviceni, ta nemohou zcela nahradit potfebnou rutinu ziskanou opakovanym samostatnym
procvicenim latky. K praktickému pochopeni prednesenych znalosti i k jejich budoucim
aplikacim je dukladné procviceni nezbytné.

il
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1 Zakladni formalismy matematiky

’
Uvod

Zacnéme nejprve nékolika obecnymi poznamkami ke smyslu a smérovani celého naseho
predmétu. Jak sami pozndte, studium informatiky neznamena jen ,naucit se néjaky pro-

“ nybrz zahrnuje cely soubor dalSich relevantnich predmétu, mezi nimiz

gramovaci jazy
najdeme i formalni (matematicko—teoretické) zdaklady moderni informatiky. A prdavé od-
borny nadhled nad celou informatikou véetné nezbytné formalni teorie odlisi od obyc¢ejného
pocitacového délnika (,, pocitacové lopaty“) skuteéného a mnohem Iépe placeného IT ex-
perta.

Na tomto misté prichazi nas odborny predmét Matematické Zaklady Informatiky, ktery
ma za tkol vas na studium formalnich zakladi moderni informatiky pripravit. K tomu je ne-
zbytné zacit ponekud zostra — zduraznénim presného matematického vyjadrovani, vyrokové
logiky a principu logickych tusudki a matematickych dukazi. Nelekejte se vsak hned v prvni
lekci a s chuti se dejte do dalsitho studia, po prekonani pripadného prvotniho soku to nebude

az tak obtizné. ..

Cile

Hlavnim cilem této tivodni lekce je rozebrat formalni strukturu a zapis matematickych
tvrzeni (vét). Pri tomto rozboru se naucite chapat smysl matematickych vyjadreni (vyrokii)
pohledem vyrokové logiky a pracovat s touto formalizaci. Také zjistite, jak se v matematice
spravné argumentuje a jak by mél vypadat matematicky dikaz.

1.1 Vyznam matematickych tvrzeni

Matematika coby védni disciplina (tudiz i teoretickd informatika jako jeji soucdst) se vy-

znacuje velmi prisnymi formalnimi pozadavky na korektnost vyjadfovani a argumentace.

Proto si jiz od prvnich krucku v tomto predmétu musime ujasnit, jak maji matematicka

tvrzeni (nazyvand prosté matematické vety) spravné vypadat a jaky je jejich vyznam.
Matematické tvrzeni je obvykle vysloveno ve tvaru

wJestlize plati predpoklady, pak plati zavere.

Tomuto tvaru se odborneé tika implikace. Pro pochopeni vyznamu je klicové vzdy spravné
identifikovat, co jsou v dané vété ony zminéné predpoklady a co je zavérem. A k dosazeni
této dovednosti nezbyva, nez se cvicit a cvicit na piikladech. ..

Komenta¥: Piiklady bézné formulace matematickych vét:

x Je-li > 1, pak plati 22 > «.
+ Konetna mnozina mé konetné mnoho podmnozin.

sin?(a) + cos?(a) = 1.

*

* Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.

Co presné nam uvedené matematické véty fikaji? Vsimnéme si, Ze mnohdy jsou nékteré
ysamoziejmé“ predpoklady vét vynechany, napiiklad, ze  je redlné ¢islo nebo ze « ve tietim
bodé je thel, pripadné se tvrzeni implicitné odvoldvaji na obecné znamé definice, napriklad,
co je to graf K5 ve ¢tvrtém bodé. Casto nam k lepsfimu pochopeni toho, co je tvrzeno a je
treba dokézat, pomuze pouhé rozepsani definic pojmu, které se v dané vété vyskytuji.



O pravdivosti implikace

Hned na zacatek vykladu zduraznujeme, jak moc dulezité je pochopit spravny logicky
vyznam matematického tvrzeni vysloveného zminénou formou implikace (,jestlize ...,
pak ...“). Pravdivost takového tvrzeni je tfeba chapat v nasledujicim vyznamu:

Pro kazdou situaci, ve které jsou splnény vsechny predpoklady, (*)
je platny i zavér tvrzeni.

Volné feceno, z predchoziho kritéria (*) vyplyvé, ze pokud predpoklady nejsou splnény
nebo jsou sporné, tak celé tvrzeni je platné bez ohledu na pravdivost zavéru!

Priklad 1.1. Je pravdivé nasledujici matematické tvrzeni?

Véta. Méjme dvé kulicky, ¢ervenou a modrou. Jestlize ¢ervena kulicka je tézsi nez
modra a zaroven je modra kulicka tézsi nez ta cervena, tak jsou obé kulicky ve
skutecnosti zelené.

,, To prece nemiize byt pravda, jak muze byt jedna kulicka tézsi nez druha a naopak
zaroven? Jak mohou byt nakonec obé zelené? To je celé néjaka blbost. . .

Ano, vyse uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou vétu. Presto vsak tato véta
pravdiva jel Staci se vratit o kousek vyse ke kritériu — Pro kazdou situaci, ve které
jsou splnény vsechny predpoklady, je platny i zavér tvrzeni — které je zjevné naplnéno.
Nenaleznete totiz situaci, ve které by byly splnény oba pfedpoklady zaroven, a tudiz
ve vSech takovych neexistujicich situacich si muzete fikat cokoliv, tieba ze kulicky jsou
zelené. O

Piiklad 1.2. Anna a Klara prisly na prednasku a usadily se do lavic. Pro¢ je pravdivé
toto matematické tvrzeni?

Véta. Jestlize Anna sedi v prvni radé lavic a zaroven Anna sedi v posledni radé
lavic, tak Klara nesedi ve druhé radé lavic.

Opét je tieba se peclivé zamyslet nad vyznamem predpokladu a zavéru. Avsak ten-
tokrat neni situace predpokladu tak trivialné sporna, jako byla v Piikladu 1.1. Kdy tedy
mohou nastat oba predpoklady (o tom, kde sedi Anna) zéroven? Kdyz prvni fada lavic
je zaroven radou posledni. Neboli posluchdrna méa jen (nejvyse) jednu radu lavic a Klara
tudiz v druhé fadé nemuze sedét. Pravdivost celé véty je timto potvrzena. ]

1.2 Uvod do matematického dokazovani

S prisnymi formalnimi pozadavky na korektnost vyjadieni a argumentace v matematice se
poji otazka, jak spravné sva tvrzeni zduvodnovat. Kratce lze fici, ze korektné postavena
matematickd argumentace musi vést od prijatych predpokladu v elementarnich krocich
smérem k pozadovanému zavéru (a nikdy ne naopak!).

Definice 1.3. Matematicky dikaz .
Uvazme matematickou vétu (neboli tvrzeni) tvaru

yJestlize plati predpoklady, pak plati zaver®.
Dukaz této véty je konecnd posloupnost tvrzeni, kde

o kazdé tvrzeni je bud



x predpoklad, nebo

x obecné prijata ,pravda“ — aziom, nebo

x plyne z pfedchozich a diive dokazanych tvrzeni podle néjakého ,akceptovaného®
logického principu — odvozovaciho pravidla;

« posledni tvrzeni je zdvér.

Komenta¥: O potrebné drovni formality matematickych dikazi a o béznych dukazovych
technikach se dozvime déle v pristich lekcich. Pro uplny zacatek si jen celou problematiku
uvedeme nazornymi ukézkami. Ctéte si tyto ukézky peclive, i pokud jste se jiz s matema-
tickym dokazovénim setkali a (¢i nebo) vam nésledujici piiklady ptipadaji zcela primitivni.

VVVVVV

lépe na nich pochopit, jak to spravné a presné v matematice ,,chodi“.

Piiklad 1.4. Uvazujme ndsledujici matematické tvrzeni (které jisté uz zndte).

Véta. Jestlize x je souctem dvou lichych ¢isel, pak x je sudé.

Poznédmka pro pripomenuti:
— Sudé ¢islo je celé ¢islo délitelné 2, tj. tvaru 2k, kde k je celé ¢islo (ano, i 0 ¢i —2 jsou sudd
celd ¢isla a jsou délitelnd dvéma).
— Liché ¢islo je celé ¢islo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1, kde k je celé.

Dukaz postupuje v nasledujicich formalnich krocich:

tvrzeni zduvodnéni
1) a=2k+1,k celé predpoklad
2) b=21+1,1celé predpoklad
3) x=a+b=2k+2l+1+1 =z 1,2)a komutativity s¢itani (axiom)
4) z=2k+1)+2-1 ze 3) a distributivnosti ndsobeni (axiom)
5 x=2k+1+1) ze 4) a opét distributivnosti ndsoben{
6) x=2m, m celé zb5)am=k+1+1 je celé ¢islo (axiom)

Priklad 1.5. Dokazte nasledujici tvrzeni:

Véta. Jestlize x a y jsou racionalni c¢isla pro ktera plati x < y, pak existuje
racionalni ¢islo z pro které plati v < z < y.

Dikaz po krocich (s jiz trochu méné formalnim zapisem) zni:

? _ oty __ y—T __ y—x

Cislo z je racionalni, nebot x a y jsou raciondlni.

)
)
3) Plati z > z, nebot 7= > 0.
) Dale plati z < y, nebot opét 5= > 0.
)

Celkem x < z < y.



Jak ¢tendr asi sdm vidi, tento strohy formdalni zdpis (i kdyz matematicky kompletni) si
zaslouzi alespon kratky vysvétlujici komentdr. Takovy komentdr, af uz se objevi pied nebo
hned po formélnich argumentech, sice neni sou¢dsti dikazu samotného, velmi vSak napoméha
spravnému pochopeni a mé své nezastupitelné misto. Nezapominejte na to ve svych vlastnich
budoucich matematickych dukazech.

Konkrétné v tomto piikladé je velmi vhodné poznamenat, ze klicovy krok (1) popisuje ndmi
vymyslenou (prosté uhodnutou) algebraickou konstrukei, kterd vede k pozadovanému éislu z.
Zbylé kroky (2-5) pak jen snadno zduvodnuji, ze nalezené z m4 vSechny pozadované vlastnosti.

O

Poznamka. Alternativni matematické formulace Véty z Piikladu 1.5 mohou znit:
— Pro kazdé z,y € Q, kde x < y, existuje z € Q takové, ze z < z < y.

— Mnozina racionélnich ¢isel je hustd.

1.3 Vyroky

Dulezitym pevnym mostem mezi béznou mluvou a presnym matematickym formalismem
je pojem vyroku. Jeho spravné uchopeni nam pomuze pii chdpani vyznamu matema-
tickych vyroku i v praci s nimi, coz je klicovou naplni tohoto oddilu.

Definice 1.6. Vyrok v ptirozené mluvé:
V bézné mluvé za vijrok povazujeme (kazdé) tvrzeni, o kterém m4 smysl platné prohlésit,
7e je bud pravdivé, nebo nepravdivé.
Komenta¥: Ukazeme si nékolik piikladi — které z nich jsou vyroky?
* Dnes uz v Brné prselo.
* Predmét FI: IB000 se vyucuje v prvnim rocniku.
* Plati 24 3 = 6.
* To je bez problému. (Co?)
Plati = > 3.

* Pro kazdé celé ¢islo x plati, ze x > 3.

*

Vsimnéte si, ze pravdivost vyroku by mélo byt mozné rozhodnout bez skrytych souvislosti
(kontextu), a proto ¢tvrty a paty piiklad za vyroky nepovazujeme. Posledni piiklad jiz zase
vyrokem je, nebot obor hodnot z je jednoznaéné vymezen tzv. kvantifikaci.

Komenta¥: Naésleduje nékolik dalsich piikladu.

* Mnozina {a,b} ma vice nez jeden prvek a neni nekone¢na.

x Jestlize Karel vazi pres 90 kg, nejedu s nim vytahem.

* Jestlize ma tato krava 10 nohou, pak maji vSechny domy modrou stiechu.

Zastavme se na chvili nad poslednim vyrokem. Co nam #ka? Je pravdivy? Skute¢né maji
vSechny domy modrou stfechu a pied nami stoji krava s 10 nohama? (Ano, vyrok je pravdivy,
viz definice ¢i pravdivostni tabulka implikace.)

Schopnost porozumét podobnym vétam je soucést lidského zpusobu uvazovani a z to-
hoto hlediska nemd piimou souvislost s matematikou (je to ,prirozend logika“). Formalni
(matematickd) logika pak v podobném duchu definuje jazyk matematiky a ptitom od-
stranuje nejednoznacnosti ptirozeného jazyka.



Ukazka argumentace s vyroky

Matematické véty jsou ¢asto tzv. slozené (,plati ... a/nebo ..., tudiz ...“) a v tom
pripadé je tieba umét spravné vyvodit celkovou platnost z platnosti jednotlivych ele-
menti. Tomuto se budeme vénovat presnéji v Oddile 1.4, ale jiz nyni si pro ukazku
rozebereme nésledujici logickou hddanku, navazujici na téma Piikladu 1.2.

Piiklad 1.7. Méjme trojici studentu X,Y, Z sedicich v poslucharné na prednasce
IB000 takovych, ze pro né plati:

a) X sedi v prvni radé,

b) Y sedi v fadé hned za X,

c) Z sedi ve stejné radé jako Y,
d) Z sedi ve druhé radé.

Véta. Jestlize zaroven plati (a),(b),(c),(d), pak student Z sedi ve druhé radeé.

Tvrzeni je samoziejmé trivialni diky predpokladu (d), avsak iikolem je zjistit, které
vSechny minimdlni vybéry z predpokladi (a),(b),(c),(d) jesté zajisti platnost uve-
deného tvrzeni.

Pro zacdtek osvétlime (blize viz Oddil 7.3) vyznam slova minimélni, kdy je myslen
vybér predpokladu takovy, ze odebranim libovolného z nich jiz platnost uvedeného tvrzeni
»2 sedi ve druhé fadé® bude porusena.

Okamzitou odpoveédi je samotny predpoklad (d), ktery je zfejmé minimalni (bez
predpokladu si muze Z sednout i do prvni fady pro jakékoliv X,Y’) a dostacujici. Je
to vSak tplnéd odpovéd, nebo lze vybrat i jiné minimdlni piedpoklady? Ano, jesté lze
vybirat jinak — po vynechani (d) stéle postac¢uje kombinace predpokladu (a),(b),(c) k vy-
sloveni zavéru ,,Z sedi ve druhé radé“ (je to jasné?). Na druhou stranu, pokud kterykoliv
z predpokladu (a),(b),(c) vynechdme, rozebranim téchto ti{ moznosti najdeme platna ro-
zesazeni (tj. konkrétni protipfiklady), pii kterych zbylé dva predpoklady budou splnény,
avsak Z v druhé radé nebude:

« Napiiklad pokud vynechame (b), muze Y sedét v prvni fadé spolu s X a stejné tak Z.
Formalné uvadime konkrétni protipriklad studentu X, Y, Z, ktefi sedi vSichni v prvni
fadé a tudiz spliuji podminky (a) a (c), ale nespliuji zaver, ze Z sedi ve druhé rade.

e Déale vezméme studenty X, 7 v prvni fadé a Y ve druhé tadé. Tento protiptiklad
spliuje podminky (a) a (b), ale zase nespliiuje zaveér.

o Nakonec vezméme studenty X v druhé tadé a Y, Z ve treti fadé. Tento protiptiklad
spliuje podminky (b) a (c), ale zase nespliuje zaver.

Takze vybér predpokladi (a),(b),(c) je minimélni.

Pozor, jesté k uplnému vyfreseni tlohy zbyva posledni dulezity krok — zduvodnit,
pro¢ zadny jiny minimalni vybér predpokladu tloze nevyhovuje. Zde je tieba rozebrat
moznosti: Pokud nés hypoteticky jiny vybér predpokladu obsahuje (d), pak nebude mi-
nimdln{, nebot 1ze odebrat cokoliv jiného, pokud (d) zustane. Naopak vybér neobsahujici
(d) musi podle vyse uvedeného obsahovat vSechny tii predpoklady (a),(b),(c), nebot ji-
nak neni dostacujici. A tim jsme hotovi — vSechny minimalni vybéry predpokladu resici
tlohu jsou dva, vybér (a),(b),(c) a samotné (d). O



1.4 Formalni vyrokova logika

Vsimnéte si, ze podle Definice 1.6 kazdému vyroku bézné mluvy prosté muzeme priradit
logickou hodnotu 0 (false) nebo 1 (true) a déle se nestarat o jazykovy vyznam... Proto
jazykové vyroky v matematice muzeme nahradit vyrokovymi promeénnimi, které znacime
velkymi pismeny A, B,C, ... a pfitadime jim hodnotu 0 nebo 1.

Definice: Vyrokovd formule (znacime @, 0,1, ...) vznika z vyrokovych proménnych po-
moci zavorek a logickych spojek — negace a =- implikace. Zaroven pouzivame v zapise
nasledujicich zkratek

x @V (disjunkce / ,nebo*) je jiny zépis formule —p = 1,
x o ANy (konjunkce [ ,a“) je jiny zépis formule = (=g V 1)),
x @ <1 (ekvivalence) je jiny zépis formule (¢ = ¥) A (Y = @).

Poznamka: Uvedend definice je instanci tzv. induktivni definice, jiz se budeme blize vénovat
v Lekci 5, a proto ji zde zatim uvadime jen v hodné zjednodusSené podobé.

Komenta¥: Pfi zdpise vyrokovych formuli je potieba davat pozor na spravné zavorkovani,
aby formule méla jednozna¢ny vyznam. Na intuitivni trovni to ilustrujeme takto:

Spravneé A, (A= (B), A=B, -A=B, AVBvV-C

a nespravné A = B = C - znamend toto (A= B) = C nebo A= (B = C)?

Matematicky vyznam logickym formulim pak dodava nésledujici definice.

Definice 1.8. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.

Necht wvaluace (ohodnoceni) je funkce v : Prom — {0,1} na vsech (dotcenych)
vyrokovych proménnych. Pro kazdou valuaci v definujeme funkci S, (o), vyhodnocent for-
mule o, induktivné (tj. po krocich) takto:

* S,(A) =v(A) pro kazdé A € Prom.
1 jestlize S,(¢) = 0;
0 jinak.

0 jestlize S,(¢) =1a S,(v) = 0;
1 jinak.

x Sy(mp) = {

< sio =)=

Poznamka: Tento predpis (Def. 1.8) poddva nejen definici funkce S,, ale také navod na to, jak
ji pro dany argument vypocitat.

Pro odvozené logické spojky disjunkce, konjunkce a ekvivalence dostaneme nasledujici
zcela prirozeny vysledek (coz potvrzuje, Ze jsme definici sémantiky zvolili spravné).
Tvrzeni 1.9. Primym dusledkem Definice 1.8 a zkratek V' za —p = 1, ‘N’ za =(—p V
) a ‘e’ za (¢ = V) A (Y = @), jsou tato fakta:

x S,(pVvy)=1 pravée kdyz S,(¢) =1 nebo S,(¢) = 1.
* S,(pAY)=1 prave kdyz S,(p) =1 a soucasné S,(¢) = 1.
x Sy(p <) =1 prave kdyz plati jedna z nasledujicich podminek
- S,(¢) =1 a soucasné S, (¢) =1,
- S,(p) =0 asoucasné S,(¢) = 0. O



Pravdivostni tabulky

V praxi ¢asto vyhodnoceni logické vyrokové formule zapisujeme do tzv. pravdivostni ta-
bulky. Tato tabulka typicky ma sloupce pro jednotlivé proménné, ptipadné , meziformule“
(pomticka pro snazsi vyplnéni) a vyslednou formuli. Radki je 27 (pocet valuaci), kde p
je pocet pouzitych proménnych.

Pro nade tcely postaci uvést pravdivostni tabulku instruktdznim pitkladem. Cten4ii
necht si vyplni podle Definice 1.8 vlastni pravdivostni tabulky dalsich vyrokovych formuli,
viz také prislusné cviéné odpoveédniky v IS MU.

Priklad 1.10. Jaka je pravdivostni tabulka pro formuli (A = B)V BV C7?

| A =B|(A=B)VBVC(C|

R —olo|loof

B | C
0 0
0 1
1 0
1 1
0 0
0 1
1 0
1 1

== OO = ===
=== O = = ==

Splnitelnost formuli a tautologie

Definice: Formule ¢ je spinitelnd, pokud pro nékterou valuaci v plati, ze S,(p) = 1.
Formule je nesplnitelnéd (fika se také kontradikce), pokud neni splnitelna. Formule ¢ je
vzdy pravdiva, neboli vyrokova tautologie, psano = ¢, pokud pro kazdou valuaci v plati,
ze S,(p) = 1.

Rekneme, ze dvé formule ¢, v jsou ekvivalentni, prave kdyz Eps.

Tvrzeni 1.11. Ndsledujici formule jsou tautologiemsi:

* AV A

*x EonAS A
EF(AN(A=B))=1B
E(-B=-A) = (A= B)
(A= (BA-DB))= A

*

*

*

Komenta#: Jak pozname tautologie v pravdivostni tabulce? Snadno, v poslednim sloupci
jsou samé hodnoty 1. A jak ekvivalentni formule? Jejich posledni sloupce jsou shodné.

Navazujici studium

Latka této tivodni lekce ma velmi Siroky zabér. S potrebou formalniho zapisu tvrzeni a
diikazu se setkdte nejen v tomto, ale i ve vsech dalsich matematickych predmétech, které
zaroven studujete ¢i budete studovat, a principy budou stale stejné. Proto se je snazte
pochopit a zazit uz na zde uvedenych jednoduchych prikladech a vse si procvicte. A pokud



vam stéle ,jde hlava kolem* z logického matematického vyjadrovani (a to jsme teprve u
pouhé vyrokové logiky!), muzete se také zkusit podivat na hezkou iivodni (stredoskolskou)
knizku Antonina Sochora — Logika pro vSechny ochotné myslet, Karolinum 2011.



2 Matematicka logika a dukazy

Uvod

Po uvodnim predstaveni matematickych formalismu jiz ¢tenar vi o vyrokové logice a jeji
uzitecnosti, ale taky si jisté vsiml velkych omezeni samotné vyrokové logiky, spocivajicich
predevsim v nemoznosti vyuzivat vnéjsich souvislosti (kontextu) ve vyrocich a jejich vyhod-
noceni. Napriklad, mluvime-li v jednom vyroku o studentovi s ¢ervenym svetrem a v jiném
vyroku o studentovi s brylemi, vyrokova logika nam nijak neumoziiuje nastolit, ze se ma u
obou vyroku jednat o stejného (nejmenovaného) studenta ze skupiny.

Zhruba receno, vyrokové logice chybi moznost ,, parametrizace® vyroku, coz znamena za-
vedeni omezeného a dobre definovaného kontextu pro kazdé tvrzeni, ve kterém pak miiZzeme
uz jednotlivé vyroky vyhodnocovat podle pravidel vyrokové logiky. Takovou parametrizaci si
Ize v jednoduché ukazce predstavit jako proménnou X, jez treba nabyva hodnot ze skupiny
nasich studentii a umoznuje nam hovorit v riznych vyrocich o stejném nespecifikovaném
studentovi X. S timto pristupem ndsledné operuje obecnéjsi predikdtovd logika, ktera je
hlavni naplni této lekce.

Z historického hlediska je jesté vhodné zminit, ze logika jako filozoficka disciplina se
intenzivné vyviji uz od dob antiky, ale ke skutecnému rozmachu formalni logiky coby
soucasti matematiky doslo az od zacatku 20. stoleti. (S prispénim treba Russelova para-
doxu a prevratnych Gédelovych praci.)

Cile

V této lekci pokracujeme ve formalizaci zakladii matematiky lehkym uvedenim mocné
predikatové logiky a souvisejicim vysvétlenim role kvantifikdtoru v logice. Také se blize
podivame na problematiku nalézani ¢i tvorby matematickych dukazi obecné. Tim uzavieme
latku nacatou v predchozi lekci.

2.1 Kvantifikace a predikatova logika

Diive popsand vyrokova logika je velmi omezend faktem, ze kazdy vyrok musi byt (tzv. ab-
solutné) vyhodnocen jako pravda nebo nepravda. Co kdyz vsak chceme zpracovat tvrzeni
typu ,den D v Brné prselo“? Jeho pravdivostni hodnota ptece zavisi na tom, co dosadime
za den D, a tudiz jej nelze povazovat za vyrok vyrokové logiky.
Regen{ ndm nabizi néasledujici obecnéjsi pifstup predikdtové matematické logiky.
o Predikdtova logika pracuje s predikdty. Predikaty jsou , parametrizované vyroky*,
které jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kazdou konkrétni volbu parametru.
Vyrokové proménné lze chapat jako predikaty bez parametri.

o Predikdtovd logika je tak obecnéjsi nez logika vyrokova; kazda formule vyrokové logiky
je 1 formuli predikatové logiky, ale ne obracené.
Komentaf¥: To, ze predikatovd logika zobeciiuje vyrokovou logiku, doslova znamend, ze
v predikdtové logice muZete pouzivat vSechny vyrokové promeénné a spojky ve stejném
vyznamu jako ve vyrokové logice. K tomu navic pribudou ony predikaty a takzvané kvanti-
fikatory.
Pro neformélni priblizeni si uvedeme nékolik ukazek predikati:

% x > 3 (parametrem je zde x € R),
x ‘Cisla x a y jsou nesoudélnd’ (parametry x,y € N),
* obecné jsou predikédty psany P(x,y), kde z,y jsou libovolné parametry.
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Nésledné pak muzeme psit formule ve stylu (a vice viz nésledujici definice)

« (P(z,y) AN Q(z,2)) = R(y, 2),

* (P(z,9) A Q(y, 2)) — —R(z,2).

Parametrum predikatu se také iikd proménné, ale je tieba davat pozor, aby se nepletly
s vyrokovymi proménnymi, jedna se o jiné objekty nabyvajici jinych hodnot.

Syntaxe a sémantika predikatové logiky

Ctendf by mél v tomto misté vzit na védomi, Ze nase definice vztahujici se k predikatové
logice jsou velmi velmi zjednoduSené a nenahrazuji kurz matematické logiky! Ptresto po-
skytnou alespon zékladni povédomi o této problematice (a hlavné o pouziti kvantifikace
v tvrzenich) pro potieby matematické formalizace v nasem kurzu.

Definice: Z predikdtu (zahrnuji i vyrokové proménné) lze vytvaret predikatové for-
mule pomoci uz zndmych vyrokovych spojek (viz Oddil 1.4) a takzvanych kvantifikatorii.
Pfesnéji, necht ¢ je formule vyrokové ¢i predikatové logiky, pak také

x (vseobecny kvantifikator) formule Vz . ¢ a

x (existencni kvantifikdtor) formule 3z . ¢

jsou formulemi predikatové logiky.

Komenta¥: Pro ukazku si uvedeme napiiklad predikatovou formuli:
Vo.Jy. (z+2<y AVz.(z+y+ 2> 2020))

N4&s zéapis predikatovych formuli ve stylu V. ¢ neni jediny mozny, casto se také setkate
se zapisy Vx: ¢ nebo Vx (cp) Vsechny tyto tii zptusoby muzete pouzivat.

Definice 2.1. Zjednodusend sémantika (vyznam) predikdtové logiky.

Uvazujme libovolnou mnozinu (nebo tiidu) U, zvanou univerzum, a predpokladdejme, Ze
kazdy predikétovy parametr (proménnd) x,y, ... ma zvolenou hodnotu z Y. Vyhodnoceni
predikatové formule o pak definujeme induktivné takto:

o Kazdy predikat P(z,y,...) se vyhodnoti (na 0 nebo 1) jako vyrok v aktudlnim kon-
textu, tj. vzhledem k aktudlné zvolenym hodnotam svych parametra z,y, . ...

o Vyrokové spojky jsou vyhodnoceny podle pravidel Definice 1.8.

« Formule tvaru Vz . ¢ se vyhodnoti jako pravdiva (1), pravé kdyz pro kazdou volbu
parametru x € U je pravdiva formule .

« Formule tvaru 3z. ¢ se vyhodnoti jako pravdiva (1), pravé kdyz existuje alespon
jedna volba parametru x € U, pro kterou je pravdiva formule .

Komenta¥: Pozorného ¢tendie napadne, ze Definice 2.1 nedava konzistentni navod na vy-
hodnoceni takové predikatové formule, ve které se néktera proménnd vyskytuje mimo kvan-
tifikdtor. Nejde vsak o chybu, nybrz o pfirozenou vlastnost — proménné nemajici sviij kvan-
tifikdtor (zvané volné proménné formule) totiz musi byt zafixovdny zvenéi pred samotnym
vyhodnocenim. (Jde o obdobu neinicializovanych proménnych v pocitacovych programech.)

Fakt: Je-li kazdd proménna — parametr predikdtu — v dané formuli kvantifikovana (t;.
formule je uzaviend), pak je celd formule bud pravdiva nebo nepravdiva.

10



Priklad 2.2. Ukazme si vyjadieni nasledujicich slovnich vyroki uzavienymi formu-
lemi v predikatové logice:

o Kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché,

Vn [(n € NA Pr(n) An>2) = Li(n)],
pficemz lze rozepsat Li(n) = 3k € N(n = 2k + 1) (= je ,defini¢ni rovnitko“ pro
logické formule). Predikat Pr(n) pak vyjadiuje fakt, ze n je prvocislem.

o Kazdé celé ¢islo n > 1, které neni prvocislem, je délitelné néjakym celym ¢islem y kde
n#yay>1;

‘v’n[(nGZ/\n> 1/\—|Pr(n)) = EIy(yE 7Ny > 1/\n7éy/\y|n)].

Poznamka: V tomto pfedmétu pocitame 0 za prirozené cislo.

ZnaZeni: Pri zapisu formuli predikatové logiky se ¢asto pouzivaji nékteré upravy a zjed-
noduseni (jiz jsme si fekli o0 mozném psani Vz: ¢), které nyni neformalné shrneme.

x Pokud piseme vice kvantifikatoru za sebou, vynechavame zbytecné opakované sym-
boly jako VzVy3z. ¢, nebo dokonce Vz,y, z3s,t (v) .

x Jsou-li ve formuli ¢ nékteré parametry predikdtu bez kvantifikace (,neuzaviené®),
napiiklad z,y, ..., pak mohou byt v zapise zduraznény jako parametry samotné for-
mule o(z,y,...). Naptiklad ¢(z,y)=3z(z < z2<y).

x Dalsi mozna modifikace se tyka univerza, ze kterého se vybiraji hodnoty kvantifi-
kovanych proménnych. Zatimco striktné bychom méli psat Vn(n €Z = n?> n),
¢asto vidime jiny mozny zdpis Vn € Z (n? > n). Na nasi irovni zjednoduseného pojeti
predikatové logiky mezi témito dvéma zapisy neni rozdil.

Jak na pochopeni kvantifikatora

Pouzivani kvantifikdtortu si neformdlné ptiblizime par piiklady. Na jednu stranu je (asi)
vyznam pouziti jednotlivého vSeobecného ¢i existencniho kvantifikatoru ziejmy z vyse
uvedeného popisu, na druhou stranu uz tak jednoduché neni kombinovéani vice kvanti-
fikdtoru v jednom tvrzeni. Podivejme se tfeba na nasledujici ukazku:

Priiklad 2.3. Proc¢ na poradi kvantifikatoru velmi zalezi:

e Pro kazdého studenta A v poslucharné plati, ze existuje student B v poslucharné
takovy, ze A je kamarad B.

« Existuje student B v posluchdrné, ze pro kazdého studenta A v poslucharné plati, ze
A je kamarad B.

Vidite ten propastny rozdil ve vyznamech uvedenych dvou uzavienych predikatovych
formuli? Pfitom jsme jen syntakticky zaménili poradi kvantifikace A a B. O

vvvvvv

tuacich, kde na prvni syntakticky pohled zadna kvantifikace neni.

Priiklad 2.4. Pepicek si prinesl ze skoly domaci iikol z matematiky:
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Pro dané a = 3,b = 4,c = 5 vypoctéte hodnotu vyrazu (a +c—5)(® + 3) — b.

Bohuzel, jak vidite, udélal do zadani kainiku @ a ted nevi, zda pod karikou bylo

pismeno a, b nebo c. ,To je ale smila“, fekl si Pepicek, ,miij priklad ted nemohu

jednoznacné vypocitat. Pritom by stacilo zménit v zadani jen jednu z hodnot a, b

nebo ¢ a ten piiklad by uz mél jednoznacné reseni i s tou mou nestastnou karikou!*.
Vysvétlete a zdiivodnéte, co timto Pepicek myslel.

V prikladé jsou dvé roviny, ve kterych musime argumentovat. Za prvé, ze pro uvedené
zadani domdciho tkolu existuji dvé (alespon) pfifazeni symbolu z a, b, ¢ kance takovd, ze
vysledné hodnoty budou ruzné. To je snadno vidét, tfeba pro b na misté kanky vypocitame
hodnotu 17, kdezto pro ¢ na misté kanky vypocitame 20. Takze Pepicek opravdu nemohl
zadany kol jednoznacné vyftesit.

Ve druhé roviné je nasim ukolem najit a ovérit, ze existuje zména hodnoty jednoho
z a,b, c takova, ze pro kazdé prirazeni symbolu z a, b, c kance v domacim tkolu vyjde
vyslednd hodnota vyrazu stejné. Potom jednoznacné teSeni existuje i s kankou a chytry
Pepicek jej najde. Takovych vhodnych zmén je dokonce vice, naptiklad ,,c = 5% zménime
na ,c = 2 a hodnota vyrazu vyjde 0 - (@ + 3) — 4 = —4 bez ohledu na to, co se skryva
pod kankou.

Vidite, jak dulezité bylo v nasem Tfeseni pochopit a explicitné vyjadrit skryté kvanti-
fikatory Pepickovych tvah? Zbytek pak uz vychézi docela snadno. O

2.2 Normalni tvar logickych formuli

Po formalnich ¢astech pojednani o logice se dostavame k jednomu specifickému tskali
chédpani prirozené logiky, totiz Ze presny vyznam tvrzeni se zanofenymi negacemi (neni
pravda, ze ...) je nékdy skuteéné obtizné pochopit. Co naptiklad #ika nasledujici?

,Neni pravda, ze nemohu nerict, ze neni pravda, ze té nemam nerad.“

Vyrokové formule se proto pro lepsi pochopeni obvykle prezentuji v tzv. normélnim tvaru,
ve kterém se negace zanotrenych podformuli nevyskytuji, formalné:

Definice: Formule ¢ je v normdlnim tvaru, pokud se v ni operator negace aplikuje pouze
na vyrokové proménné (piipadné na predikaty v piipadé predikatové formule).

Komenta¥: Pro ilustraci, k formuli =(A = B) je ekvivalentni normdlni tvar A A —-B, k for-
muli ~(C A (A = B)) je ekvivalentni =C'V (mA A =B), k formuli =((4 = B) = C)
je ekvivalentni (A = B) A =C. A pokud dusledné aplikujeme pfirozené pravidlo dvoji ne-
gace (= —-—A < A), tak vySe napsané tvrzeni ,,...nemdm nerad“ si prevedeme na lépe
srozumitelny tvar:

, Nemusim rict, Zze té mam nerad.“

43

Podobné prevody slozitych tvrzeni tvaru ,Neni pravda, ze ...“ na normalni tvar
je vsak velmi obtizné délat z hlavy. Jak vibec pozname, ze nas prevod byl spravny?
Staci si (tfeba) vyplnit pravdivostni tabulku. Celkové vyhodnéjsi pak je se naucit ¢isté
mechanicky postup, kterym prevedeme i velmi slozitou formuli do normalniho tvaru bez
velké duSevni namahy.
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Negace formule v normalnim tvaru

Pouzitim nésledujicich neformalnich ,ptepisovacich® pravidel dokazeme prevést kazdou
formuli predikatové logiky na normalni tvar:

o Je-li dand (jiz znegovand) formule tvaru =(¢ = 1), bude piepsdna na tvar (o A —):
“le=7v)  ~ AW

« Podobneé:

“(eAY) o~ eV

o Pro kvantifikdtory se pak pouzije néasledujici intuitivni prevod:
—(3x. ) ~> V. -
—(Vx. ¢) ~ .~

Plny formélni popis této metody prevodu do normalniho tvaru ponechavame na budouci
Oddil 5.4.

Komentaf: Uvazme vyrokovou formuli =(A = —(B V =(C = -A))). Uzitim uvedeného
postupu ji upravime takto:

(A= ~(BV~(C=-4)) = AA=(=(BV-(C=-A)))
AN (BV—(C = —A) — AA(BV(CA-(-4) =
AN(BV(CAA)

Formuli AA (B V (C A A)) lze dile zjednodusit na ekvivalentni formuli A A (B V C). To ale
je jiz z naseho pohledu matematicky neformélni (heuristicky) postup.

Obdobné uvazme predikdtovou formuli —(Vz3y = P(x,y) ). Tu uzitim naseho postupu
upravime nésledovné:

~(V23y—-P(z,y)) = Jz—(Iy-P(z,y)) =
JxVy-~(-P(z,y)) = JaVyP(x,y)

2.3 Tvoreni matematickych diukazt

Zavérem lekce se vratime ke druhému piliti spravné formalizace matematiky — k presnym
dukazum. Dokonéime nyni lehky tivod do matematického dokazovani z Lekce 1.

vvvvvv

zcela formalniho piistupu po velmi uvolnény text. Pfirozenou otdzkou ted je, jak moc
formalni maji spravné matematické dukazy vlastné byt?
o Zalezi, komu je dukaz uré¢en — konzument musi byt schopen ,snadno“ ovérit korekt-
nost kazdého tvrzeni v dukazu a plné pochopit, z ¢eho vyplyva.

o Je tedy hlavné na vas zvolit tu spravnou droven formalnosti zédpisu vét i dukazu podle
situace.
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o Avsak vubec neplati, ze ¢im vice formalnich matematickych symbolu v dukazu
pouzijete misto bézného jazyka, tim by byl dukaz pfesnéjsi — ¢asto byvéa vysledek
pravé opacny.

A jak na ten spravny matematicky diukaz mame pftijit?

e No..., nalézani matematickych dukazu je tvirci ¢innost, kterd neni viibec snadné a
jako takova vyzaduje tvarci (pitimo ,umélecké”) matematické vlohy. I pokud takové
vlohy (zatim) v sobé necitite, snazte se ji alespon trochu pfiuéit.

Dokazovat ¢i vyvracet tvrzeni?

Predstavme si, ze nasim tikolem je rozhodnout platnost matematického tvrzeni. Neboli
ndm neni shury feceno, ze tvrzeni plati, ale mohou nastat obé moznosti plati / neplati.
Jak pak matematicky spravné zdtivodnime nalezenou odpoved?

o Zalezi na odpovédi samotné. .. Pokud je to ANO (plati), prosté podame dikaz tvrzeni
podle vyse uvedenych zvyklosti. Pokud je odpovéd NE, tak naopak poddme dikaz
negace daného tvrzeni.

Pomérné castym piipadem je matematickd véta T, ktera tvrdi néjaky zavér pro
sirokou oblast vstupnich moznosti. Potom je postup nasledujici:

o Pokud T plati, nezbyva nez podat vycerpavajici ditkaz platnosti pro vSechny vstupy.

o AvSak pokud T je nepravdiva, staci uhodnout vhodny protipriklad a jen pro néj
dokézat, ze pri platnosti vSech predpokladu zaveér tvrzeni platny neni. Ke slovicku
ystaci® jesté dodavame, ze pro spravné matematické vyvraceni nepravdivého tvrzeni
T protipiiklad uvést piimo musite (viz pravidlo ~(Vz . ¢) ~ Jz. —p).

Komenta¥: Pii dostatetné pokrocilé urovni znalosti matematiky si sice lze predstavit i jiné
zpusoby dokazovani existence protipfikladu k nasemu tvrzeni T', nez nalezeni konkrétniho
protiprikladu, ale ty jsou zcela mimo oblast naseho predmétu i bézného studia na FI.

Komenta¥: Také se jiz podruhé (po Prikladu 1.5) se dostavame k fenoménu ,,uhodnuti“
nékteré soucdsti dikazu. Jak se k nému mdme stavét (je to vibec dovoleno udélat)? Ale
ano, pokud vas dukaz bude matematicky spravny, nikdo nebude namitat, Ze jste v ném néco
jen §fastné uhodli. V takovém spravném ,,uhodnuti® véci pravé spociva ta zminénd tviréi
stranka vytvareni matematickych dukazu.

A nyni se znovu vratte na zacdtek Oddilu 1.1 a srovnejte si vySe uvedené se zakladnimi
poznatky o vyznamu matematickych vét. ..

Piiklad 2.5. Rozhodnéte platnost nasledujiciho tvrzeni: Pro vSechna realna x plati
2 +3x+2>0.

Diikaz: Standardnimi algebraickymi postupy si mtizeme upravit vztah na 22 +3z+2 =
(x+1)-(z+2) > 0. Co ndm tato tprava naznacuje? Napiiklad to, ze k poruseni daného
tvrzeni staci volit x tak, aby jedna ze zavorek byla kladna a druha zaporna. To nastane
tfeba pro z = —%.

Pro vyvraceni tvrzeni nam tedy staci zacit volbou protiptikladu redlného cisla x = —
(neni nutno zduvodnovat, jak jsme jej ,uhodli“!) a nasledné dokézat ipravou

3 1 1 1

l‘2+3l‘+2:(l‘+1)-(l‘+2):(—;+1)'(—§+2):(—5)'(+§):—Z<0.

][9]
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Dané tvrzeni tudiz neni platné. O

Konstruktivni a existencni diakazy

Z hlediska praktické vyuzitelnosti je vhodné rozlisovat tyto dvé kategorie dukazu (tFebaze
z formalné-matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil neni).
o Dukaz z Prikladu 1.5 je konstruktivni. Dokéazali jsme nejen, ze ¢islo z existuje, ale
podali jsme také nédvod (¢i algoritmus), jak ho pro dané z a y sestrojit.

o Fuistencni dukaz je takovy, kde se prokaze existence néjakého objektu bez toho, aby
byl podan pouzitelny navod na jeho konstrukci. Tiebaze to muze vypadat divneé,
néjak se snazit dokazovat existenci néceho, co nedokazeme sestrojit, ale takové situace
skutecné v matematice nastavaji a existencni dukazy jsou v nich uziteéné.

Piiklad 2.6. Cisté existencniho ditkazu.

Véta. Existuje program, ktery vypiSe na obrazovku c¢isla tazena ve 45. tahu
sportky v roce 2020.

Dukaz: Existuje pouze konetné mnoho moznych vysledku losovani 45. tahu sportky
v roce 2020. Pro kazdy mozny vysledek existuje program, ktery tento dany vysledek
vypiSe na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté takovy, ktery vypiSe pravé ten
vysledek, ktery bude ve 45. tahu sportky v roce 2020 skuteéné vylosovan. 0

Komentaf: To je ale podvod, ze? A prece neni... Formalné spravné to je prosté tak a tecka.

Priklad 2.7. Pravdépodobnostniho existencniho diikazu.

Véta. Na dané mnoziné bodii je zvoleno libovolné n? podmnozin, kazdd o n
prvcich. Dokazte pro dostatecné velka n, Ze vsechny body lze obarvit dvéma
barvami tak, aby zadna mnozina nebyla jednobarevna.

Dukaz: U kazdého bodu si ,hodime minci* a podle vysledku zvolime barvu ¢ervené
nebo modfe. (Nezdvislé volby s pravdépodobnosti %) Pravdépodobnost, ze konkrétné
zvolenych n bodu vyjde jednobarevnych, je jen 2% =2l

Pro n? podmnozin tak je pravdépodobnost, Ze nékterd z nich vyjde jednobarevna,
shora ohranicend souctem

21—n+_‘_+21—n_ n =0
~ J_Qn—l :

n
Jelikoz je toto ¢islo (pravdépodobnost) pro n > 7 mensi nez 1, urcité bude existovat
néjaké obarveni bez jednobarevnych zvolenych podmnozin. O

Komenta¥: Zkuste si sami v obou poslednich piikladech pfijit s konstruktivnim dukazem,
tj. takovym, ktery hledané fesSeni sestroji. Pokud se vdm to povede, budete skutecné dobii
(a mozna také bohati). ..

Navazujici studium

Latka této lekce navazuje na velmi Siroky zabér Lekce 1 a dokoncuje jeji nakousnuté
poznatky. Presto je cela matematicka logika v nasem textu uvedena jen velmi omezené
na nejlehci akceptovatelné intuitivni trovni a jeji dalsi rozvoj je ponechan samostatnym
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kurzim. Zijemce o studium matematickych hlubin logiky a treba slavnych Gddelovych
poznatkil na FI MU miuzeme pozdéji odkazat na predmét MAOO7 Matematicka logika.

S poblematikou matematického dokazovani se vSak budete déle setkavat v pribéhu celé
vyuky tohoto predmétu i navazujicich kurzi.
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3 Mnoziny a mnozinové operace

Uvod

V prehledu matematickych formalismi informatiky se v dalsi lekci zamérime na zakladni
datové typy matematiky, tj. na mnoziny, relace a funkce. Netradicni souslovi ,, datové typy
matematiky zde volime zamérné, abychom zduraznili jejich fundamentalni roli pro vystavbu
navazujici matematické teorie v analogii k programovani.

O mnozindch jste sice zajisté slyseli uz na zakladni skole, ale podstatou naseho predmétu
je uvést povétsinou neformalné znamé pojmy na patricnou formalni troven nutnou pro
teoretické zaklady informatiky. V pripadé konecné teorie mnozin si zde vystacime s tzv.
,naivnim*“ pohledem, ktery dostatecné matematicky presné vystihuje vSechny jejich konecné
aspekty (o komplikacich okolo nekone¢nych mnozin se kratce zminime az v Lekci 12).

Na rozdil od mnozin se relacim v jejich abstraktni podobé mnoho pozornosti na nizsich
stupnich vyuky nevénuje. Sice jste se jiz urcité setkali s pojmem funkce, ale to nejspiSe jen
ve spojeni s aritmetickymi a analytickymi funkcemi (, vzorecky“) typu x+1, x> —y, ¢isinz,
14 cos 22, atd. Jak uvidite v této lekci, pojmy relace i funkce jsou zcela abstraktni a nemus{
se k nim vazat zadny analyticky vzorec vypoctu ¢i podobné predpisy.

Cile

V této lekci si ukazeme prvni krok k seriézné vybudované matematické teorii mnozin —
tzv. naivni teorii mnozin, ktera nam velmi dobre poslouzi ve vsech konec¢nych pripadech.
Na to navazeme zavedenim zakladniho mnozinového kalkulu a shrnutim béznych vlastnosti
mnozin. Zavérem si fekneme o abstraktni definici relace a funkce na mnozinach, kterézto
pojmy budou rozvedeny v navazujicich lekcich.

3.1 Pojem mnoziny

vvvvv ’

Polozme si hned na tvod tu nejdulezitéjsi otazku: Co je vlastné mnozZina?
Na tuto otdzku bohuZel neni zcela jednoduchd odpovéd... Abychom se vibec nékam
v nasem uvodu dostali, spokojime se zatim jen s pfirozenym ,naivnim pohledem®.

Definice naivni teorie mnozin: ,Mnozina je soubor proku a je svymi proky plné urcena.

Komenta¥: Piiklady zdpisu mnozin vyétem prvku

0, {a,b}, {b,a}, {a,b,a}, {{a,b}}, {0,{0},{{0}}}, {x|=x je liché piirozené &islo}.

Co je ale pak prvek? Tady pozor, pojem prvku sam o sobé nema matematicky vyznam,
svého vyznamu totiz nabyva pouze ve spojeni ,, byt prokem mnoziny“. Prvky mnoziny tak
muze byt cokoliv, mimo jiné i dalsi mnoziny.
Komenta¥: Relativitu vyznamu vztahu ,prvek—mnozina®“ si muzeme pfiblizit tfeba na
vztahu ,,podrizeny—nadrizeny“ z bézného pracovniho zivota. Tam také nema smysl jen rikat,
ze je nékdo podiizenym, aniz fekneme také jeho nadiizeného. Pfitom i vedouci je nékomu
jesté podiizeny a naopak i ten posledni podfizeny pracovnik muze byt panem tieba svého
psa. Podobné je tomu s mnozinou jako ,,nadrizenou® svych prvku.
Ale prece jenom... v dobfe definovaném kontextu lze (omezené) mluvit o prvcich jako
samostatnych entitach. Formalné se napiiklad jedna o prvky pevné dané nosné mnoziny.

ZnaZeni mnozin a jejich prvku:

ex €M |z je pruvkem mnoziny M,
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e 0 je prdzdnd mnozina {}.

Komenta¥: Nékteré vlastnosti vztahu , byt prvkem® jsou

x a € {a,b}, ad{{a,b}}, {a,b} € {{a,b}}, a0, 0 {0}, 0&0,

* rovnost mnozin dle svych prvku {a,b} = {b,a} = {a,b,a}, {a,b} # {{a,b}}.
ZnaZeni: Pocet prvku (mohutnost) mnoziny A zapisujeme |A|.

Komentar: Napiiklad 0| =0, |{0} =1, [{a,b,c}| =3, [{{a,b},c}| =2.

Jednoduché srovnani mnozin
Vztah byt prvkem mnoziny* nam ptirozené podava i zpusob porovnavani mnozin mezi
sebou. Jedna se o klicovou ¢ast, ¢ili hlavni nastroj teorie mnozin.

Definice: Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek A je prv-
kem B. Piseme A C B nebo obracené B O A. Rikame také, ze se jedna o inkluzi.

« Plati {a} C {a} C {a,b} Z {{a,b}}, 0C {0},
x AC Bprave kdyz AC Ba A# B (A je vlastni podmnozinou B).
Z naivni definice mnoziny pak piimo vyplyva nésledujici:
Definice: Dvé mnoziny jsou si rovny A = B pravée kdyz A C B a B C A.
x Podle naivni definice jsou totiz mnoziny A a B stejné, maji-li stejné prvky.
x Dukaz rovnosti mnozin A = B maé obvykle dvé cdsti: Oddélené se dokazi inkluze
ACBaBCA.
Priklad 3.1. Vyjadrete predchozi definice podmnoziny a rovnosti mnozin formalnim
jazykem predikatové logiky.
Reseni: V tomto pifpadé mame k dispozici jediny predikat ‘€’ (byt prvkem) a uni-
verzum je neomezené. Prekladem uvedenych definic piseme:
‘ACB =Ve.xe A=z B
‘A=B=Vr. (rte A=z eB)AN(reB=xecA)

Ukazky nekonec¢nych mnozin

ZnaZeni: Bézné c¢iselné mnoziny v matematice jsou nasledujici
* N =14{0,1,2,3,...} je mnozina piirozenych ¢isel,
« 7.=A{...,—2,—1,0,1,2,3,...} je mnozina celych ¢isel,

*

7+ ={1,2,3,...} je mnozina celych kladnych ¢isel,

* @Q je mnozina raciondlnich ¢isel (zlomku).

* R je mnozina realnych c¢isel.

Komenta¥: Tyto uvedené Ciselné mnoziny jsou vesmés nekonecné, na rozdil od koneénych
mnozin uvazovanych v predchozim ,naivnim* pohledu. Pojem nekonecné mnoziny se piimo
v matematice objevil az teprve v 19. stoleti a brzy se s nim spojilo nékolik paradoxi uka-
zujicich, ze naivni pohled na teorii mnozin pro nekoneéné mnoziny nedostacuje. My se

k problematice nekone¢nych mnozin, Cantorové vété a Russelovu paradoxu vratime v zavéru
naseho predmétu v Lekci 12.
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3.2 Mnozinové operace

Zacnéme se zékladnimi operacemi mnozinového kalkulu, které zajisté na intuitivni irovni
jiz ovladate ze Skoly. Pro formalni tplnost poddme jejich ptfesné definice, na které se
muzete odvolavat v dukazech.

Sjednoceni a prinik

Definice 3.2. Sjednoceni U a prinik M dvou mnozin A, B definujeme

AUB = {x]|z € Anebox € B},
ANB = {x|z € Aasoucasné z € B}.

Komenta¥: Pro neformalni pochopeni véci je velmi uzite¢né si mnozinové operace a vztahy
zobrazovat tzv. Vennovymi diagramy, které zobrazuji jednotlivé mnoziny a v nich ,oblasti“
prvkiu s danym vztahem k zobrazenym mnozindm. V nasem piipadé to je takto:

AUB ANB

x Priklady {a,b,c} U{a,d} ={a,b,c,d}, {a,b,c}N{a,d} = {a}.

x Vzdy plati ,distributivita® AN(BUC) = (ANB)UANC)a AU (BNC) =
(AUB)N(AUC)

x ataké ,asociativita® AN(BNC) = (ANB)NC (stejné pro U) a ,komutativita® ANB =
BN A (stejné pro U).

Komenta¥: Asociativita a komutativita operaci sjednoceni a pruniku je na jednu stranu
zcela prirozend, na druhou stranu vsak velmi dulezitd napiiklad pro platnost nésledujici
definice.

Definice: Pro libovolny pocet mnozin indexovanych pomoci [ rozsitené definujeme
U~ IAi = {x |z € A, pro ngjakéi e I},
1€

A; = {z|xz € A; pro kazdéi € I}.

iel
Komentaf: Necht A; = {2-i} pro kazdé i € N. Pak |J,o 4 je mnozina vsech sudych
prirozenych ¢isel. Necht B; = {z | z € N,z > i} pro kazdé i € N. Pak (. B; = 0.

Mnozinovy rozdil

Definice 3.3. Rozdil \ a symetricky rozdil A dvou mnozin A, B definujeme
A\ B = {z |z € Aasoucasné x ¢ B},
AAB = (A\B)U(B\A4).

A\ B AAB
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x Priklady {a,b,c}\ {a,b,d} ={c}, {a,b,c}A{a,b,d} ={c, d}.

x Vzdy plati napiiklad A\ (BNC)=(A\ B)U(A\ C) apod.

Definice: Pro libovolny pocet mnozin indexovanych pomoci konecné I rozsitené definu-
jeme

AieIAi = {z | x € A; pro lichy pocet i € I} .

Komenta¥: Povsimnéte si, ze operace rozdilu neni asociativni ani komutativni (ostatné
stejné je tomu u aritmetického rozdilu). Symetricky rozdil uz asociativni i komutativni
je, neni to vSak na prvni pohled vidét. Uméli byste toto dokazat?

Definice: Necht A C M. Dopliikem A vzhledem k M je mnozina A = M \ A.

Komenta#: Jedna se o ponékud specifickou operaci, kterd musi byt vztazena vzhledem
k nosné mnoziné M| Je-li M = {a,b,c}, pak {a,b} = {c}. Je-li M = {a, b}, pak {a,b} = 0.

« Vady pro A C M plati A = A (,,dvoji* doplnék).
x Vzdy pro A,BC M plati AUB=ANBa ANB=AUB. (Viz Véta 3.7.)

Potenéni mnozina

Definice 3.4. Potenéni mnoZina mnoziny A,
neboli mnozina vSech podmnozin, je definovana vztahem

24 ={B| B C A}.
x Plati napitklad 2{¢% = {0, {a}, {b}, {a, b}},
« 20 = {0}, 2040 = {0, {0}, {{0}},{0.{0}}},
Véta 3.5. Pocet proki potencni mnoziny spliuje |24| = 2141,

Dikaz: Dukaz jen strucné naznacime (pro presnéjsi zapis dukazu by se pouzila mate-
matickd indukce z Lekce 4). Jak vybereme jednu podmnozinu B C A? Napriiklad tak, ze
pro kazdy z |A| prvka mnoziny A se nezavisle rozhodneme, zda jej zatadime do B nebo
ne. To jsou dvé moznosti pro vybér kazdého prvku b € A a podle principu nezavislych
vybértu je celkovy pocet ruznych podmnozin mnoziny A roven

24 =2-2.....2=2M O

3.3 Kartézsky soucin

Zatimco prvky v mmnozinach jsou zcela neusporadané, jsou mnohé situace, kdy musime
pracovat se ,serazenymi® vycty prvku. V teorii mnozin lze takovéto sefazeni definovat
oklikou néasledovneé:

Definice: Usporddand dvojice (a,b) je zaddna mnozinou {{a}, {a,b}}.

Fakt: Plati (a,b) = (¢,d) pravé kdyz a = ¢ a soucasné b = d. Uméli byste toto sami
dokéazat ptimo z podané definice?
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x Co je podle definice (a,a)? Je to (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}.
S uspotradanymi dvojicemi prvku je pfimo svazan nadmiru dilezity pojem soucinu
dvou mnozin, ktery se zavadi takto:

Definice 3.6. Kartézsky soucin dvou mnozin A, B definujeme jako
mnozinu vSech uspotradanych dvojic ze slozek z A a B

Ax B={(a,b)|ac A be B}.

+ Priklady {a,} x {a} = {(aa), (b.)}, {ed} x {a 0} = {(c.a). (c.b), (d,a), (4, D)}
x* Plati 0 x X = 0 = X x () pro kazdou mnozinu X.

x Jednoduchd mnemotechnickd pomucka fika |A x B| = |A|-|B| . Kazda dvojice z Ax B
totiz odpovida nezavislému vybéru prvku z A a prvku z B.

Usporadani prvku a sou¢iny mnozin nemusi byt omezeny jen na dvojice, jejich snad-
ného zobecnéni na libovolné koneéné pocty ¢lenu lze dosdhnout nasledujicimi definicemi.

Definice: Pro kazdé k € N, k > 0 definujeme usporadanou k-tici (aq,- - , ax) induktivné
- (al) = aq,
— (a1, a2, - a5, ai11) = ((ar, a2, -+, a;), Gig1).

Vsimnéte si, ze tato definice pouziva tzv. rekurentni vztah, blize viz Oddil 5.1.

Fakt: Plati (a1, -+ ,ax) = (b, -+, bx) pravé kdyz a; = b; pro kazdé i € N kde 1 < i < k.
Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k € N definujeme

Ay x Ag X - X A = {(a1, a2, ,a) | a; € A; pro kazdé 1 <i < k}.

Navic pokud jsou mnoziny A; indexovany pfes libovolnou koneénou mnozinu I 3 i, tak
jejich kartézsky soucin kréatce piseme jako X er i

* Napifklad Z3 =Z x 7 x 7. = {(i, 4, k) | 1,7,k € Z}.

x Co je A°? {0}, nebot jedind uspotradand O-tice je pravé prazdna (.

Poznamka: Podle uvedené definice neni kartézsky soucin asociativni, tj. obecné nemusi platit,
7ze Ax (B x ()= (Ax B)x C.V matematické praxi je nékdy vyhodnéjsi uvazovat upravenou
definici, podle niz sou¢in asociativni je. Pro ucely této prednasky neni podstatné, k jaké definici
se priklonime. Prezentované definice a véty ,funguji“ pro obé varianty.

3.4 Porovnavani a urceni mnozin
Pro obecnou ilustraci formalniho mnozinového kalkulu si ukazme dva dukazy rovnosti

mezi mnozinovymi vyrazy. Podobné lze (rozepsanim ptislusnych definic) rutinné dokazo-
vat dalsi mnozinové vztahy.

Véta 3.7. Pro kazdé dvé mnoziny A, B C M plati AUB = AN B.
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Dikaz v obou smérech rovnosti (viz ilustraéni obrézek).

e AUBCANB: Proxe M plati x € AU B, prave kdyz ¢ AU B, neboli kdyz
zaroven v ¢ A a x ¢ B. To znamend z € A a zdroven ¢ € B, z ¢ehoz vyplyva
pozadované x € AN B.

« AUB 2 AN B: Pro x € M plati x € AN B, pravé kdyz © € A a zaroven
x € B, neboli kdyz zaroven x ¢ A a x ¢ B. To znamena x ¢ AU B, z ¢ehoz vyplyva
pozadované r € AU B. 0

Véta 3.8. Pro kazdé tri mnoziny A, B, C plati

A\ (BNC) = (A\B) U(A\C).

Dukaz (viz ilustraéni obréazek).

« A\(BNC) C (A\B) U(A\C): Jelize A\ (BNC), pak x € A a zaroven
x & (BNC), neboli z ¢ B nebo x ¢ C. Pro prvni moznost méame x € (A \ B), pro
druhou z € (A\ C).

e Naopak A\ (BNC) O (A\B) U(A\C): Jeliz e (A\B) U(A\C), pak
z € (A\ B) nebo x € (A\ C). Pro prvni moznost mame =z € A a zdroven x ¢ B,
z ¢ehoz plyne x € A a zéroven ¢ (BN C), a tudiz z € A\ (BN C). Druhd moznost
je analogicka. 0

Charakteristicky vektor (pod)mnoziny

V pripadech, kdy vSechny uvazované mnoziny jsou podmnozinami néjaké koneéné nosné
mnoziny X, coz neni neobvyklé v programatorskych aplikacich, s vyhodou vyuzijeme
nasledujici reprezentaci mnozin.

Definice: Mé&jme nosnou mnozinu X = {xy, zs,...,2,}. Pro A C X definujeme charak-
teristicky vektor x 4 jako

Xa = (c1,¢2,...,¢,), kde ¢; =1 pro z; € A a ¢; = 0 jinak.

Uzitecnost této reprezentace je ilustrovana také naslednymi fakty.
o Plati A = B prave kdyz x4 = xB.

o Mnozinové operace jsou realizovany ,bitovymi funkcemi*
sjednoceni ~ OR, prunik ~ AND, symetricky rozdil ~ XOR.
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Princip inkluze a exkluze

Tento dulezity a zajimavy kombinatoricky princip je nékdy také nazyvan ,princip zapo-
jend a vypojeni™. Pouziva se ke zjistovani poc¢tl prvki mnozin s neprazdnymi priniky.

Veéta 3.9. Pocet prvki ve sjednoceni dvou ¢i t7i mnozin spocitdme:
|AUB| =|A|+|B| - |AN B|

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BnNnC|+|ANnBNC|

C

Diikaz: Uvedeme si podrobny dukaz prvniho vztahu |A U B| = |A| + |B| — |[A N B],
pticemz druhd ¢dst je analogickd (viz obrdzkovd ilustrace). Necht x € A U B. Pokud
x & B, tak je x € A a prvek x je zapoCitdn na pravé strané |A| + |B| — |A N B| pravé
jednou v |A|. Obdobné je to v piipadé = ¢ A. Nakonec pro z € AN B je ve vztahu
|A| + |B| — |AN B| tento prvek x zapoc¢itan také 1 +1 —1 =1 krat. O

Komenta¥: Vsimnéte si, ze Vétu 3.9 lze stejné tak vyuzit k vypoctu poctu prvku v pruniku
mnozin. . .

Piiklad 3.10. Z 1000 televizi jich pri prvni kontrole na vyrobni lince ma 5 vadnou

obrazovku, 10 je poskrabanych a 12 ma jinou vadu. Pritom 3 televize maji soucasné

vSechny tri vady a 4 jiné jsou poskrabané a mayji jinou vadu. Kolik televizi je celkem

vadnych?

Reseni: Dosazenim |A| = 5, |B| = 10, |C| = 12, |[AN BN C| = 3, (zde pozor)
|JANB|=3+0,|ANC| =340, |BNC| =3+4do Véty 3.9 zjistime vysledek 17. O

Poznamka. Jen stru¢né, bez dikazu a bliz§tho vysvétleni, si uvedeme obecnou formu principu

inkluze a exkluze:
n

U= > i

N

el

(Jeho znalost nebude v predmétu vyzadovéna.)

3.5 Relace a funkce

Vedle mnozin jsou dalsim dulezitym zdkladnim ,datovym typem* matematiky relace,
které nyni zavedeme a kterym vzhledem k jejich mnohotvarnému pouziti v informatice
vénujeme vyznamnou pozornost i v piistich lekcich.
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Definice 3.11. Relace mezi mnozinami Ay, Ag, -+, Ay, pro k € N,
je libovolna podmnozina kartézského soucinu

RCA xAyx---xX A

Pokud Ay = Ay =--- = A, = A, hovoiime o k-drni relaci R na A. Specialné tak mluvime
tieba o bindrni (k = 2), ternarni (k = 3) nebo undrni (k = 1) relaci.

Komentaf: Priklady relaci.

* {(1,a),(2,a),(2,b)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.

*

{(i,2 -4) | i € N} je bindrni relace na N.

*

{(i,7,i+7) | 1,7 € N} je terndrni relace na N.

*

{3-i|i € N} je undrni relace na N.

*

Jaky vyznam vlastné maji unarni a nularni relace na A?

Uvédomme si, jak obecné je relace definovana — jeji definice umoziiuje podchytit skutecné
libovolné ,,vztahy* mezi prvky téze i riznych mnozin. V praxi se relace velmi §iroce vyuzivaji
tfeba v rela¢nich databézich. ..

Funkce mezi mnozinami

Prvni skolni setkani s instancemi relaci povétsinou probéhne u pojmu funkce. Ovsem
tradicni skolni pojeti funkce ji obvykle identifikuje s néjakym vypocetnim (analytickym)
predpisem ¢i vzorcem. Pojem funkce je vsak daleko obecnéjsi a zcela abstraktni, coz si
v tomto oddile bohaté ilustrujeme a poslouzi nam to i pro lepsi pochopeni obecnéjsiho
pojmu relace.

Definice 3.12. (Totdlni) funkce z mnoziny A do mnoziny B
je relace f mezi A a B takova, ze pro kazdé x € A existuje prave jedno y € B takové, ze
(z,y) € f. Mnozina A se nazyva definicni obor funkce f. Funkeim se také tiké zobrazend.

Poznamka: Mnozinu B lze nazvat oborem hodnot, ale ¢astéjsi terminologie je, ze oborem hodnot
funkce f s definiénim oborem A je podmnozina mnoziny B sestdvajici z téch y, pro néz existuje
x € A takové, ze (z,y) € f. Pro nas vyklad neni podstatné, k ¢emu se priklonime.

Komenta¥: Neformalné feceno, ve funkci f je kazdé ,vstupni“ hodnoté x pfifazena jedno-
znacné ,vystupni“ hodnota y. Naopak v obecné relaci pocty ,pfifazenych“ hodnot neomezu-
jeme. Piirazené ,vystupni“ hodnoty tvoii obor hodnot (piip. jeho podmnozinu). Napiiklad
v ukézce na obrazku to jsou {a,b,d} C B.

Pokud je funkce dana vyctem vsech svych dvojic, lze defini¢ni obor z tohoto vyc¢tu jedno-
znacné odvodit (je to mnozina téch prvnich slozek dvojic), avSak obecné je definiéni obor
nedilnou souc¢asti definice konkrétni funkce, nebot v obvyklém pifpadé implicitnich definic
funkei (tfeba vztahem) jej nelze vzdy jednoznacéné odvodit.

AxB fc AxB
(13 (1:b)

(1;c)

(40
(2:b) (1:d)

(Z:c) &) (3:3) (:b) (4;a)
B g (B W
(3:d)
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ZnaZeni: Pro funkce misto (x,y) € f piseme obvykle f(x) = y. Zapis f : A — B tik4,
ze f je funkce s definiénim oborem A a oborem hodnot, ktery je podmnozinou B.

Komenta¥: Priiklady funkci jsou tfeba nasledujici.
* Definujeme funkci f : N — N predpisem f(x) =x + 8. Pak f = {(z,z +8) |z € N}.

* Definujeme funkci plus : N x N — N predpisem plus(i,j) =i+ j.
Pak plus = {(i,j,i + j) | i, € N}.

Definice: Pokud na$i Definici 3.12 upravime tak, ze pozadujeme pro kazdé x € A nejvyse
jedno y € B takové, ze (x,y) € f, obdrzime definici parcidlni funkce z A do B.

Komentarft:

(13 (1;0)

(1;0)

V parcidlni funkci f nemusi byt pro nékteré ,,vstupni* hodnoty x funkéni hodnota definovana
(viz napiiklad f(2) v uvedeném obrézku).

Pro nedefinovanou hodnotu pouzivame znak L.

Komenta¥: Naésleduje nékolik piikladu parcidlnich funkci.

% Definujeme parcialni funkci f : Z — N predpisem

34+x jestlize x > 0,
fa={ 3

1 jinak.
Tj. f={(z,34+2) |z € N}.

* Také funkce f : R — R dand béznym analytickym predpisem f(z) = logz je jen parci-
aln{ — nenf definovana pro x < 0.

« Co je relace, prifazujici lidem v CR jejich (Ceskd) rodnd ¢isla?

Navazujici studium

I kdyz jste se s “mnozinami” setkavali uz od zakladni skoly, do formadlné matematické
teorie mnozin asi nahlédnete na VS poprvé. I kdyz nékteré ¢tendre mnozstvi zde uvedenych
symbolil a pojmu mozna nejprve vyleka, jedna se vesmés o velmi intuitivni véci, které neni
problém pochopit byt z ilustrac¢nich obréazki a prikladii. Naucte se s koneénymi mnoZinami
a relacemi dobre pracovat alespon na té intuitivni drovni, jakou v této lekci vidite. Ostané,
jak jiz bylo psano, mnoziny jsou zakladnim stavebnim kamenem celé matematiky:.

V dalsich lekcich budeme dulezité pojmy relaci a funkci ddle rozvijet. Mimo nasi tzv.
naivni teorie mnozin si lehky nahled na obecné nekoneé¢né mnoziny a jejich zdanlivé paradoxy
i informatické aplikace (jako treba problém zastaveni) ukdzeme nakonec v Lekci 12. ..
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4 Techniky matematickych dikazua

Uvod

Nas hlubsi tivod do matematickych formalismu pro informatiku pokracujeme zakladnim
prehledem technik matematickyjch dikazi. Pro vysvétleni, z Lekce 1 sice vime, Ze mate-
maticky diukaz ma jednotnou formu Definice 1.3, ale nyni se budeme vénovat takrikajic
Sablondm, podle nichz miizeme (snadnéji) korektni dikaz sestavit.

Trebaze matematické dokazovani a prislusné techniky mohou nékomu pripadat
nepruhledné (a zpocatku moznd zbytecné), jejich pochopeni a zvlddnuti neni samotcelné,
nebot nam pomé&ha si mnoho uvédomit o studovanych problémech samotnych. Koneéné, jak
si muzeme byt jisti svymi poznatky, kdyz bychom pro né nebyli schopni poskytnout dikazy?
Béhem studia tohoto predmétu poznéte (a ti méné stastni az s prekvapenim u zkousky), Ze
podstata toho, k ¢emu nasim vykladem smérujeme, se da neformalné shrnout slovy ,, naucit
se presné vyjadrovat a byt si svymi tvrzenimi naprosto jisti“ a analogicky pozdéji ,, naucit
se navrhovat spravné algoritmy a byt si i svymi programy naprosto jisti‘.

Cile

Cilem této lekce je popsat zakladni techniky matematickych dikazi, z nichz nejvétsi
duraz klademe na matematickou indukci. Kazdy student by se mél alesporn naucit formalné
psané dukazy cCist a chapat, nejlépe i sam umét jednoduché dikazy tvorit.

4.1 Prehled zakladnich dikazovych technik

V matematice je casto pouzivanych nékolik nasledujicich zpusobu — technik, jak k danému
tvrzeni sestavit korektni formélni dikaz. (Uvédomme si, Ze jedno tvrzeni mivd mnoho
ruznych, stejné korektnich dukazi; ty se vsak mohou vyrazné lisit svou slozitosti a
c¢itelnosti. Uvadéné techniky ndm pomohou najit dukaz co nejjednodussi.) Tyto tech-
niky si v bodech shrneme zde:

o Primé odvozeni. To je zpusob, o kterém jsme se dosud bavili.

Komenta¥: Postupujeme piimo od predpokladu k zavéru, coz vypada nejpfirozenéji, ale
sami poznate, ze takova ,,pfima“ cesta byva obtizné k nalezeni.

o Kontrapozice (také obmeénou — ,obracenim®, ¢i neprimy dukaz). Misto véty
sJestlize plati predpoklady, pak plati zaver.*
budeme dokazovat ekvivalentni vétu
,Jestlize neplati zavér, pak neplati alespon jeden z predpokladii.*

Komenta¥: Na rozdil od piimého odvozeni se obvykle lépe hleda cesta ,pozpatku®, urcité
tento fenomén znate naptiklad z hledéni cest v détskych bludistich.

o Dukaz sporem. Misto véty
sJestlize plati predpoklady, pak plati zaver.®
budeme dokazovat vétu
sJestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati...“
— néjaké zjevné nepravdivé tvrzeni, nebo piipadné

— zaver (tj. opak jeho opaku) ¢i opak jednoho z predpokladu.
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Komentaf¥: Tiebaze tato Sablona vypada trochu slozité, stard dobra matematickd moudrost
pravi: ,Nevite-li, jak n&jakou vétu dokézat, zkuste dukaz sporem. ..

o Matematickd indukce. Pokrocila technika, kterou popiseme pozdéji. . .

Tyto techniky asi nejlépe ilustrujeme nasledujicimi priklady dukazu.

Piiklad diukazu kontrapozici
Definice: Prvocislo je celé ¢islo p > 1, které nema jiné délitele nez 1 a p.

Piiklad 4.1. Na diikaz kontrapozici (obménou).
Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.
Dukaz obmeénéného tvrzeni: Misto uvedeného znéni véty budeme dokazovat, ze

je-li p sudé, pak p neni vétsi nez 2 nebo p neni prvocislo.

Ptipomindme, ze podle definice je p sudé, pravé kdyz lze psat p = 2 - k, kde k je celé.
Jsou jen dvé snadno teSitelné moznosti:

e k< 1. Pak p=2-Fk neni vétsi nez 2.

e k> 1. Pak p =2 -k neni prvocislo podle definice. O
Poznamka: Dukazy kontrapozici pracuji s negaci (opakem) predpokladii a zdvéru. Je-li napf.
zavérem komplikované tvrzeni tvaru

»Z toho, ze z A a B plyne C, vyplyvé, Zze z A nebo C plyne A a B¥,

neni snadné pouhou intuici zjistit, co je vlastné jeho negaci. Proto je vhodné si nejprve opak
zaveéru prepsat do takzvaného normélniho tvaru, ktery byl vysvétlen na zavér Lekce 1.

Priklady dikazu sporem

Priklad 4.2. Jiny, kratsi pristup k Dikazu 4.1.
Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Dikaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2 - k pro
néjaké k > 1, tedy p neni prvocislo, spor (s predpokladem, ze p je prvocislo). O

Dikaz sporem je natolik specificky a dulezity v matematice, ze si zaslouzi Sirsi
vysvétleni. Co je vlastné jeho podstatou? Je to (zcela prirozeny) predpoklad, ze v kon-
zistentni teorii nelze zaroven odvodit tvrzeni i jeho negaci. Jestlize tedy ve schématu

yJestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati zavér nebo opak jednoho
z predpokladu, nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni.“

odvodime k nékterému predpokladu jeho opak, nebo ptipadné jiné tvrzeni, které odporuje
v8eobecné prijatym faktum (presnéji axiomum, napiiklad 0 = 1), pak néco musi byt
sSpatné*. Co vSak v naSem tvrzeni muze (nezapomente predpoklad konzistence) byt
chybné? Puvodni predpoklady byly dany, takze zbyva jediné nas dodatecny predpoklad,
ze plati opak zavéru. Tudiz opak zavéru nemuze nikdy platit a dvoji negaci odvodime,
ze plati puvodni zaver.

Piiklad 4.3. Opét sporem.
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Véta. Cislo /2 neni racionaln.
Dukaz sporem: Necht tedy v/2 je raciondlni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladnd
cisla r, s takova, ze v/2 = r/s.
— Pak 2 = r?/s% tedy r* = 2 - s%, proto 7? je délitelné dvéma. Z toho plyne, 7Ze i r je
deélitelné dvéma (proc¢? opét na to muzete jit sporem. .. ).
— Jelikoz r je délitelné dvéma, je r? délitelné dokonce ¢tyimi, tedy r? = 4 -m pro néjaké
m. Pak ale také 4 -m = 2 - 52, tedy 2-m = s? a proto s? je délitelné dvéma.
— 7 toho plyne, ze s je také délitelné dvéma. Celkem dostavame, ze r i s jsou délitelné
dvéma, jsou tedy soudélnd a to je spor (se zakladni vlastnosti racionalniho ¢isla). 0O

4.2 Véty typu ,,tehdy a jen tehdy*

Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

,Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati prdve tehdy, plati-li tvrzeni B.“
Priklady jinych jazykovych formulaci téze véty jsou:
* Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati tvrzeni B.
x Za predpokladu P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro platnost tvrzeni A.
x Za predpokladu P je tvrzeni A nutnou a postacujici podminkou pro platnost tvrzeni B.

Fakt: Plny diikaz vét tohoto tvaru méa vzdy dve casti(!). Je tieba dokdzat:
x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni A, pak plati tvrzeni B.

x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni B, pak plati tvrzeni A.

Nasledujici priklad je zamérné ponékud krkolomny, aby ukéazal situaci, ve které se
oba smeéry dokazované ekvivalence vyrazneé lisi.

Piiklad 4.4. Na dukaz typu ,tehdy a jen tehdy*.
Véta. Pro kazda dveé cela ¢isla a, b plati, Ze a < b pravé tehdy, kdyz 2¢ < 2°.

Dukaz: Nezapomindme, ze nasim tikolem je dokédzat oba sméry tvrzeni (implikace zleva
doprava a zprava doleva). Zactneme s prvnim: Predpoklad a < b je defini¢né ekvivalentni
tomu, ze b = a + k pro né&jaké pfirozené k > 0. Potom 2° = 20tk = 29. 2k — ¢. 2% pro
néjaké prirozené £ = 28 > 2 a tudfz 2° —2¢ = (£ —1)-2* > 1-2* > 0. Tim je prvni ¢ast
dikazu hotova.

V opa¢ném sméru postupujeme z piedpokladu 2¢ < 2°. Vydélenim obou stran nerov-
nosti kladnym &fslem 2¢ ziskdme 2°/2¢ = 2°=¢ > 1. Déle postupujeme sporem. Necht
tedy @ > b, neboli a — b = m > 0. Potom mame 2°7% = 2....2 > 1. Avsak celkové

mX
1 =20=20"".2-2 > 1.1 =1 je sporné. Proto zbyvé jen pozadovany zavér a < b. O

Koment&¥: Je mozno se nékdy oddélenému zpracovani obou sméru takového tvrzeni vy-
hnout? Ano, sta¢i délat pouze tzv. ekvivalentni upravy, ale je to velmi nebezpecné. Co
napiiklad tvrzeni ,,a = b pravé kdyz ax = bz“? To prece dokazeme vynasobenim obou stran
rovnosti stejnym ¢islem . . .
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Je to sice témeér pravda, ale(!) musime si v§imnout, Ze ndsobeni obou stran rovnosti
je ekvivalentni tpravou jen pro z # 0; jinak nazpét délime nulou (coz na svété dokaze
snad pouze Chuck Norris). Zapamatujte si, ze nejlepsi cestou, jak se takovym chybdm a
problémtm vyhnout, je skuteéné poctivé dokazovat kazdy smér ekvivalence zvlast.

4.3 Matematicka indukce

Pokud se souhrnné podivame na diukazové techniky v matematice, vSimneme si, ze mate-
matickou indukci lze povazovat za ,dvorni*“ dukazovou technikou diskrétni matematiky.
To proto, ze umoznuje pohodlné dokazovat i slozitd tvrzeni po jednotlivych (malych a
diskrétnich) krocich od jednoduchych pocatku.

Uvazme tedy vétu ve tvaru:

,, Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n).“

Zde ko je néjaké pevné prirozené ¢islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované cislem n.
Ptikladem je tfeba tvrzeni:

Pro kazdé n > 0 plati, ze n piimek délf rovinu nejvyse na sn(n + 1) + 1 oblasti.
Definice 4.5. Princip matematické indukce tika, ze k dukazu véty
,, Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n).“

staci oveérit platnost téchto dvou tvrzeni:

e T'(ko) (tzv. bdze neboli zaklad indukce)
e Pro kazdé k > ky; jestlize plati T'(k), (indukcéni predpoklad)
pak plati také T'(k + 1). (indukéni krok)

Formalné fe¢eno, matematickd indukce je axiomem aritmetiky prirozenych c¢isel.

Opét jako v predeslém si tuto techniku ilustrujeme mnozstvim nazornych piikladu.

Priklady dikazu indukci

Priklad 4.6. Velmi jednoducha a primocara indukce.

Véta. Pro kazdé prirozené. n > 1 je stejna pravdépodobnost, ze pri soucasném
hodu n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, ze bude lichy.
Dukaz: Zdklad indukce je zde ziejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tii lichd a tii
suda cisla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdépodobnosti.
Indukénd krok pro k > 1: Necht p§ pravdépodobnost, ze pti hodu k kostkami bude
vysledny soucet sudy, a pl je pravdépodobnost lichého. Podle indukéntfho predpokladu
jepi =pl = % Hod'me navic (k+ 1)-nf kostkou. Podle toho, zda na ni padne liché nebo

sudé cislo, je pravdépodobnost celkového sudého souctu rovna

3 n 3, 1
6pk 6pk =9
a stejné pro pravdépodobnost celkového lichého souctu. O

Priklad 4.7. Ukazka skutecné ditkazové ,sily“ principu matematické indukce.
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Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n primek déli rovinu nejvyse na
1

oblasti.

Dukaz: Pro bazi indukce postaci, ze n = 0 piimek déli rovinu na jednu oblast.
(Vsimnéte si také, ze 1 piimka déli rovinu na dvé oblasti, jen pro lepsi pochopeni dukazu.)

Méjme nyni rovinu rozdélenou n = k piimkami na nejvyse %k:(k+ 1) +1 oblasti. Dalsi,
(k + 1)-ni piimka je rozdélena pruseciky s predchozimi pfimkami na nejvyse k + 1 tiseku
a kazdy z nich oddéli novou oblast roviny. Celkem tedy bude rovina rozdélena nasimi
primkami na nejvyse tento pocet oblasti:

1 1 1 1
g+ )14 (k1) = Sk(k+ 1)+ 5 2(k+1) +1 = g(k+1)(k+2) + 1

A toto je pfesné nase tvrzeni pro n = k + 1, takze jsme hotovi.

Priklad 4.8. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.

Véta. Pro kazdén > 0 plati 7 j = n(n2+1)‘

Dukaz indukei vzhledem k n.

o Béze: Zde musime dokazat platnost tvrzeni pro n := 0, coz je v tomto ptipadé rovnost

Z?:o Jj= %. Tato rovnost (zjevné) plati.

o Indukéni krok: Musime dokéazat, pro kazdé k > 0, Zze z platnosti tvrzeni pro n := k
vyplyva platnost pro n := k + 1, coz konkrétné znamena:
. Sk k(R kAL (kD) (k1L
Jestlize plati } ;_oj = %, pak plati Ejio j= Lf“

Predpokladejme tedy, ze Ef:o ] = @ a pokusme se dokazat, ze pak také

2 2

%j:(ls+1)(k+l+1) (k+ 1)(k +2)

To uz plyne piimocarou tpravou:

k+1 k
. .  k(kE+1) kk+1)+2k+1)  (E+1)(E+2)
Di= D iHk+1) = =54kt 1) = - _ :
7=0 7=0
Podle principu matematické indukce je cely dukaz hotov. O
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4.4 Komentare k matematické indukci

Pro spravné a tuspésné pouziti indukce v dokazovéani je vhodné si zapamatovat nékolik
cennych rad:

x Zakladni trik vSech dukazii matematickou indukci je vhodna reformulace tvrzeni
T(n+ 1) tak, aby se ,odvolavalo® na tvrzeni T'(n).

— Dobfte se vzdy podivejte, v ¢em se lisi tvrzeni T'(n + 1) od tvrzeni T'(n). Tento
,rozdil* budete muset v dukaze zduvodnit.

* Predevéim dokud se matematickou indukci teprve uéite, dusledné pouzivejte
nésledujici pomtcku. Zaved'te si dalsf proménnou k a formulujte sva tvrzeni a tipravy
stylem ,plati-li nase tvrzeni T'(n) pro n := k, pak bude platit i pro n := k + 1“.
Elegantné se tak vyhnete nejasnostem a chybam vznikajicim popletenim n a n + 1.

x Pozor, obcas je potieba ,zesilit* tvrzeni T'(n), aby indukéni krok spravné | fungoval®
(a jsou pripady, kdy tento trik velmi pomdahd).

— Velkym problémem bohuzel je, Ze neni mozno podat navod, jak vhodné zesileni
nalézt (ani kdy jej viibec hledat). Jedn4 se vlastné o pokusy a ,,haddnf z kiistdlové
koule“. Viz Piiklad 4.9.

« Casto se chybuje v dikazu indukéniho kroku, nebof ten byvé vétsinou vyrazné

VVVVV

— Dejte si dobry pozor, od které hodnoty n > ky je indukéni krok univerzalné
platny a jestli pripadné baze nezahrnuje vice nez jednu hodnotu. . .

Zesileni tvrzeni v indukénim kroku

Potiebu nahrazeni, v nékterych piipadech, daného tvrzeni né¢im ,silnéjsim“ pro hladky
prubéh matematické indukce si ukazeme v Piikladu 4.9. Jaké zesileni vsak mame na
mysli? V prvé fadé to musi byt néjaké tvrzeni T'(n), ze kterého puvodni tvrzeni T'(n)
jednoduse vyplyva. Jak si tim ale v indukénim kroku pomuzeme? Je na jedné strané
pravdou, ze nové musime dokazovat silngjsi zavér 7"(n + 1), ale zarovenn mam k dispozici
silnéjsi indukéni predpoklad 7(n) a to pravé muze byt klicovou pomoci.

Piiklad 4.9. Kdy je vhodné (a v zdsadé také nutné) indukéeni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdé n > 1 plati

1 1 1 1
s(n) = + + +o = <1.
1.2 2.3 3.4 n(n+ 1)

Dikaz: Bdze indukce je ziejméa, nebot % < 1.
Co vsak indukcni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sém o sobé , prilis slaby*“ na to, aby bylo

mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + m < 1.
Neznamena to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potieba nas indukcni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

, C s - , , 1
Tvrzeni. Pro kazdé ptirozené n > 1 plati s(n) <1 — =5 <1.
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To plati pro n = 1 (nezapomente ovérit!) a dale uz tpravou jen dokoncime zesileny
indukéni krok:

s(n+1) = s(n)+ ! <1- L + ! =
(n+1)(n+2) n+1l (n+1)(n+2)
B —(n+2)+1 1
R T T (o gy =

Rozsiteni baze a predpokladu

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k rozsirovant

samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez jednu hodnotu parame-

tru n.

— Muzeme napiiklad predpoklddat platnost (parametrizovanych) tvrzeni T'(n) i T'(n+1)
zaroveil, a pak odvozovat platnost T'(n+2). Toto lze samoziejmé zobecnit na jakykoliv
pocet predpokladanych parametru.

— Muzeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni T'(j) pro vSechna j = ko, ko+1,...,n
najednou a dokazovat T'(n + 1). Toto typicky vyuzijeme v ptipadech, kdy indukéni
krok ,rozdeéli“ problém T'(n + 1) na dvé mensi Casti a z nich pak odvodi platnost
T(n+1).

Fakt: Obé prezentovana ,rozsiteni“ jsou v koneéném dusledku jen specialnimi instancemi
zakladni matematické indukce; pouzité rozsitené moznosti pouze zjednodusuji formalni
zapis dukazu.
Piiklad 4.10. Kdyz je nutno rozsitit bazi a indukéni predpoklad. . .
Véta. Necht funkce f pro kazdé n > 0 spliiuje vztah

f(n+2)=2f(n+1)— f(n).

Pokud plati f(0) = 1 a zdroven f(1) = 2, tak plati f(n) = n + 1 pro vsSechna
prirozena n > 0.

Dikaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n+ 1) — f(n) naznacuje, ze
bychom meéli rozsitit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé prirozené k > 0; jestlize plati f(n) = n + 1 pro n := k a zdroven pro
n:=k+1 (neboli f(k)=k+1a f(k+1)=k+2), pak f(n) =n+ 1 plati také
pron :=k+2 (neboli f(k+2)=Fk+3).

Baze indukce — pozor, zde uz musime ovérit dvé hodnoty pron :=0an :=1:
flO)=0+1=1, f(1)=1+1=2

Nas indukcni krok tak nyni muze vyuzit celého rozsiteného predpokladu, znalosti hodnot
f(k) i f(k+ 1), pro ovéfeni pozadovaného vztahu pro n := k + 2

fn)y=fk+2)=2fk+1)—f(k)=2-(k+1+1)—(k+1)=k+3=n+1.

Komentaf¥: Jak by tento dukaz mél byt formulovan v tradiéni indukei? (,,Substituci“ nového
tvrzeni.)
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Zavérem maly ,,problém*

Piiklad 4.11. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.

Véta. (,nevéta“)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k n.
Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
Indukénd krok: Necht S = {Kj,..., K,i1} je stddo o n + 1 konich. Dokdzeme, ze vSichni
koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:

- S ={K,K,,...,K,}

- S” - {&, ey Kn, Kn+1}

Podle indukéniho predpokladu maji vsichni koné ve stadu S’ stejnou barvu B’. Po-
dobné vsichni koné ve stdadu S” maji podle indukéniho predpokladu stejnou barvu B”.
Dokéazeme, ze B’ = B”, tedy ze vsichni koné ve stddu S maji stejnou barvu. To ale plyne
z toho, ze koné Ko, ..., K, patif jak do stada S’, tak i do stada S”. O

Komenta¥: Ale to uz je podvod! Vidite, kde?

Navazujici studium

Jak jsme jiz tekli, matematické dikazy a jejich chapani jsou samoziejmé nezbytné ke
studiu vysokoskolskych matematickych predmeéti. Bez schopnosti presného vyjadrovani a
chapani definic a vét se ale informatik neobejde, ani pokud se zaméruje cisté aplikovanym
smérem; prikladem je treba spravné pochopeni ruznych norem a specifikaci.

Na druhou stranu uméni “tvorit” nové matematické dukazy je dosti obtizné a neda se
jemu jen tak snadno naucit — vyzaduje to mnoho tréninku a pokrocilych matematickych
zkusenosti. Jelikoz je schopnost formalniho matematického dokazovani nezbytna (prevazné
jen) v teoretickych informatickych disciplindch, neni tato ¢ast kritickd v celém rozsahu
naseho predmétu (a u zkousek se objevi s mensim durazem), ale to neznamend, Ze byste se
Jji mohli zcela vyhybat. Obzvlasté techniku matematické indukce by mél kazdy informatik
aspori trochu ovladat, nebot s jejim pouzitim se zajisté jesté mnohokrat setkate v budoucim
studiu. Napriklad znovu v Lekcich 5 a 11 tohoto textu.
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5 Rekurze, Strukturalni indukce

Uvod

Mimo ,, primocarych“ definic mnozin a funkci, jako vyctem prvki ¢i explicitnim zadanim,
se obzvlasté v informatice setkavame s definicemi neprimymi, které se odvolavaji na sebe
sama. Ostatné jde o problematiku velmi podobnou rekurentnim programiim, které jste uz
sami mohli potkat. Odborné se takova situace nazyva rekurzi ¢i induktivni definici. My
si celou problematiku probereme z matematického pohledu od jednoduchych rekurentnich
definic posloupnosti po induktivni definice mnozin a funkci a dokazovani nad nimi.

Cile

Naplni naseho vykladu je vysvétlit nelehkou oblast induktivnich (tj. na sebe se od-
volavajicich) definic mnozin a funkci, se kterymi se hojné pracuje ve vsech oblastech infor-
matiky. Spojime si tak latku Lekci 4 a 3 do nového formalismu strukturalni matematické
indukce.

5.1 Posloupnosti a rekurentni vztahy

Pokud chceme obecné v matematice vyjadrit usporadany soubor objektu, pouzivame
pojem posloupnost. Dilezité je si uvédomit, ze na rozdil od mnozin je opakovani prvku
v posloupnosti povoleno(!). Uspotddané k-tice (viz Oddil 3.2) z daného oboru hodnot
H jsou tak nazyvany konecniymi posloupnostmi délky k (nad H). Pojem posloupnosti
zobecnuje toto pojeti na ,nekonecnou délku“ takto:

Definice 5.1. Posloupnost (nekone¢na) je zobrazenim z ptirozenych cisel N
do oboru hodnot H, neboli
p:N— H.

Misto ,funkéniho® zapisu n-tého ¢lenu posloupnosti jako p(n) castéji pouzivame ,inde-
xovou“ formu jako p,, ve které se celd posloupnost zapise (p,)nen-
Komenta¥: Oborem hodnot H posloupnosti obvykle byva néjakd ¢iselnd mnozina, ale muze
to byt i jakakoliv jind mnozina.

Poznamka: Ttebaze to neni zcela formalné presné, bézné se setkdme s posloupnostmi indexo-
vanymi od nuly nebo od jednicky, jak se to v aplikacich hodi (bez ohledu na to, zda nulu
povazujeme za prirozené ¢islo nebo ne). I my se budeme touto ,uvolnénou* konvenci idit a
vzdy si uréime pocatecni index podle potieby.

Pojem poslopupnosti si nejlépe ilustrujeme nékolika ptiklady:

po=0,p1 =2,...,p; = 2i,... je posloupnost sudych nezdpornych cisel,

(3, 3.1, 3.14, 3.141, . ..) je posloupnost postupnych dekadickych rozvoju ¢isla 7,

tteba (jablko, hruska, Svestka, hruska, hruska,...) je posloupnost nad druhy ovoce
coby oborem hodnot.

(1, =1, 1, —1,...) je posloupnost uréens vztahem p; = (—1)%, 7 > 0,

« avsak pokud bychom chtéli stejnou posloupnost (1, —1, 1, —1,...) urcit indexy od
jedné, tj. zadat ji jako g;, 7 > 1, tak definiéni vzorec bude vypadat (proc?) ¢; = (—1)""1.
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Definice: Posloupnost (p,)nen je
x rostouct pokud ppi1 > pn a nerostouct pokud pyi1 < pa,
x klesajici pokud pni1 < pn a neklesagici pokud ppi1 > pa
plati pro vSechna n.

Rekurentni zadani posloupnosti

Kdyz je naSe posloupnost definovana jako zobrazeni z pfirozenych cisel, pro¢ se ji
vénujeme zvlast, mimo bézné funkce? Asi hlavnim divodem pro tuto zvlastni péci je
moznost definovat posloupnosti pomoci odkazii na sebe sama — tzv. rekurentné (coz tieba
pro redlné funkce mozno neni).

Definice: Rikdme, ze posloupnost (pn)nen je zaddna rekurentne, pokud je dan jeji
pocétecni ¢len py (¢ nékolik pocatecnich ¢lentu) a dale mame predpis, jak urcit hodnotu
¢lenu p, 1 z hodnot p; pro néjakd i < n.

Komentaf¥: Ukdazky rekurentné zadanych posloupnosti:

o Zadame-li posloupnost p, poc¢atetnim ¢clenem py = 1 a rekurentnim vztahem p, 1 = 2p,
pro n > 0, pak plati p, = 2" pro vSechna n.
o Funkce ,faktoridl“ (na pfirozenych ¢islech) je ddna pocateéni hodnotou 0! = 1 a reku-
rentnim vztahem (n +1)! = (n+ 1) -n! pron > 0.
e Znama Fibonacciho posloupnost je zadana pocateénimi Cleny f1 = fo = 1 a vztahem
Jn+2 = fot1+ fo pron > 1.
Vsimnéte si v posledni ukazce, ze neni potieba doslova dodrzovat formu rekurentniho vztahu
»Pn+1 z hodnot p;“, ale vzdy je tfeba hodnotu nasledujictho ¢lenu posloupnosti odvozovat
z predchozich (tj. uz uréenych) ¢lent, v tom piipadé ,,f,+2 z hodnot f;, i = n,n + 1¢.

Piiklad 5.2. Posloupnost f : N — 7Z je zadana rekurentni definici
f(0)=3 a fn+1)=2-f(n)+1

pro vSechna piirozend n. Urcete hodnotu f(n) explicitnim vzorcem v zavislosti na n.

Reseni: V prvni fazi feseni takového pifkladu musime néjak ,uhodnout® hledany
vzorec pro f(n). Jak? Zkusime vypocitat nékolik prvnich hodnot a uvidime. ..

f0)+1=2-34+1=7
)+1=2-T+1=15
)

)

NN

f(2)+1=2-15+1=231
f(3)+1=2-31+1=63

Nepripominaji nam tato ¢isla néco? Co tieba vyrazy 8 — 1,16 — 1,32 — 1,64 — 1...7
Bystrému c¢tendri se jiz asi podafilo uhodnout, ze ptjde o mocniny dvou snizené o 1.
Presnéji, f(n) = 22 — 1 (pro¢ je exponent n + 27 inu proto, aby spravné vyslo f(0)).

Ve druhé fazi nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,vésténi“ dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n.

e Bdze pro n:=0ikd f(0) =272 —1=4—1=3= f(0), coz plati.
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o Indukeéni krok vyuzije indukéni piedpoklad platnosti vztahu f(n) = 2""2—1pron =i
(tj. f(i) = 2772 —1), kde 7 je libovolné piirozené ¢islo, a pokracuje tipravou ze zadaného
rekurentniho vzorce

faG+D)=2-f@)+1=2-2"2 1) +1=2.2"2 241 =202 _1

coz po dosazeni pro n := i + 1 znamend opét pozadovany vztah f(n) = 2"+ — 1.
Podle principu matematické indukce je nyni dokazéno, ze pro zadanou rekurentni po-
sloupnost f plati f(n) = 2”2 — 1 pro viechna pfirozend n. O

Priklad 5.3. Posloupnost (s,)nen je zadand rekurentni definici
So=0 a S,=85,1+n°

pro vSechna n > 1. Dokate, Ze s, = gn(n + 1)(2n + 1) pro vsechna prirozend n.
Reseni: Opét postupujeme matematickou indukei podle n.

e Bizen:=0:50=¢-0-(0+1)(2-0+ 1) =0, coz plati.

o Indukéni krok: za vyuziti s;_y = (i —1)(i —14+1)(2i =2+ 1) = £(i — 1)i(2i — 1), coz
je indukéni predpoklad pro n := 17 — 1 a libovolné ¢ > 1, upravujeme dany rekurentni
vzorec jako

1 1
Si=s8i1+i = 6(2’— 1)i(2i — 1) + 4% = 6@(22'2 —3i+ 1)+

1 1
= 6@(22'2 —3i+1+6i) = éi(i +1)(20 + 1),

coz dokazuje pozadovany vztah s, = %n(nJr 1)(2n+1) také pro n := i a podle principu
matematické indukce jsme hotovi. O

Poznamka: Vysledek Piikladu 5.3 je ukdzkou tzv. sumaéniho vzorce pro fadu

1
12+22+---+n2:En(n+1)(2n+1).

Jinou podobnou ukazkou je uz difve zminény zékladnf vztah 1+2+ -+ +n = in(n + 1).

A podobné muzeme odvodit napiiklad
143+ +2n—-3)+2n—-1)=14+2n—-1) + 34+ (2n—3) —|—---:2n-g:n,

nebo uz bez zdivodnénf 1% +23 + ... +n3 = (1 +2+ - +n)2 = In?(n + 1)% Jakmile
vztah tohoto typu ,uhodneme*, neni tézké jej vzdy dokazat indukci. Jak ale dojdeme k tomu
uhodnuti takového vztahu? Pomoci si muzeme jednoduchym trikem — soucet prvnich feknéme
n polynomialnich ¢lenu lze vyjadfit néjakym polynomem v n stupné o jedna vyssiho. Napisme
si tedy tieba 12 +22 4+ .- +n? = An® + Bn? 4+ Cn + D a postupnym dosazenim n = 0,1,2,3
ziskejme soustavu ¢tyf linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych, které ndm pomohou uréit spravné
hodnoty A, B,C, D. VyzkouSejte si sami.

Zavérem zopakujeme, ze odvozovani a prace s jednoduchymi sumacnimi vzorci by méla
nélezet do vybavy kazdého schopného informatika. Princip matematické indukce je pro tuto
praci klicovy.
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5.2 Induktivni definice mnozin a funkci

Rekurzivné lze urcit nejen hodnoty ¢lent posloupnosti, ale mnohem §iteji lze urcit i prvky
mnoziny a definovat obecnou funkci na nich. Koncept induktivnich definic mnozin a funkci
neni zcela lehky, ale uvidime, ze v informatice je velmi prirozeny a dulezty.

Definice 5.4. Induktivni definice mnoziny.
Jednd se obecné o popis (néjaké) mnoziny M v nasledujicim tvaru:

« Je ddno nékolik pevnych (bdzickijch) prvku aq,as,...,ar € M.

o Je dan soubor induktivnich pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) xy,...,x, € M, pak také y € M.
V tomto piipadé je y typicky funkei y = fi(z1,. .., x¢).

Pak nase induktivné definovand mnozina M je uréena jako nejmensi (inkluzi) mnozina
vyhovujici vSem témto pravidlum.

Komenta¥: Neékolik ukazek. ..
o Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obrdatime na mnozinu vSech prirozenych ¢isel,
ktera je formalné zavedena nasledovné.

-0eN
— Je-li i € N, pak také succ(i) € N (kde néslednik succ(i) odpovidd hodnoté i + 1).

ORORONOROENERE
e Pro kazdé y € N muzeme definovat jinou mnozinu M, C N induktivné takto:
- yeM,
— Jestlize x € My, a v + 1 je liché, pak x + 2 € M,,.
Pak napriklad M3 = {3}, nebo My = {4 +2i | i € N}.
o Dalsim piikladem induktivni definice je uz zndmé zavedeni vyrokovych formuli
z Oddilu 1.4. Uméli byste ted piesné fici, co tam byly bazické prvky a jaka byla induk-

tivni pravidla? A jaka byla v definici formuli role zavorek? K tomu se blize vyjadiime
na zaver této lekce.

Jednoznac¢nost induktivnich definic

Definice: Rekneme, ze dand induktivni definice mnoziny M je jednoznacnd, prave kdyz
kazdy prvek M lze odvodit z bazickych prvka pomoci induktivnich pravidel pravé jednim
zptisobem.

Komenta¥: Definujme napiiklad mnozinu M C N induktivné takto:

-23eM

— Jestlize z,y € M a x <y, pak také 2% +y? a x - y jsou prvky M.

Pro¢ tato induktivni definice neni jednoznacnd? Napiiklad ¢islo 8 € M lze odvodit zpisobem
8 =2-(2-2), ale zéroven zcela jinak 8 = 22 + 22.

V ¢em tedy spociva dulezitost jednozna¢nych induktivnich definic mnozin? Je to
predevsim v dalsim mozném vyuziti induktivni definice mnoziny jako ,zakladny* pro od-
vozené vyssi definice, viz nasledujici Definice 5.5 a tfeba doplinkova Véta 5.11. Struéné a
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neformélné feceno, hlavni role jednoznac¢nosti induktivni definice je v moznosti pak priradit

prvkum této induktivni mnoziny néjaky ,,jednozna¢ény vyznam®.

Induktivné definovand mnozina povétsinou nema valny vyznam sama o sobé, avsak
poskytuje defini¢ni obor pro néslednou induktivné definovanou funkci:

Definice 5.5. Induktivni definice funkce z induktivni mnoziny.
Necht mnozina M je ddna jednoznacnou induktivni definici. Pak fikdme, Ze funkce F :
M — X je definovana induktivnée (vzhledem k induktivni definici M), pokud je feceno:
e Pro kazdy z bézickych prvku aj,as,...,ar € M je uréeno F(a;) = ¢;, kde ¢; je
konstanta.

e Pro kazdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) xi,...,x, € M, pak také f(xy,...,xy) € M”

je definovano
F(f(z1,...,2,)) na zdkladé hodnot F(z1),. .., F(zy).

Komenta¥#: Ilustrujme si induktivni definici funkce détskou hrou na ,tichou postu“. De-
finitnim oborem je fada sedicich hracua, kde ten prvni je bazickym prvkem a kazdy
nasledujici (mimo posledniho) odvozuje hrace sediciho hned za nim jako dalsi prvek hry.
Hodnotou béazického prvku je prvni (vymyslené) posilané slovo. Induktivni pravidlo pak
nasledujicimu hréaci prirazuje slovo, které je odvozeno (,zkomolenim®) ze slova predchoziho
hrace. Vysledkem hry pak je hodnota-slovo posledniho hréce.

Pro dalsi ptiklad se podivejme tifeba do manudlovych strdnek unixového piikazu test
EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

Vidite, jak tato ukazka krasné koresponduje s Definici 5.57 No, ne uplné, ponékud
problematicka je otdzka jednoznacnosti této definice — jednoznacnost neni vynucena (jen
umoznéna) syntaktickymi pravidly, jinak je pak ddna nepsanymi konvencemi implementace
prikazu. To je pochopitelné z matematického hlediska Spatné, ale presto jde o péknou
ukézku z praktického Zivota informatika.

5.3 Pouziti strukturalni indukce

Induktivni definici mnoziny a funkce z ni si znovu podrobnéji ilustrujeme primitivni
ukazkou. Utelem predlozeného prikladu je nazorné vysvétlit, kterak lze prirozené zkom-
binovat induktivni definice s pokrocilou formou matematické indukce v dokazovani, s tzv.
strukturalni indukct.

Piiklad 5.6. Jednoduché aritmetické vyrazy a jejich vyznam.
Necht je ddna abeceda 3 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®, (,)}. Definujme mnozinu jedno-
duchych vyrazu SExp C ¥* induktivné takto:
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x Dekadicky zdpis kazdého ptirozeného ¢isla n je prvkem SEzp (bézické prvky).

x Jestlize z,y € SExp, pak také (z) ® (y) a (x) ® (y) jsou prvky SEzp.

x Jak snadno nahlédneme, diky nucenému zavorkovani je tato induktivni definice jed-
noduchych vyrazu SEzp jednoznacna.

Timto jsme jednoduchym aritmetickym vyrazum priradili jejich ,formu*, tedy syntax.

Pro pfitazeni ,vyznamu®“, tj. sémantiky aritmetického vyrazu, nésledné definujme
funkci vyhodnoceni Val: SEzp — N induktivné takto:
x Pro bazické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis prirozeného cisla n.
* Prvn{ induktivn{ pravidlo: Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).
* Druhé induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(z) - Val(y).

Co je pak ,spravnym vyznamem* (hodnotou) uvedenych jednoduchych aritmetickych
vyrazu? (Piiklad 5.7) O

Piiklad 5.7. Diikaz spravnosti prifrazeného , vyznamu“ Val: SEzp — N.

Véta. Pro kazdy vyraz o € SExp je hodnota Val(o) z Prikladu 5.6 ¢iselné rovna
vysledku vyhodnoceni vyrazu o podle béznych zvyklosti aritmetiky.

Jelikoz pojednavame o induktivné definované funkci Val, je prirozené pro dukaz jejich
vlastnosti aplikovat matematickou indukci. Avsak na rozdil od dtive probiranych piikladu
zde nevidime zadny celoc¢iselny ,parametr n*, a proto si jej budeme muset nejprve defi-
novat podle struktury vyrazu o (mluvime proto o strukturalni indukci).

Presnéji, nasi indukci povedeme podle ,,délky ¢ odvozeni vyrazu o definované jako
pocet aplikaci induktivnich pravidel potiebnych k odvozeni o € SEzp.

Dukaz: V bazi indukce ovérime vyhodnoceni bazickych prvki, kterézto jsou zde deka-
dické zapisy prirozenych ¢isel. Plati Val(n) = n, coz skuteéné odpovidé zvyklostem arit-
metiky.

V indukénim kroku se podivame na vyhodnoceni Val((x) @ (y)) = Val(z) + Val(y).
Podle béznych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((z) @ (y)) méla byt rovna souctu
vyhodnoceni vyrazu x, coz je podle indukéniho predpokladu rovno Val(z) (z mé ziejmé
kratsi délku odvozeni), a vyhodnoceni vyrazu y, coz je podle indukéniho predpokladu
rovno Val(y). Takze skutecne Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((z) ® (y)) se dofesi analogicky. O

5.4 Nazpét k matematické logice

Vybaveni aparatem induktivnich definic, mtuzeme nyni podat matematicky presnéjsi de-
finici formuli vyrokové logiky z Oddilu 1.4 a jejich sémantiky.

Definice: Necht P = {A, B,C,...} je (nekonetnd spocetnd) mnozina vyrokovych pro-
ménnych. Mnozina F vyrokovych formuli je dana témito pravidly induktivni definice:

x Bazickymi prvky JF jsou vyrokové proménné P, tj. X € F pro kazdé X € P.

* (negace) Je-li p € F, pak také () je prvkem F.

x (implikace) Je-li p,1p € F, pak také (¢) = (¢) je prvkem F.

Zéaroven plati, ze zavorky okolo ¢ lze vynechat pouze pokud ¢ € P nebo ¢ bylo vytvofeno
induktivnim pravidlem negace. To stejné plati pro vynechavani zavorek okolo ).
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Poznamka: Jiz nad rdmec predchozi definice patii difve uvedené syntaktické zkratky
x oV (disjunkce / ,nebo®) je jiny zapis formule —p = 1,
x o AN (konjunkce /,a“) je jiny zépis formule  —(—¢ V =),
x o<1 (ekvivalence) je jiny zapis formule (¢ = ¥) A (Y = ¢).
Na zakladé jednoznacné induktivni definice mnoziny F vyrokovych formuli nyni
muzeme podat presnou induktivni definici funkce vyhodnoceni (logické hodnoty formuli),

kterou jsme doposud znali z Definice 1.8.
Necht valuace (ohodnoceni) je funkce v : P — {0, 1}.

Definice 5.8. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.
Pro kazdou valuaci v definujeme funkci

S, F—{0,1},
zvanou vyhodnoceni formule o vzhledek k v, induktivné takto:

* S, (X) :=v(X) pro kazdé X € P.

1 jestlize S,(p) = 0;

* Su(7p) '_{ 0 jinak.
0 jestlize S, =1la S, =0;
sy {0 SO0 80

Pievod formuli do normalniho tvaru

V daldim se vratime k logickym formulim v normalnim tvaru (viz Oddil 2.2), tedy k for-
mulim, ve kterych se operator negace vztahuje pouze k vyrokovym proménnym. Vyznam
normalniho tvaru pro lidské chapani vyznamu formuli jsme si jiz zduvodnili a nyni si
formalné dokazeme, ze vzdy muzeme normalniho tvaru dosdéhnout.

Tvrzeni 5.9. KazZdou vyrokovou formuli lze prevést do normdlniho tvaru, pokud k =
povolime i uZivani odvozenyjch spojek N\ a V.

Dukaz Tvrzeni 5.9 pak piimo vyplyva z jednoduchého mechanického postupu prevodu
formuli do normalniho tvaru popsaného v nasledujici Metodé 5.10.

Metoda 5.10. Prevod formule ¢ do normdlniho tvaru F(p).

Pro prevod pouzijeme funktory F a G s neformdlnim viyznamem F(X) jako ,je pravda,
ze X“ a G(X) jako ,neni pravda, ze X“. Tyto funktory definujeme induktivnimi predpisy
nasledovneé:

F(A) A G(A) -A
Floe) = Gv) G(-v) = Flo)
Flo=1) = Flp) = F(¥) Gle=v) = Fle)AG(¥)
Flony) = Flp) NF¥) Gleny) = G(p)va(y)
Flevy) = Flp)VF@) Glevy) = G(p)NG(Y)
Flpeod) = Flp) e F) Gleey) = Flo) <o)
Pro predikatové formule toto rozsirime jesté o pravidla:
F(Vz.p) = Vr.F(p) GVr.p) = Jzr.G(p)
F@x.9) = Jx.F(p) G(3x.¢) = Vz.G(p)

40



Komentaf: Uvazme formuli =(A = —(B V —(C = —A4))). Uzitim uvedeného postupu Me-
tody 5.10 ziskdme:

F((A=2BVA(C=-4) = GA=(BVA(C=-4)) =
}‘(A) NG(~(B (c = -4)) = AANF(BVA(C=-A))
A (F(B)V ( (C=-4) = AA(BVG(C = -A)) =
AN (BV(F(O)NG(=4))) = ANBV(CAF(A)
AN (BV(CAA))

Formuli AA (BV (C A A)) lze déle zjednodusit na ekvivalentni formuli A A (B Vv C). To ale
je jiz z naseho pohledu matematicky neformadlni (heuristicky) postup.

Dtkaz pro normalni tvar formule
Na zavér nasleduje dalsi ilustrativni ukazka dikazu strukturdlni indukei.

Véta 5.11. Pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati (viz Metoda 5.10), Ze
a) F(p) je formule v normdlnim tvaru ekvivalentni k ¢

b) a G(p) je formule v normalnim tvaru ekvivalentni negaci —p.

Dukaz povedeme indukci ke strukture formule, neboli indukci povedeme podle
»délky“ ¢ — poctu aplikaci induktivnich pravidel pfi sestavovani formule .
o Béaze indukce (¢ = 0): Pro v8echny atomy, tj. vyrokové proménné, ziejmé plati, ze

F(A) = A je ekvivalentni A a G(A) = —A je ekvivalentni —A.

e V indukénim kroku piedpoklddejme, ze a) i b) plati pro vSechny formule ¢ délky
nejvyse £. Vezmeme si formuli ¢ délky ¢ + 1, kterd je utvorend jednim z néasledujicich
zpusobu:

x 1) = —p. Podle vyse uvedeného induktivniho predpisu je F(v) = F(—p) =
G(p). Podle indukéniho predpokladu pak je G(p) formule v normélnim tvaru
ekvivalentni —¢ = 1. Obdobné pro funktor G vyjadiime G(¢) = G(—p) =
F(p). Podle indukéniho predpokladu pak je F(p) formule v normalnim tvaru
ekvivalentni ¢ a to je dale ekvivalentni ——¢ = —) podle Tvrzeni 1.11.

x 1) = (1 = ¢2). Podle vyse uvedeného induktivniho predpisu je F(¢) = F(¢1 =
v2) = F(p1) = F(pz2). Podle indukéniho predpokladu jsou F(p1) i F(p2)
formule v normalnim tvaru ekvivalentni ¢; a ps. Potom i F(p1) = F(pa) je
v normalnim tvaru dle definice a podle sémantiky = je ta ekvivalentni formuli
(o1 = @2) =9
Obdobné rozepiseme G(¢) = G(p1 = w2) = F(p1) A G(pa). Jelikoz A je pro
nds jen zkratka, vyraz déle rozepiseme G(¢) = =(F(¢1) = —G(p2)). Podle in-
dukéniho predpokladu (a dvoji negace) jsou F(p1) a =G (g2) po fadeé ekvivalentni
formulim ¢; a ¢,. Tudiz nakonec odvodime, ze G(v) je ekvivalentni negaci for-
mule ¢; = s, coz jsme zde méli dokazat.

x 10 = (p1Vg). Zde si musime opét uvédomit, ze spojka V je pro nés jen zkratka, a
prepsat ) = (¢ = ¢3). Potom podle piedchozich dokdzanych piipadu vime, ze
F() = F(mp1 = p2) = F(—p1) = F(pa) je ekvivalentni formuli (—p1 = ¢o) =
¥, coz bylo tfeba dokdzat. Stejné tak G(¢) = G(—p1 = p2) = F(—p1) A G(p2)
je podle ptredchozich piipadu dikazu ekvivalentni (=1 A —py) = —).
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x 10 = (1 A ) ah = (p1 < ) uz dokonéime analogicky.

Rozsifujici studium

Posledni c¢asti latky o dikazech a mnozinach byla problematika induktivnich definic,
které ac ve formalnim podani mohou nejprve vypadat tézko pochopitelné, jsou ve skutecnosti
zcela prirozenou popisnou metodou v mnoha aplikacnich stérach informatiky a jejich alespori
intuitivni ovladani pro vas bude v dalsim studiu informatiky nezbytné. Schvalné, zkuste se
podivat do kterékoliv vasi oblibené oblasti informatiky, kde vsude induktivni definice (tj.
ty odvoldvajici se rekurzivné samy na sebe pro ,, mensi pripady“), najdete. At uz primo ¢i
neprimo. V Lekci uvedeny priklad prikazu ‘test EXPRESSION’ je jen vybranym zrnickem
pisku v hromadé dalsich pouziti.
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6 Relace a jejich vlastnosti

Uvod

Jak jsme si rikali v Lekci 3, relace a funkce patri mezi zakladni ,,datové typy“ matema-
tiky. Zdroven na pojem (zcela obecné) relace velmi brzy narazi kazdy informatik pri studiu
dat a databazi, které na ném stavi. Neni to vSak jen oblast relacnich databazi, ale i jina
mista informatiky, kde se abstraktni relace skryvaji ¢i primo explicitné objevuji. Nejcastéji
se tak setkate s bindrnimi relacem: nad mnozinami, na néz se v textu hloubéji zamérime.

Cile

Rozsitime latku zavéru Lekce 3 o prezentace relaci, zvlasté v pripadé bindrnich relaci.
Ve vztahu k binarnim relacim je zavedeno mnozZstvi pojmu, které jsou pouzivany v riznych
oblastech matematiky i informatiky. Ty zahrnuji zakladni vlastnosti relaci a jejich uzavéry.
V latce pak plynule pokracujeme Lekci 7.

6.1 Reprezentace konecnych relaci

Oblasti, kde informatici nejcastéji potkaji obecné relace, je bezesporu ukladéni dat. To
proto, Ze shromazd ovand data, stejné jako relace, piedevsim sleduji vztahy mezi objekty.
Na druhou stranu je relacni databaze zcela obecnou ukazkou reprezentace jakékoliv relace,
kterou si ilustrujeme ptikladem.

Piiklad 6.1. Tabulka relacni databaze prezentuje obecnou relaci.
Definujme nésledujici mnoziny (,elementarni typy*)

x INAK ={a,---,2, A, -+, Z mezera},

x CISLICE = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Daéle definujeme tyto mnoziny (,odvozené typy*)

+ JMENO = ZNAK",  PRIJMENI = ZNAK®*, VEK = CISLICE?,

x ZAMESTNANEC ,e“ JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,typu”“ ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:

JMENO | PRIJMENI | VEK

Jan Novék 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26

Stanislav | Novotny 52

Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

Jisté ¢tendii uznaji, ze zaddni relace vyétem jejich slozek neni pro ¢lovéka (na rozdil od
pocitace) tim nejpiijemnéjsim zpusobem. Je tedy piirozené se ptét, jak co nejndzornéji
takovou relaci, alespon v jeji nejcastéjsi binarni podobeé, ukéazat.

ZnaZeni: Binarni relaci R C M x M lze jednoznacné znazornit jejim grafem:

e Prvky M znazornime jako body v roviné (tj. na papite).
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e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,8ipku®) z a do b. Je-li a = b,
pak je touto hranou ,smycka“ na a.

Komentaf: Napiiklad méme M = {a,b,c,d,e,f} a R = {(a,a),(a,b),(b,c),(b,d),
(b,€), (b, f), (d,c),(e,c), (f. ), (e,d), (e, f),(f,b)}, pak:

f

Al ;

c
Pozor, nejednd se o ,grafy funkci“ zndmé treba z matematické analyzy.
V piipadé, ze M je nekonecnd nebo ,velkd“, muze byt reprezentace R jejim grafem

nepraktickd (zalezi také na mite ,pravidelnosti“ R).

ZnaZeni: Bindarni relaci R C M x M lze jednoznaéné zapsat také pomoci matice relace
— matice A typu M x M s hodnotami z {0, 1}, kde a;; = 1 prave kdyz (i,j) € R.

Komentar:
f § a /1 10000
b0 01111
a d cOOOOOO_A
b — dloo1000]|"
el0 01101
c f\011000

6.2 Vlastnosti binarnich relaci

Pro zacatek dalsiho matematického vykladu relaci si vy¢tem a doprovodnymi schema-
tickymi obrazky uvedeme pét zakladnich vlastnosti bindrnich relaci na stejné mnoziné,
které nas typicky v matematické teorii zajimaji. Je tfeba si uvédomit, ze se budeme
zabyvat velmi specidlnim pifpadem, nebot uvedené vlastnosti ddvaji dobry smysl pouze
pro uspotfadané dvojice na téze mnoziné, ale na druhou stranu se jedna o uzitecny
specialni pripad.

Definice 6.2. Necht R C M x M. Binarn{ relace R je
o reflexioni, prave kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

<D D

o ireflexivni, prave kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

KK
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e symetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, ze jestlize (a,b) € R, pak

také (b,a) € R;
<>

o antisymetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, ze jestlize (a,b), (b,a) € R,
pak a = b;

e tranzitivni, pravé kdyz pro kazdé a,b,c € M plati, ze jestlize (a,b), (b,c) € R, pak

také (a,c) € R. a b c

N

Komenta¥: Pozor, muze byt relace symetrickd i antisymetricka zaroven?

Ano! é é é

Vezméte si relaci R = {(z,x) | € M}, kterd obé jmenované vlastnosti spliuje. Neboli
neni pravda, ze relace je antisymetrickd, pravé kdyz neni symetrickd. Proto pokud jste
treba dotazéani, zda relace je symetrickd, nestaci se v odpovédi odvoldvat na fakt, ze je
antisymetricka (¢i naopak), nebot tyto vlastnosti se nevylucuji.

Ukazkové binarni relace

Piiklad 6.3. Jak poznat vlastnosti relaci z matice:

1100 1100
0111 1 011
0010 01 01
0 011 01 10

Které z vlastnosti z Definice 6.2 maji binarni relace reprezentované témito maticemi?

Reseni: Ony vlastnosti si probereme (trochu neformélné) jednu po druhé.
x Podle definice je relace reflexivni, pravé kdyz kazdy prvek na hlavni diagondle je 1.
Tudiz vlevo relace reflexivni je a vpravo neni.

x Obdobné je relace ireflexivni, pravé kdyz je jeji hlavni diagonala vyplnéna nulami.
Tudiz ani jedna z nasich relaci ireflexivni neni.

x Podle definice je relace symetricka, pravé kdyz je matice ,stejna“ v zrcadlovém obraze
podle hlavni diagonaljludiz vlevo symetrickou relaci neméame a vpravo méame.

x Obdobné je relace antisymetrickd, pravé kdyz po ,prelozeni“ matice podle hlavni
diagonaly nebudou nikde mimo tuto diagondlu dvé jednicky ,na sobé“. Tudiz vlevo
relace antisymetricka je a vpravo neni.
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x Zbyva posoudit tranzitivitu, coz neni uplné jednoduché... Pokusime se velmi ne-
formalné popsat nazorny postup vychazejici z definice tranzitivity.
Relace je tranzitivni, pravé kdyz vzdy vyjde nésledujici test. Najdeme v libovolném
fadku 1, od ni ve svislém sméru (nahoru nebo dolu) dojdeme na hlavni diagondlu (jeji
prvek nas nezajima) a z toho mista nakonec ve vodorovném sméru dojdeme na jinou 1.
Poté na pruseciku pocatecniho radku a koncového sloupce musi také byt 1. O

Priklad 6.4. Neékolik prikladi relaci definovanych v prirozeném jazyce.

Necht M je mnoZina vsech studentt 1. roéniku FI. Uvazme postupné relace R C
M x M definované takto

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné ¢islo;

*

*

x,y) € R pravé kdyz = mé stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

*

z,

*

€ R prave kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;

*

)
)
) € R préave kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o 2 mm;
)
)

€ R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);

(z,y
(z,y
(z,y
(z,y
(

x,y) € R pravé kdyz z je zamilovan(a) do y.

*

Zamyslete se, které z definovanych vlastnosti tyto jednotlivé relace maji. .. O

Komenta¥: Co délat v situaci, ze nase relace nékterou z poptavanych vlastnosti nema, ale
nam by se ta vlastnost hodila? V nékterych piipadech lze chybéjici vlastnost relaci ,, doplnit*
pomoci takzvaného uzavéru, ¢emuz se budeme vénovat v dalsim oddile.
« Napiiklad reflexivni uzavér jednoduse prida do relace vSechny dvojice (z,x) nad nosnou
mnozinou relace.

e Nebo symetricky uzavér zahrne do relace vSechny obricené dvojice k existujicim dvo-
jicim, ¢ili vSechny chybéjici (z,y) pokud (y,x) € R.

6.3 Uzaveéry relaci

V predchozim jsme se kratce zminili o postupu, jak danou relaci muzeme ,obohatit“ o
zvolenou vlastnost. (To se v praxi muze hodit napiiklad tehdy, kdyz nase data o relaci jsou
netplnd a potiebnd vlastnost je tak poskozena.) Takové obohaceni se pochopitelné muze
tykat pouze nékterych vlastnosti — téch, které 1ze jednoznacné zajistit prostym pridanim
dvojic do existujici relace. Podchytit uzaviratelné vlastnosti ma za kol nasledujici defi-
nice.

Definice: Necht V je libovolna vlastnost bindrnich relaci. Rekneme, ze V je uzaviratelnd,
pokud splnuje nésledujici podminky:
x Pro kazdou mnozinu M a kazdou relaci R C M x M existuje alespon jedna relace
S C M x M, ktera ma vlastnost V' a pro kterou plati R C S.

+ Necht I je mnozina a necht R; C M x M je relace majici vlastnost V pro kazdé i € I.
Pak relace [);.; R; md vlastnost V.

Fakt: Libovolna kombinace vlastnosti reflexivita, symetrie, tranzitivita je uzaviratelna
vlastnost. To plyne piimo z toho, ze uplna relace M x M na nasi mnoziné M mé vSechny
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uvedené vlastnosti zaroven. Ireflexivita a antisymetrie naopak nejsou uzaviratelné vlast-
nosti.

Véta 6.5. Necht V je uzaviratelnd vlastnost bindrnich relaci. Bud M mnoZina a R libo-
volnd bindrni relace na M. Pak pro mnozinu vsech relaci S O R na M magicich vlastnost
V ezistuje infimum RY (vzhledem k mnoZinové inkluzi), které samo md vlastnost V. Plati

RV = ﬂ S.

SDOR, S mdaV na M
Definice: Tuto minimalni relaci RV s vlastnosti V nazyvame V -uzdvér relace R.

Srovname-li Vétu 6.5 s Definici 5.4, pohledem sbéhlého matematika uvidime, ze V-
uzévér RY relace je vlastné dany induktivni definici, ve které bazickymi prvky jsou dvojice
puvodni relace R a induktivni pravidla odpovidaji vlastnosti V. Tento konstruktivni
pohled je podchycen ptipad od pripadu v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 6.6. Necht R je bindrni relace na M. Pak plati ndsledujici poznatky.
x Reflexioni uzaver R je presné relace RU {(x,z) |z € M}.

e
« Symetricky uzaver R je presné relace R= {(z,y) | (z,y) € R nebo (y,z) € R}.

x Tranzitioni uzdver R je presné relace Rt = (J.°, T*(R), kde T je zobrazeni, které
pro kazdou binarni relaci S vrati relaci

T(S):=SU{(z,2) | existuje y takové, ze (z,y), (y,z) € S}

aTHS)=T(T...(T(S))...) je i-krét iterovand aplikace zobrazeni T .
%'/_/
+ Reflexivni a tranzitivni uzdvér R je piesné relace R* = Q7, kde Q je reflexivni
uzaver R.

* Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzdvér R (tj. nejmensi ekvivalence obsahujici R)
e
je presné relace (Q)1, kde @ je reflexivni uzéver R.

Poznamka: Na poradi aplikovani uzavéru vlastnosti zalezi! Zhruba fe¢eno, tranzitivni uzavér
obvykle aplikujeme coby posledni.

Zéverem se jeSté pozastavime nad piipadem tranzitivntho uzavéru RY = (J;o, T(R),
jehoz definice se nezda az tak ,konstruktivni“ — jak bychom pocitali nekonecéné sjedno-
ceni? To skutetné nepotiebujeme, nebot plati nésledujici:

Tvrzeni 6.7. Nechf R je relace na konecné mnoziné. Pak existuje prirozené m takové,
Ze tranzitivnd uzdvér relace R lze zapsat R =J;", T"(R).

Dikaz: Pro néj si uvédomme zasadni fakt — pokud 7" (R) = T*(R), tak uz plat
THE(R) = TU(R) pro viechna piirozend k. Neboli je potieba sjednotit jen tolik prvnich
clenu vyrazu |J;o, T'(R), dokud se hodnota T*(R) ,zvétsuje“, coz muze nastat jen
kone¢né krat nad konec¢nou mnozinou. O
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6.4 Tranzitivni relace

Mezi zakladnimi vlastnostmi relaci popsanymi Definici 6.2 je jedna — tranzitivita, jejiz
uchopeni a zvladnuti je vyrazné tézsi nez u ostatnich vlastnosti. Proc¢? Definice reflexivity,
symetrie ¢i antisymetrie nam ihned feknou, které dvojice v relaci chybi nebo prebyvaji.
Avsak vlastnost tranzitivity je fundamentalné induktivni — vsimnéte si predchoziho tran-
zitivniho uzavéru, kde po kazdém ptidani dvojice do relace je nutno znovu podminku
tranzitivity kontrolovat, coz ,indukuje” nové dvojice k pridavani.

K hlubsimu pochopeni tranzitivity pomuze (snad) nésledujici poznatek.

Tvrzeni 6.8. Mé&jme relaci R na konecné mnoZiné M a necht RV je tranzitivnim
uzdvérem R. Pak pro kazdé x,y € M plati (x,y) € R prdvé tehdy, kdyz existuji
20,21, - - -y 28 € M takové, Ze zo = x, 2z, =y a (zi-1,2) € Rproi=1,... k.

Komentaf: Tvrzeni 6.8 o tranzitivnim uzdvéru R* je potfeba (neformdlné) &ist takto: Do
tranzitivniho uzdvéru patii vSechny ty dvojice (x,y), ze v puvodni relaci R se lze ,dostat
po sipkach® z x do y. Pro velmi jednoduchou ilustraci:

e

V rozsifeném pifkladé bud R C N x N definovana takto: R = {(i,7 + 1) | i € N}. Pak
tranzitivni uzévér R™ je b&zné ostré linedrni uspofdddni < piirozenych éisel.

Dukaz: Nezapomente, ze tvrzeni vyslovené jako ekvivalence se musi dokazovat ve dvou
smérech implikace. Nejprve predpokladejme, Zze existuji zg, z1,...,2r € M takové, ze
20 =%,z =y a(z_-1,2) € Rproi=1,..., k. Indukci podle ¢ > 1 snadno dokazeme,
ze (z0,2i) € R: zde plati (29,2;_1) € R z indukéniho predpokladu a (z;_1,2;) € R z
predpokladu naseho tvrzeni. Potom (zo, z;) € R plyne z definice tranzitivity.

Naopak predpokldadejme (z,y) € RT. Tento smér dukazu neni lehky a pomuzeme si
timto trikem: Nechf D C M je mnozina téch prvka M, do kterych se lze ,dostat po
sipkdch® z z (induktivni definice mnoziny). Potom x € D a pokud také y € D, jsme s
dukazem hotovi. Pro spor tedy predpokladame, ze y & D.

Z toho, jak jsme mnozinu D zavedli, plyne, ze pro kazdé z € D at € M \ D plati
(z,t) € R (neformdlné, z D nevede ven zadna sipka). Podle definice tranzitivniho uzévéru
pak ale nevede z D ven zadnd Sipka ani v uzdvéru R* a jelikoz y € M \ D, dostavame
(x,y) & RT, coz je spor. Dukaz opacného sméru je hotov. O

S tranzitivnimi relacemi (mezi objekty) se nejcastéji setkavame, pokud tyto objekty
porovnavame vztahy ,je stejny jako“ nebo ,je vétsi/lepsi nez*. Takové porovnéni pfimo
vede k nésledujicim pojmum.

Definice 6.9. Dana binarni relace R je

x relace ekvivalence, prave kdyz je R reflexivni, symetrickd a tranzitivni;

x Cdstecné uspordaddni, praveé kdyz je R reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni (Casto
fikdme jen uspordadani).

Piiklad 6.10. Jaké viastnosti maji nasledujici relace?
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« Bud R C NxN definovan takto (z,y) € R prave kdyz z déli y. (Cdstecné uspordadant,
ale ne kazda dveé ¢isla jsou porovnatelna.)

e Bud R C N x N definovana takto (x,y) € R pravé kdyZz x a y maji stejny zbytek po
déleni ¢islem 5. (Ekvivalence.)

e Necht FF = {f | f: N — N} je mnozina funkci. Bud R C F x F definovand

takto (f,g) € R pravé kdyz f(x) < g(x) pro vSechna z. (Ireflexivni, antisymetricka a
tranzitivni, ale ne reflexivni — striktné fe¢eno neni usporadanim.) O

Piiklad 6.11. Jak vypada graf relace ekvivalence?
Pomérné priznacné, jak nam ukazuje nasledujici obrazek (vsimnéte si absence Sipek,
kterd je ddna symetrii relace).

Neformélné feceno; ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (z,y) € R prave kdyz
x a y jsou v néjakém smyslu ,stejné* (lezi na stejné hromddce). Tyto hromadky pak
nazyvame komponentami ¢i tridami ekvivalence dané relace. Vice se o vztahu ekvivalence
k jejim ttiddm dozvime v piisti lekci. O

k pristi latce. . .

Priklad 6.12. Studenti predmétu IBO00 sedi v lavicich v obdélnikové poslucharné
(vsak to dobre zndte). Ne vsechny sedacky jsou nutné obsazené. Definujeme relaci R
tak, ze dvojice studentu (a,b) nalezi do R, pravé kdyz b sedi ve stejné radé vlevo od

a nebo b sedi ve stejném sloupci pred a.

a) Dokazte, ze tranzitivni uzaver R je antisymetricka relace.
b) Kolik nejméné a nejvice tiid ekvivalence miize definovat reflexivni, symetricky

a tranzitivni uzaver relace R?

Cést (a) dokdzeme sporem; necht tedy plati (a,b), (b,a) € Rt kde a # b. Pro¢ by toto
nemeélo nastat? Pro diukaz si pomuzeme jednoduchym trikem: pro studenta x definujeme
hodnotu s(z) := i + j, kde ¢ je fada a j sloupec, ve kterych x sedi, ¢islovano zleva a
zeptedu. Pak podle popisu relace R ziejmé plati s(x) > s(y) pokud (z,y) € R. Podle
definice tranzitivniho uzavéru pak s(a) > s(b) jakmile (a,b) € R™ a a # b, avsak také
s(a) < s(b) jelikoz (b,a) € R™. To je zfejmeé spor.

Nyni prejdeme k éasti (b). Ozna¢me S reflexivni, symetricky a tranzitivni uzéver re-
lace R. Nejméné tiid, jednu, ziskdme pii plném obsazeni posluchdrny, at uz mé jakékoliv
rozmeéry. Vezméme kterékoliv dva ruzné studenty a, b. Podle definice reflexivniho a syme-
trického uzavéru existuje student ¢ sedici ve stejné radé jako a a ve stejném sloupci jako
b (muze to byt i jeden z a,b), pticemz plati (a, ¢), (¢,b) € S. Podle definice tranzitivniho
uzaveéru pak (a,b) € S, a proto a, b lezi ve stejné jedné tiidé podle Véty 7.7.

Naopak nejvice tiid ziskdme, pokud zadni dva studenti nesedi ve stejné radé nebo
stejném sloupci (tFeba sedi jen na jedné tuhlopficce). Pocet tiid pak je presné ¢, kde ¢ je
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rovno minimu z po¢tu fad a sloupct posluchérny. Predpokladejme pro spor, ze by mohlo
pii néjakém obsazeni posluchérny existovat vice nez ¢ tiid ekvivalence uzavéru S. Zvolme
z kazdé tiidy jednoho studenta jako reprezentanta. Podle Dirichletova principu nékteri
dva a, b z vybranych studentu sedi ve stejné fadé ¢i sloupci (nebot studentu je vice, nez
minimum z poc¢tu fad a sloupcu). Podle definice nasi relace R a symetrického uzavéru
pak plati (a,b) € S. Avsak a,b pochdzi z ruznych tiid ekvivalence a to je ve sporu s
Vétou 7.7. O

Navazujici studium

Meéjte na paméti, ze na pojmech mnozin, relaci a funkci jsou vystavény prakticky vSechny
skutecné datové struktury pouzivané v dnesni informatice. Explicitné toto muzete vidét na
relacnich databazich, ale i na mnoha jinych implicitnich vyskytech. Mnohem vice si nejprve
o relacich a jejich skladani a poté specialné o funkcich vysvétlime v dalsich dvou lekcich.
Dalsim dulezitym matematickym datovym typem odvozenym z binarnich relaci jsou pak
grafy probirané od Lekce 9, na nichz v ruzné mire stavi vétsina zakladnich algoritmi, které
se budete ucit.
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7 Ekvivalence, Usporadané mnoziny

Uvod

V této lekci pokracujeme rozebiranim relaci na mnozinach jako ndstroju vyjadrujicich
vztahy mezi objekty. Zamérime se pritom pouze na relace binarni, které néjakym zpusobem
srovnavaji objekty podle jejich vlastnosti (obvykle ve smyslu , stejny jako“ nebo ,, lepsi/vétsi
nez“). Takto vagné opsané bindrni relace mivaji jasné spolecné znaky, které se pak objevuji
ve zde uvedenych formalnich definicich relace ekvivalence a uspordddani.

Co se tyce ekvivalenci, Ize si je neformalné predstavit jako rozdéleni prvku nosné mnoziny
na , hromadky*“, pricemz prvky kazdé jednotlivé hromadky jsou si navzajem v jistém smyslu
stejné. Naopak usporadani nam jiz podle svého nazvu udava srovnani prvkil nosné mnoziny,
neboli které prvky si ,,stoji Iépe” nez jiné.

Cile

Definujeme relace ekvivalence a usporadani a mnohé dalsi pojmy k nim se vztahujici,
napriklad rozklady a Hasseovské diagramy. Studujici by méli porozumét matematické pro-
blematice rozkladii mnozin a usporadanych mnozin a naucit se je spravné pouzivat.

7.1 Relace ekvivalence a rozklady

Nyni se hloubéji podivejme na prvni specificky typ bindrni relace zminény v Lekci 6:
Podle Definice 6.2 je relace R € M x M ekvivalence praveé kdyz R je reflexivni, symetrickéd
a tranzitivni. Tyto tri vliastnosti tedy musi byt splnény a ovéfeny k diukazu toho, ze dana
relace R je ekvivalenci.

ZnaZeni. V piipadé relace ekvivalence se pomérné casto lze setkat s oznacenim jako ~
¢i &~ misto R. Misto (z,y) € R se pak pise x =~ y.

Piiklad 7.1. Necht M je mnozina vsech studentii 1. roéniku FI. Uvazme postupné
relace R C M x M definované nasledovné a zkoumejme, zda se jedna o ekvivalence:

*

(z,y) € R prave kdyz x ma stejnou vysku jako y;

*

(z,y) € R prave kdyz x ma stejnou barvu vlasu jako y;

*

(z,y) € R praveé kdyz z,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasu;

*

(z,y) € R prave kdyz x,y maji stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasu.
U kterého body se nejedna o relaci ekvivalence a proc¢? Je to posledni piipad, kdy neni
splnéna tranzitivita. O

Uvedeny piiklad ukazuje na nasledujici univerzalni poznatek, ktery muze platit
(a taky plati) pouze pro prunik a nikoliv pro sjednoceni.

Tvrzeni 7.2. Necht R, S jsou dvé relace ekvivalence na stejné mnoziné M. Pak jejich
prunik RN S je opét relact ekvivalence.

Dukaz (naznak): Jelikoz reflexivita a symetrie jsou zfejmé, sta¢i snadno ovérit platnost
tranzitivity na R N S. Necht (a,b), (b,c) € RN S, pak podle tranzitivity kazdé jedné z
R, S plyne (a,c) € R a zéroven (a,c) € S. O
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Piiklad 7.3. Necht R C N x N je bindrnf relace definovand takto: (x,y) € R prdvé

kdyz |x — y| je délitelné tremi. V jakém smyslu jsou zde x ay ,stejné“?

Plati (z,y) € R prave kdyz z, y davaji stejny zbytek po déleni tfemi. Je to opét relace
ekvivalence. O

Piiklad 7.4. Bud R bindrni relace mezi vSemi studenty na piednasce FI:IB000
definovana takto: (x,y) € R pravé kdyz x iy sedi v prvni lavici.
Uz na prvni pohled jde o relaci symetrickou a tranzitivni. Pro¢ se v tomto ptipadé nejedna
o relaci ekvivalence? Protoze neni reflexivni pro studenty sedici v dalsich lavicich. (Takze
si ddvejte dobry pozor na spravné pochopeni definic.) O

Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Néplni nasledujici ¢asti vykladu je ukazat jiny pfirozeny pohled na ekvivalence. Tento
novy pohled nam matematicky formalizuje jiz nastinénou piredstavu ekvivalence jako
rozdéleni prvku nosné mnoziny M na ,hromadky“, pricemz prvky kazdé jednotlivé
hromadky jsou si navzdjem v jistém smyslu ,stejné“.
Definice 7.5. Rozklad mnoZiny. Necht M je mnoZina.
Rozklad (na) M je mnozina podmnozin ' C 2M spliujici ndsledujici tii podminky:

~ 0 &N (tj. kazdy prvek N je neprazdnd podmnozina M);

— pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = {;

Prvkum N se také iikd tridy rozkladu.
Komentar:

x Bud M ={a,b,c,d}. Pak N' = {{a}, {b,c},{d}} je rozklad na M.

* Necht 49 = {k € N | kmod3 =0}, 41 = {k € N | kmod3 = 1}, Ay = {k €
N | k mod 3 = 2}. Pak N' = {Ap, A1, Ao} je rozklad vSech pfirozenych ¢isel N podle
zbytkovych ttid.

Kazdy rozklad N na M jednoznacné urcuje jistou ekvivalenci Ry na M:

Véta 7.6. Necht M je mnozina a N rozklad na M. Necht Ry € M x M je relace na
M definovand takto
(x,y) € Ry prdvé kdyz existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.
Dikaz: Dokazeme, ze Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni (Definice 6.2).

o Reflexivita: Bud z € M libovolné. Jelikoz N je rozklad na M, musi existovat A € N
takové, ze x € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 7.5). Proto (x,z) € Ry,
tedy Ry je reflexivni.

o Symetrie: Necht (z,y) € Ryr. Podle definice Ry pak existuje A € N takova, ze z,y €
A. To ale znamena, ze také (y,z) € Ry podle definice Ry, tedy Ry je symetrické.

o Tranzitivita: Necht (z,%), (y,z) € Ry. Podle definice Ry existuji A, B € N takové,
ze v,y € Aavy,z € B. Jelikoz AN B # (), podle druhé podminky z Definice 7.5 plati
A= B. Tedy z,z € A= B, proto (z, z) € Ry podle definice Ry. g

Kazdé ekvivalence R na M naopak jednoznaéné urcuje jisty rozklad M/R na M:
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Véta 7.7. Necht M je mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kazdé x € M definujeme

(o] ={y € M | (z,y) € R} .

Pak {[z] | x € M} je rozklad na M, ktery znacime M/R a ¢teme ,rozklad M podle R*.

Dukaz: Dokazeme, ze M/R spliuje podminky Definice 7.5
o Pro kazdé [z] € M/R plati [z] # (), nebot x € [x].

« Necht [z],[y] € M/R. Ukdzeme, 7e pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].

Jestlize [z]N[y] # 0, existuje z € M takové, ze z € [x] a z € [y]. Podle definice [z] a [y]
to znamena, ze (z, 2), (y, z) € R. Jelikoz R je symetrickd a (y, z) € R, plati (z,y) € R.
Jelikoz (z,2),(z,y) € R a R je tranzitivni, plati (z,y) € R. Proto také (y,x) € R
(opét ze symetrie R). Nyni dokdzeme, ze [y] = [z]:
x ,[z] C [y]“ Necht v € [z]. Pak (z,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) € R (viz vyse),
tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y] znamend, ze v € [y].
* ,ly] C [z]“ Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Déle (z,y) € R (viz vyse),
tedy (x,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [x] znamena, ze v € [z].

o Platf U e ple] = M, nebot x € [z] pro kazdé x € M. U

7.2 Usporadané mnoziny

Ptirozeny vagni pojem porovndni/uspordadani objektu ma také svou presnou matematic-
kou definici: Podle Definice 6.2 je relace R C M x M (¢astecné) usporaddani pravée kdyz
R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Tyto tfi vlastnosti tedy musi byt splnény a
ovéteny k dukazu toho, ze dana relace R je usporadanim.
Komentaf¥: Neformdlné receno: usporadani je takova relace R C M x M, kde (z,y) € R
praveé kdyz x je v néjakém smyslu ,,mensi nebo rovno* nez y. Mohou ovSem existovat takova
x,y € M, kde neplati (z,y) € R ani (y,z) € R. (Pak fikdme, ze = a y jsou nesrovnatelné.)
Jak ndzorné zobrazit (Castecné) usporadani? Piiklad zjednoduseného zakresleni (jsou
vynechény sipky vyplyvajici z reflexivity a tranzitivity, viz Oddil 7.3) je zde:

8\ /} 2\\ 9 10
délitelnost: M §
\ T ///’
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Vsimnéte si, ze je nékdy zvykem ,vétsi“ prvky kreslit nad ty ,,mensi“.

ZnaZeni. Pro vétsi prehlednost se relace usporadani ¢asto znaci symboly jako C ¢ <
misto prostého R. I my tak ¢asto budeme psét tieba z < y misto (z,y) € R.

Poznamka: Zajisté jste se jiz neformalné setkali s ,neostrym® usporadanim cisel < a ,ostrym®“
usporaddnim < . V&imnéte si dobfe, ze ndmi definované uspoiradani je vzdy neostré. Pokud
byste naopak chtéli definovat ostré usporadani, mélo by vlastnosti ireflexivni, antisymetrické a
tranzitivni. (PFili§ se vSak tato varianta nepouzivé.) Nadéle budeme pracovat pouze s neostrym
usporadanim, ale smycky vyplyvajici z reflexivity a pripadné i Sipky z tranzitivity budeme pro
vétsi prehlednost v obrézcich vynechavat.

Usporadana mnozina

mnozina, neboli soubor prvku s pevné zvolenym uspotradanim na nich.

Definice 7.8. Uspotddand mnoZina je dvojice (M, <),
kde M je mnozina a =< je (¢astecné) usporadéani na M.

Definice: Uspotddani < na M je linedrni (nebo také upiné), pokud kazdé dva prvky M
jsou v = srovnatelné.

Priklady

Piiklad 7.9. Necht M je mnozina vsech studentii 1. roéniku FI. Uvazme postupné
relace R C M x M definované nédsledovné (jedna se iiplné vzdy o usporadani?):

x (r,y) € R pravé kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;

x (r,y) € R pravé kdyz y m4 alespon takovou vysku jako x.

Vsimnéte si dobfe mozného problému — pokud by dva studenti méli presné stejnou vysku,
nebyla by splnéna podminka antisymetrie. Prakticky vsak muzeme uvazovat, ze toto
nenastane (matematicky bychom tekli, ze pravdépodobnost vyskytu dvou studentu presné
stejné vysky bez omezeni presnosti méfeni je nula) a bude se jednat o usporadani. O

Piiklad 7.10. Necht M je mnozina vSech ¢eskych studentu 1. rocniku FI. Uvazme

relaci R C M x M definovanou tak, ze (x,y) € R pravé kdyz x ay maji stejné rodné

c¢islo. Je mozné, aby R byla usporadanim na M?

Ano, za zakonného predpokladu jedine¢nosti rodného ¢isla. Dobte si promyslete proc¢
(které dvojice jsou viibec porovnatelné?). O

Piiklad 7.11. Dalsi ukazky usporadanych mnozin nasleduji zde:
x (N, <) je linedrné usporadand mnozina, kde < ma ,,obvykly“ vyznam.

x (N, |), kde a|b je relace délitelnosti ,,a déli b* na prirozenych ¢islech, je usporddand
mnozina. Toto usporadani neni linearni.
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x Bud M mnozina. Pak (2M, C) je uspotadana mnozina (itkdme inkluzi). Které dvojice
jsou v uspotradani inkluzi nesrovnatelné?

{a, b, ¢}

N

{¢, b} {g, ¢} {b, ¢}

{a} {o {c}

{1 0

Komenta¥: Zamyslete se také, jak vypada relace délitelnosti na celych (tj. i zdpornych)
¢islech. Proc¢ se uz nejedna o usporadani? Blize viz konec Oddilu 7.3.

Multikriterialni usporadani

Prirozenou ukazkou praktického problému, ve kterém potkame problematiku netrivialné
usporadanych objekti, je vybér toho nejlepsiho podle vice nezavislych kritérii. Co
tfeba znamena pozadavek na ,nejlepsi pocitac? 1 pokud se soustfedime jen na
uzitné / vykonové charakteristiky pocitace, muzeme porovnavat nejen podle rychlosti pro-
cesoru, ale také tieba podle vykonu grafiky, velikosti paméti a disku, nebo i poc¢tu na-
kouslych jablek na viku. A jen malokdy se setkame s dostupnym pocitacem, ktery by
jasné dominoval ve vSech kritériich najednou.
Takze jak lze objekty podle vice kritérii seradit?

o Pokud jsou vSechna kritéria numericka, zkoumané objekty lze tadit podle jejich
vazeného pruméru (¢i souctu). Avsak numerické hodnoty jsou ne vzdy dostupné a
predevsim ,prumérovani“ kritérii casto dava velmi neprirozené vysledky.

o Objekty muzeme usporadat podle pruniku sefazeni jednotlivych kritérii (fikd se po
slozkach). Vyhodou je, ze pokud objekt (pocitac) P je lepsi nez Q, tak P v zadném
kritériu nemuze zaostavat za Q. AvsSak vysledkem bude typicky existence nékolika
»hejlepsich“ objektu, které nebudeme umét vzéjemné porovnat. (Podivejte se na pojem
maximdlniho prvku v Definici 7.14.)

o Nakonec si muzeme pomoci slovnikovym usporadanim: Kritéria sefadime od

VVVVVV

zajima rychlost procesoru, poté velikost paméti a az nakonec vykon grafiky ¢i velikost

disku. .. (M&me prece pocita¢ na praci a ne na hrani her ¢i sledovani filmu.)

Ptedchozi vagni popisy uspotradani nyni formalizujeme matematicky. Formalné méjme
nékolik kritérii oznacenych indexovou mmnozinou I (napiiklad uvazme ¢tyti kritéria vy-
psand vyse s I = {1,2,3,4}). Pro i € I necht hodnoty nabyvané i-tym kritériem tvoii
uspofddanou mnozinu (A;, <;). Ve vysledku néds pak zajimé ,slozené* usporadani na
kartézském soucinu X ,.;A;, které definujeme nésledovneé.

Definice 7.12. Usporddani podle vice kritérii.
Pro I € N méjme systém usporddanych mnozin (A;, <;) kde i € I. Na mnoziné M :=
X serAi definujeme bindrni relace E a =< takto;
prol,mée Mkde l = (¢;:i€l)am=(m;:i€l)plati
x (po slozkdch)
¢Cm prave kdyz ¢; <; m; pro vSechna i € I,
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*x (lezikograficky)
¢ <m pravée kdyz ¢ =m, nebo
existuje j € I tak, ze ¢; <; m; a

pro vSechna ¢ € I, 1 < j plati £; = m;.

Komenta¥: Lexikografické usporadani z Definice 7.12 je staré znamé usporadani slov ve
slovniku podle abecedy — kde I indexuje jednotliva pismena slov zleva. V§imnéte si, ze pro
definici lexikografického usporadani je potiebné, aby také indexova mnozina I byla linearné
usporadand. Porovnejte si jej s detaily nasi definice pro lepsi porozumnéni véci.

Tvrzeni 7.13. Necht T a < jsou bindrni relace na mnoziné M z Definice 7.12. Pak se
v obou pripadech jednd o relace uspordaddni. Navic, pokud vsechny (A;, <;) jsou linedrné
usporddané mnoziny, tak lexikografické usporadani (M, <) nad nimi je taktéz linedrnd.

7.3 Pojmy usporadanych mnozin

K tématu usporadanych mnozin se vztahuje mnozstvi formalnich pojmu, které potkate
v ruznych oblastech matematiky i informatiky.
Definice 7.14. Necht (M, <) je uspoiddand mnozina.

e x € M je minimalni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze z y < x vyplyva x < y,

c¢ili podle antisymetrie pro kazdé y < x plati y = x.
%

e x € M je mazimalni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze z x < y vyplyva y <X z,
¢ili podle antisymetrie pro kazdé y = x plati y = z. (Tj. = je maximalni, pravé kdyz
neexistuje zadny prvek ostie vétsi nez x, a x je minimalni, pravé kdyz neexistuje zadny
prvek ostfe mensi nez x.)

e x € M je nejmensi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze x < y.

E

e x € M je nejvétsi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze y < x.

o x € M pokryvay € M prave kdyz = # y, y < x a neexistuje zadné z € M takové, ze

r#zF+yay =z
x

Y
e © € M je dolni zavora (mez) mnoziny A C M préve kdyz = < y pro kazdé y € A.



e £ € M je horni zdvora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz y < z pro kazdé y € A.

e z € M je infimum mnoziny A C M pravé kdyz = je nejvétsi dolni zdvora (mez)
mnoziny A.

e © € M je supremum mnoziny A C M, pravé kdyz = je nejmensi horni zavora (mez)
mnoziny A.

o« A C M je retézec v usporadani < prave kdyz (A, <) je linedrné usporadand mnozina.

Komenta¥: Tuto dlouhou definici se slusi ponékud neformalné okomentovat. Za prvé, s po-
jmy nejmensiho a nejvétsitho prvku jste se uz intuitivné setkali mnohokrat, ale (matema-
ticky slabsi) pojmy minimalniho a maximélniho pusobi nékdy problémy. Zapamatujte si
proto dobfe, ze miniméalnich prvka muze mit mnozina nékolik, jsou to prosté vSechny ty
“yespod”, ale nejmensi prvek existuje nejvyse jeden a je to pouze ten unikdatni minimalni
prvek mnoziny. Stejné pro maximalni. . .

Dalsi poznamka se vztahuje k infimu a supremu mnoziny. Jak jsme napsali (a asi totéz
znéte z matematické analyzy), mnozina nemusi mit nejmensi ani nejvétsi prvek, ale v mnoha
piipadech je lze “nahradit” po radé infimem a supremem, které hraji v jistych ohledech
podobnou roli. Av8§ak ani supremum a infimum nemusi vzdy existovat.

Nakonec si dejte pozor, ze nékteré uvedené definice maji ,netrividlni chovani“ na ne-
kone¢nych mnozinach. Proto je budeme obvykle uvazovat jen nad koneénymi mnozinami.

Piiklad 7.15. Pro¢ ma kazda usporadana mnozina nejvyse jeden nejvétsi prvek?

Tvrzeni dokdzeme sporem: Necht m i n jsou nejvétsi prvky uspofddané mnoZiny
(M, <). Pak podle Definice 7.14 plati n < m i m < n zaroven. Ovsem jelikoz usporadéni
musi byt antisymetrické, pak plati m = n a nejvétsi prvek je jen jeden. O

Hasseovské diagramy

Motivaci zavedeni tzv. Hasseovskych diagramu usporddanych mnozin jsou prehlednéjsi
,obrazky* nez u grafu relaci. Napiiklad si srovnejte nésledujici ukazky:

N d/@

I

AN

Zjednoduseni a konvence piinesené nasledujici definici jsme ostatné méli moznost vidét
uz na nékterych z predchozich ilustra¢nich obrazku uspordadani.
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Definice: Hasseovsky diagram konecné uspoiradané mnoziny (M, <) je jeji jednoznaéné
grafické znazornéni definované takto:
* Prvky nosné mnoziny M jsou zakresleny body v roviné (,,puntiky).
* Mezi kazdou dvojici prvka = # y vede hrana (tj. ,cdra“, ale bez Sipek), pravé kdyz
prvek x pokryva prvek y. V takovém priipadé x musi byt zakreslen vyse nez y. Pojem
pokryvani prvku najdete v Definici 7.14.

Komenta¥: Vsimnéte si, jak pfimo z definic vyplyva, ze puvodni relace uspoiddani < je re-
flexivnim a tranzitivnim uzdvérem relace pokryvéani z Hasseovského diagramu. To znamena,
ze samotné hrany tohoto diagramu spolu s podminkou, které prvky hran jsou kresleny vyse,
uz poskytuji plnou informaci o nasi usporddané mnoziné (M, <).

Metoda 7.16. Zakresleni Hasseovského diagramu
Pro danou koneénou uspofadanou mnozinu (M, <) jej jednoduse ziskdme takto:

x Do prvni horizontalni vrstvy zakreslime body odpovidajici minimalnim prvkum
(M, =). (Tj. které nepokryvaji nic.)

* Mame-li jiz zakreslenu vrstvu 4, pak do vrstvy ¢ + 1 (ktera je ,nad“ vrstvou i) za-
kreslime vSechny nezakreslené prvky, které pokryvaji pouze prvky vrstev < i. Pokud
prvek x vrstvy ¢+ 1 pokryva prvek y vrstvy < ¢, spojime x a y neorientovanou hranou
(tj. ,Carou bez Sipky*“).

Piiklad 7.17. Relaci inkluze na ¢tyrprvkové mnoziné {a, b, c,d} zakreslime Hasse-
ovskym diagramem takto:

|

Komenta¥: Znovu jinymi méné formélnimi slovy opakujeme, ze v Hasseovském diagramu
,vynechavame® ty hrany relace =, které vyplyvaji z reflexivity ¢i tranzitivity. To cely
obrazek vyrazné zprehledni, a pritom nedochazi ke ztraté informace. Lze vynechat i
sipky na hrandch, nebot dle definice vSechny mii{ ,vzhiru“. Také pojem ,vrstvy“ v Me-
todé 7.16 je jen velmi neformélni, dulezité je, ze vétsi (pokryvajici) prvky jsou nad mensimi
(pokryvanymi).

7.4 Relace predusporadani

Mimo usporadani chapanych striktné antisymetricky se v praxi casto setkdme se ,po-
lousporadanimi“, ve kterych nékteré oc¢ividné ruzné prvky stoji na stejné trovni nasi pre-
ference. Co tieba dostaneme, kdyz studenty na zkousce ,usporadame” podle vysledné
znamky A-F? Bude to vzdy uspordadani ve smyslu Definice 6.27 Samoziejmé ne, obvykle
vice nez jeden student bude mit tfeba znamku E, coz zjevné porusuje antisymetrii. Piesto
citime, ze studenty podle znamky tak néjak usporadané mame. Z toho duvodu je uziteéné
zavést 1 nasledujici obecnéjsi pojem:
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Definice: Relace R C M x M je predusporddini (také kvaziusporddani, nebo po-
lousporaddni) pravé kdyz R je reflexivni a tranzitivni.

Komentaf¥: Rozdil mezi uspordddnim a preduspordadénim je (jen neformalné feceno!) v tom,
7ze u predusporadani srovnavame prvky podle kritéria, které neni pro prvek jedinecné.
V preduspordddni takto mohou vznikat ,baliky“ (tfidy) se stejnou hodnotou kritéria, coz
schematicky ilustrujeme na nasledujicim obréazku.

(o= )
- < ©
(o= )
Dulezitym poznatkem je, ze predusporadani se ,az tak moc“ nelisi od diivéjsiho
uspotradani — prirozené totiz odvodime nésledujici:

Véta 7.18. Je-li C preduspordddni na M, muzZeme definovat relaci ~ na M predpisem
x e~y prave kdyz Ty aylx.

Pak ~ je ekvivalence na M, ktera se nazyvd jadro preduspordadani C.

Na rozkladu M/ ~ pak lze zavést relaci =< definovanou takto
[z] 2 [y]  prdvé kdyzx Cy.

Pak (M/ ~, <) je uspordadand mnozina indukovand C.

Komenta¥: Pro ukazku si vezméme relaci délitelnosti na Z. Pak tieba —2 ~ 2. Jddrem zde
jsou dvojice ¢isel stejné absolutni hodnoty.

Dukaz (naznak): Tranzitivita a reflexivita relace ~ vyplyva z tranzitivity a reflexivity
relace C. Symetrie ~ pak je piimym dusledkem jeji definice. Tudiz ~ skutecné je relaci
ekvivalence a M/ ~ je platny rozklad nosné mnoziny.

Tranzitivita a reflexivita relace < se opét dédi z relace C. Jeji antisymetrie vyplyva
nésledujici uvahou: Pokud [z] < [y] a [y] =< [z], pak podle nasi definice z C y a y C =z,
neboli x ~ y a [z] = [y] podle definice tiid rozkladu. Pozor, nejdulezitéjsi ¢asti této vétve
dukazu je vsak jesté zduvodnéni, Zze nase podand definice vztahu [x] < [y] je korektni,
coz znamend, Ze jeji platnost nezavisi na konkrétni volbé reprezentantu = z [z] a y z [y].

Posledn{ zminéné tvrzeni dokdzeme sporem: Necht z, 2" € [z] a v,y € [y] jsou (moznd
ruzni) reprezentanti dvou zkoumanych tiid rozkladu M/ ~; pro které vsak plati z C y
a 2’ J . Podle definice tiidy rozkladu je x ~ y a 2’ ~ ¢/ a z tranzitivity xt Ty C ¢/ C
' C x a tudiz [x] = [y] a na volbé reprezentanta skutecné nezélezi. O

Rozsirujici studium

S relacemi ekvivalence i jimi implicitné definovanymi rozklady mnozin se lze setkat
vsude tam, kde néjaké objekty “rozdélujeme do prihradek” podle néjakych sdilenych znaku
nebo kritérii. Principy takovych rozkladi vam zajisté byly intuitivné znamy jesté drive, nez
jste vubec slyseli o matematickém pojmu ekvivalence, v této lekci jsme si je jen zavedli
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na pevnych formalnich zakladech. Toto formalni pojeti relaci ekvivalence a rozkladi budete
portznu potkdvat i v dalSich informatickych predmétech, napriklad u teorie automati apod.

Druh4 ¢dst lekce pojednava o latce, kterou opét urcité na intuitivni trovni znate (vSak
schopnost si véci ,, usporadat je jednou ze zakladnich lidskych dovednosti). Presto spravné
matematické uchopeni podstaty usporadanych mnozin vyzaduje se prokousat nékolika
nesnadnymi formalnimi definicemi, které byly v této lekci vysvétleny a okomentovany.
Vsimnéte si, ze hlavni tézkosti konceptu usporadani se vztahuji k cdstecnym, tedy ne-
linearnim usporadanim, kdy béznému lidskému uvazovani neni zcela intuitivné jasna prace
s nesrovnatelnymi dvojicemi. S trochou prislusného matematického formalismu se spravné
nakladani s konecnymi ¢astecnymi usporadanimi stane snadnou rutinou.
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8

Skladani relaci a funkci

Uvod

Na zavér uciva o relacich se vracime k zakladnim definicim abstraktni relace a funkce z
Oddilu 3.5. Naplni vykladu bude to, jak relace obracet a jak je mezi sebou skladat, coz si
mimo obecnych relaci vysvétlime i na specialnim pripadu funkci (konrétné na tzv. permu-
tacfch) Mimochodcm kdc jstc se jiz pfirozcné se sk]édainfm funkcf sctka]i — jak napffklad
nastrojem prace v relacnich databazich. A ke 5k1adan1 funkcei se pak vaze nékolik dalsich
zakladnich matematickych pojmu, jako jsou injektivni, surjektivni a bijektivni funkce.

Cile

V této lekci definujeme inverzi a skladani vice relaci a ukazeme na zasadni vyznam téchto
operaci pro relacni databaze. Na to navazeme definici zakladnich vlastnosti funkci a diskusi
souvisejicich operaci inverze a skladani funkci. V ramci této diskuse si podrobné probereme
problematiku cykli permutaci a skladani permutaci.

8.1 Inverze a skladani relaci

Ve vykladu se nyni vratime k obecnému pojeti relaci mezi dvéma (tfeba ruznymi)
mnozinami. K vyuzitelné praci s relacemi v aplikacich se dostaneme, pokud budeme
umeét relace spravné ,prevracet” a ,skladat“. To nam umozni nasledujici definice.

Definice: Nechf R C A x B je bindrni relace mezi A a B. Inverzni relace k relaci R se
znaéf R~! a je definovéna takto:

R—l

R ' ={(b,a)| (a,b) € R}

A B A B
f R~ E

je tedy relace mezi B a A.

Nésleduje klicova definice, pro jejiz blizsi ilustraci odkazujeme také na Ptiklad 8.3.

Definice 8.1. SloZeni (kompozice) relaci R a S.
Necht R C Ax B a § C B x(C jsou binarni relace. SloZeni relaci R a S (v tomto poradi!)
jerelace So R C A x C definovana takto:

SoR={(a,c) | existuje b € B takové, ze (a,b) € R, (b,c) € S}

LISl

Slozeni relaci ¢teme R slozeno s S* nebo (pozor na potradi!) ,,S po R“.
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Komenta¥: Nékolik matematickych piikladu skladani relaci nasleduje zde.

* Je-li
- A={a,b}, B={1,2}, C={X,Y},

~ R={(a,1),(b,1),(b,2)}, S={(1,X)}

pak slozenim vznikne relace
~ SoR={(a,X),(b,X)}.

% Slozenim funkef h(z) = 22 a f(x) = z + 1 na R vznikne funkce
(f oh) () = F(h(x)) = 2* +1.
% Slozenfm téchze funkci ,,naopak” ale vznikne funkce (ho f) (z) = h(f(z)) = (z +1)%

Poznamka: Nepiijemné je, ze v nékterych oblastech matematiky (napiiklad v algebfe pii skladani
zobrazeni) se setkdme s pravé opacnym zéapisem sklddani, kdy se misto S o R pise R - S nebo
jen RS. Proto je si vzdy dobré slovné ujasnit, které poradi skldadanych relaci mame na mysli.
My zde zasadné budeme pouzivat poradi S o R.

Tvrzeni 8.2. Necht RC Ax B aS C B x C jsou bindrni relace. Pak inverzi sloZené
relace S o R je relace (So R)™' = R71oS™L.

Dukaz: Zopakujme si, co nam tikaji vyse uvedené definice:
R~ = {(b.a)|(a,b) € R}
ST = {(¢,b) | (bc) € S}
(SoR)™" = {(c,a) | existuje b € B takové, ze (a,b) € R, (b,c) € S}
Dosazenim z prvnich dvou vztahu do tfetiho vznika
(SoR)™' = {(c,a) | existuje b € B takové, ze (b,a) € R, (¢c,b) € S™'}
a to jiz podle Definice 8.1 ihned implikuje pozadovany zaveér

(SoRy'=R1'os™

8.2 Praktické pouziti skladani

Podivejme se nyni, jak se skladani relaci pfirozené objevuje v praci s relacnimi da-
tabdzemi. (D4 se zjednodusené ftici, ze pravé v operatoru sklddani tabulkovych relaci
tkvi hlavni smysl rela¢nich databézi. . .)

Piiklad 8.3. Skladani v relacni databazi studentu, jejich predméti a fakult.

Méjme dvé binarni relace — jednu R pritazujici studentum MU koédy jejich zapsanych
predmétt, druhou S pritazujici kédy predmétu jejich materskym fakultam. Maly vysek
z téchto relaci muze v tabulkové reprezentaci vypadat tfeba nasledovneé.

student (uco) | predmeét (kod) predmét (kéd) | fakulta MU
121334 MAO010 MAO010 FI

R- 133935 M4135 g IB0O00 FI
1 133935 [A102 “ | IA102 FI
155878 M1050 M1050 PrF
155878 IB000 M4135 PiF
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Jak z téchto ,tabulkovych®“ relaci zjistime, ktefi studenti maji zapsané predmeéty na
kterych fakultach (tfeba na FI)?

Jedna se jednoduse o slozeni relaci S o R. V nasem prikladé tabulkové reprezentace
vyjde vysledek:

student (uc¢o) | fakulta MU
121334 FI
133935 FI
SR 33035 PiF
155878 FI
155878 PiF 0O

Zobecnéné skladani relaci

V praktickych pouzitich relaénich tabulek povétsinou nevystacime jen s bindrnimi rela-
cemi, takZe je prirozené se ptat, jestli lze podobné sklddat i vice-drni relace. Odpoved
je snadnd — lze to a ani nepotiebujeme novou definici, vysta¢ime s tou, kterou uz mame
vyse uvedenou.

Definice: (sklddani relaci vy33i arity):

Meéjme relace T' C K1 X Ko X -+ X Ky a U C Ly X Ly X --- X Ly, pticemz pro néjaké
m < min(k, /) plati Ly = Kx_me1, Lo = Kk_mao, ..., Ly = K. Pak relaci T 1ze slozit
s relaci U na zvolenych m slozkéch Ly, ..., L,, (,prekryti“) s pouzitim Definice 8.1 takto:

x Polozme A=Ky X -+ X Ky_p,, B=L; XX L,aC=1Lj1 XX L.

-,

« Prislusné relace pak jsou R = {(a,b) € Ax B | (a1,..-g_m,b1,...by) € T} a
S=A{(b,¢) e BxC| (b,...bm,Cmi1,---c0) € U}
x Nakonec ptirozené polozme U o,, T~ S o R, takze vyjde
Uo,, T = {(&',5) | ex. be B, e (a1y.. AQg—m,b1,... b)) €T a (by,...bm,Cmt1,-.-Co) € U}.
Schematicky pro snadnéjsi orientaci ve slozkach nasich relaci:
TC Ky X - XKgpx Kp o1 X x Ky
U C Ly XX Ly XLpyq X -0 X Ly

Uo,TC K;x--xKp_,,x X Ly X oo X Ly

(.

N~ N~

A B c
Opét je nejjednodussi si koncept skladani vicecetnych relaci ilustrovat piikladem.

Priklad 8.4. Skladani v relacni databazi pasazéru a leti u leteckych spolecnosti.

Podivejme se na priklad hypotetické rezervace letu pro cestujici, relace T'. Jak znamo
(tzv. codeshare), letecké spolecnosti si mezi sebou ,déli“ mista v letadlech, takze ruzné
lety (podle kédu) jsou ve skutecnosti realizovany stejnym letadlem jedné ze spolecnosti.
To zase ukazuje relace U.

pasazér | datum let datum let letadlo
Petr 5.11. | OK535 5.11. OK535 CSA
7. | Pavel 6.11. | OK535 . | 511 | AF2378 CSA
Jan 5.11. | AF2378 © | 5.11. DL5457 CSA
Josef 5.11. | DL5457 6.11. OKb535 | AirFrance
Alena 6.11. | AF2378 6.11. AF2378 | AirFrance
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Ptame-li se nyni, setkaji se Petr a Josef na palubé stejného letadla? Pripadné, ¢i letadlo
to bude? Odpoveédi ndm da slozeni relaci U oy T', jak je popsano vyse.

pasazér letadlo
Petr CSA
UoyT: | Josef CSA
Pavel AirFrance

Zkuste se zamyslet, lze tyto dvé relace skladat jesté jinak? Co by pak bylo vyznamem?
O

8.3 Vlastnosti funkci

Funkce je intuitivné chdpana jako predpis, ktery kazdé hodnoté (¢i hodnotam v piipadé
vice proménnych) levé strany pritadi jednoznacné hodnotu pravé strany, tzv. funkéni
hodnotu neboli vysledek. Avsak v nejobecnéjsi podobé pojem funkce nemusi byt ni-
jak svazany s konkrétnim ptredpisem jejiho vypoctu; tento obecnéjsi nahled je obzvlaste
potiebny v informatice, kdy se budete setkdvat i s funkcemi, které nejsou algoritmicky
vycislitelné.

Ptipomenme si, ze funkce je podle Definice 3.12 specialnim ptipadem relace, majici
pro kazdou hodnotu levé strany jedinou (funkéni) hodnotu pravé strany. V tomto oddile
si uvedeme nékolik vlastnosti specifickych pro funkce.

Definice 8.5. Funkce (piipadné parcidlni funkce) f: A — B je
*x injektivnd (nebo také prostd) prave kdyz pro kazdé z,y € A, x # y plati f(z) # f(y);

x surjektivni (nebo také ,na“) pravé kdyz pro kazdé y € B existuje z € A takové, ze

f(z) =y;

x bijektivni (vz&]. jednoznacnd) prave kdyz je injektivni a soucasné surjektivni.
o> (e

>

o > {e

Komenta¥: Naésleduji jednoduché ukazky vlastnosti funkci.

* Funkce plus : N x N — N je surjektivni, ale neni prosta.

* Funkce g : Z — N dand predpisem
—2x —1 jestlize x < 0,
9(z) = { 2z jinak
je bijektivni.
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* Funkce () : ) — () je bijektivni.

* Funkce 0 : ) — {a, b} je injektivni, ale neni surjektivni.

Priklad 8.6. Dokdzali byste nalézt jednoduse (tj. ,,hezky*“) vypocitatelnou bijektivni
funkci N — N x N7

V feSeni si problém nejprve zkusime predstavit vhodnym geometrickym modelem
(nenf to nutné, ale velmi dobré pro pochopeni). Mnozina N x N necht je predstavovéna
vsemi jednotkovymi ctverecky v prvnim kvadrantu roviny. Cely tento kvadrant postupné
vyplinujeme po krocich vétsimi ¢tverci z levého dolni rohu, tj. postupné o rozmeérech 1 x 1,
2 x 2,3 x 3, atd. Co ndm v kazdém kroku i ptibude (postupujeme od i = 0)7 Bude to
pasek 2i 41 jednotkovych ¢tverecku ve tvaru 1. Pokud tyto pasky narovname a seradime
za sebou, dostaneme jednostranné nekoneény pas jednotkovych ctverecku, coz znamena
pro nas mnozinu N. Kyzena bijekce je na svéteé!

Nyni zbyva formalni stranka véci — zapsat tuto bijekci predpisem, ¢ili vzorcem. K
tomu si pripomeneme, ze N = {0,1,2,3,...}. Jak si sami muzete snadno ovérit, predpis
vypoctu hodnoty f(n), kde f : N — N x N je vyse geometricky popsand bijekce, je
nasledujici:

* Nalezneme nejvétsi k takové, ze k* <n (k= [/n)).

x Pron —k* <k mdme f(n) := (k,n — k?),
kdezto pro n — k? > k je f(n) := (k? + 2k — n, k). O

Piiklad 8.7. Pro jaké hodnoty parametra a,b je funkce f(z) = ax® + 3z + bx + 1

z R do R injektivni ¢i surjektivni?

Nejprve rozebereme piipad a = 0, kdy plati f(0) = f(=b/3) = 1. Pro b # 0 je
—b/3 # 0, kdezto pro b = 0 zase plati f(1) = f(—1) = 4. Tudiz pro a = 0 funkce f
nemuze byt nikdy injektivni. Zaroven pro a = 0 nemuZe byt ani surjektivni, nebot pro
kazdé z plati, ze f(z) = 3z*> + bz +1>1—b?/12.

Necht tedy a > 0. Potom lim, , o f(z) = —o0o a lim, ,s f(z) = 0o a vzhledem
ke spojitosti funkce f musi nabyvat vSech redlnych hodnot a je surjektivni. Totéz plati
pro a < 0. Zodpovézeni otazky, kdy je f injektivni, jiz vyzaduje nékteré zakladni po-
znatky matematické analyzy. Ze Skolni znalosti prubéhu polynomické funkce plyne, ze ta
je prosta prave tehdy, kdyz nema zadny lokalni extrém. V piipadé kubického polynomu
to konkrétné znamend, ze prvni derivace nesmi byt nulova ve dvou ruznych realnych bo-
dech. Vyjadieno pifslusnou kvadratickou rovnici, f'(z) = 3ax? + 6x + b = 0, dostavame
z jejiho determinantu podminku 36 — 12ab < 0.

Zaver: Funkce f je surjektivni, pravé kdyz a # 0. Funkce f je injektivni, pravé kdyz
a+#0a36—12ab<0. O

Inverze funkce

Inverze funkce je dana definici inverze relace z Oddilu 8.1.
Komenta¥: Piiklady inverzi pro bézné funkce:
* Inverzi bijektivni funkce f(x) = x + 1 na Z je funkce f~'(z) =z — 1.
* Inverzi prosté funkce f(z) = e* na R je parcidlnf funkce f~'(z) = Inz.
* Funkce g(x) = 2 mod 3 neni prostd na N, a proto jeji inverzi je ,, jen“relace g=! = {(a,b) |

a = b mod 3}. Konkrétné g—! ={(0,0), (0,3), (0,6),...,(1,1),(1,4),...,(2,2), (2,5)_,. )
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K pojmu inverze funkce se vztahuji nasledujici zakladni a jednoduché poznatky:
Tvrzeni 8.8. Mé&jme funkci f : A — B. Pak jeji inverzni relace f=1 je
a) parcialni funkce prdvé kdyz f je prostd,

b) funkce pravé kdyz f je bijektivn.
Dukaz vyplyva piimo z definic funkce a inverze relace. Zkuste si sami. O

Tvrzeni 8.9. Je-li inverzni relace f~' funkce f taktés parcidlni funkci, tak plati
7Y f(x)) =z pro viechna x z defini¢niho oboru.

Dukaz vyplyva ptimo z definic funkce a inverze relace. O

8.4 Skladani funkci, permutace

Obdobné jako u inverze, i skladani funkci je dano definici skladani relaci z Oddilu 8.1.
Jelikoz vsak definice skladani relaci je pomérné slozita, je vhodné si uvést alternativni
jednoduchou definici skladani pouze pro funkce.

Fakt: Méjme funkce (zobrazeni) f: A — B ag: B — C. Pak jejich slozenim coby relaci
v tomto poradi vznikne zobrazeni (g o f): A — C' definované

(g0 f)@) = g(f(x)).

Komentar:

* Jak napiiklad na bézné kalkulaéce vypocteme hodnotu funkce sin?z ? Slozime (v tomto

poiadi) ,elementdrni“ funkce f(z) = sinz a g(z) = 22

* Jak bychom na ,elementdrni“ funkce rozlozili aritmeticky vyraz 2log(z? 4+ 1)? Ve
spravném poradi slozime funkce fi(z) = 22, fo(z) =2 +1, f3(x) =logz a fi(z) = 2.

x A jak bychom obdobné vyjadiili slozenim funkeci aritmeticky vyraz sinz + cosz ? Opét
je odpovéd pifmocara, vezmeme ,elementarni* funkce g;(z) = sinzx a go(x) = cosz, a
pak je ,slozime® dalsi funkei h(z,y) = x +y. Vidime vsak, ze takto pojaté ,skladani“
uz nezapadd hladce do naSeho zjednodusSeného formalismu sklddani relaci.

Pro nedostatek prostoru si skladdni funkci s vice parametry nedefinujeme, ale sami vidite,
ze obdobné skladani se v programatorské praxi vyskytuje doslova ,na kazdém rohu“ a
ani se nad tim nepozastavujeme.

Skladani permutaci

Po zbytek tohoto oddilu se zaméfime na permutace coby specidlni piipad (bijektivnich)
zobrazeni, nebot dobfe ilustruji problematiku sklddani bez zbyteénych technickych kom-
plikaci a zaroven se jedna o uzitecnou oblast diskrétni matematiky.

Znateni: Necht permutace m mnoziny {1,2,...,n} je uréena sefazenim jejich prvku
jako (p1,pe,...,pn). Pak m je zdroven bijektivnim zobrazenim {1,...,n} — {1,...,n}
definovanym ptedpisem 7 (i) = p;. Abychom postihli obé tyto podoby permutace zarovern,

. o S (T2
budeme také jako pomtucku pouzivat obvykly rozsiteny zapis (p » ;)
1 P2 -.- Dn

Permutace lze sklddat jako relace (funkce) podle Definice 8.1 a plati nasledujict:
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Tvrzeni 8.10. Méjme permutace m a o mnoziny {1,2,...,n}. Pak jejich slozeni o om
je opét permutaci mnoziny {1,2,...,n}.

Dukaz vyplyva snadno aplikaci definice bijektivni funkce. O

Poznamka: VSechny permutace mnoziny {1,2,...,n} spolu s operaci skladan{ tvoii grupu, zva-
nou symetrickd grupa S,,. Permuta¢ni grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice dulezité
v algebfe, nebot kazda koneénd grupa je vlastné isomorfni nékteré permutacni grupé.

Komenta¥: Prikladem permutace vyskytujicim se v programatorské praxi je tifeba zob-
razeni ¢ — (i + 1) mod n (“inkrement”). Casto se tieba lze setkat (aniz si to mnohdy
uvédomujeme) s permutacemi pii indexaci prvkua poli.

V kontextu pohledu na funkce a jejich skladani coby relaci si zavedeme jiny, nazornéjsi,
zpusob zapisu permutaci — pomoci jejich cyklu.

Definice: Necht 7 je permutace na mnoziné A. Cyklem v 7 rozumime posloupnost
(ay,aq,...,ar) raznych prvku A takovou, ze m(a;) = a;y1 pro i = 1,2,...,k — 1
am(ar) = ay.

Jak ndzev napovidd, v zépise cyklu (aq, as, . . ., a;) neni dulezité, kterym prvkem zaéneme,
ale jen dodrzeni cyklického potradi. Cyklus v permutaci muze mit i jen jeden prvek (zob-
razeny na sebe).

Komentaf¥: Nakreslete si (vami zvolenou) permutaci m obrazkem, ve kterém vedete Sipku
vzdy od prvku i k prvku 7 (7). Pak uvidite, ze cykly dle nasi definice jsou pravé cykly tvorené
Sipkami ve vasem obrézku. S timto grafickym zobrazenim pro vas nebude problém pochopit
nasledujici latku.

1 2 3
5 3 4

Napiiklad permutaci ( ;l 2 (15 ; g) si Ize obrazkem nakreslit takto:

Reprezentace permutaci jejich cykly

Véta 8.11. Kazdou permutaci m na konecné mnoziné A lze zapsat jako sloZeni cyklu na
disjunktnich podmnozindch (rozkladu) A.

Diikaz: Vezmeme libovolny prvek a; € A a iterujeme zobrazeni ay = 7(ay), ag = m(as),
atd., az se dostaneme ,zpét“ k ayy1 = m(ax) = a;. Pro¢ tento proces skonci? Protoze A
je konecna a tudiz ke zopakovani nékterého prvku ax,; musi dojit. Nadto je 7 prosta, a
proto nemuze nastat m(ay) = a; pro j > 1. Takto ziskame prvni cyklus (a1, ..., ag).

Induktivné pokracujeme s hleddnim dalsich cyklu ve zbylé mnozineg A" = A\
{ai,...,ax}, dokud nezustane prazdna. V tomto indukénim kroku si musime uvédomit,
ze m omezené na nosnou mnozinu A’ je stale permutaci podle definice (neboli zadna prvek
z A’ se nezobrazi do {ay,...,ar}). O
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ZnaZeni permutace jejimi cykly: Necht se permutace m podle Véty 8.11 sklad4 z cyklu
(a1,...,ax), {(by,..., b)) az tieba (z1,..., z,). Pak zapiseme

= ({ar,...,ax) (br,...,0) (21, 2 )

Komenta¥: Primitivni pseudonahodné generatory v pocitacich iteruji z ndhodného pocatku
permutaci danou vztahem i — (i + p) mod ¢. Je pochopitelné, ze tato permutace nesmi
obsahovat kratké cykly, lépe Feceno, meéla by se sklddat z jediného (dlouhého) cyklu. (Pro
uplnost, jedna se o permutaci mnoziny {0,1,...,qg — 1}).

Piiklad 8.12. Ukazka skladani permutaci danych svymi cykly.

Vezméme T7-prvkovou permutaci zadanou sefazenim 7w = (3,4,5,6,7,1,2), neboli
rozsitené zapsanou jako (; i g ‘é ? ? ;) Ta se sklada z jediného cyklu (1,3,5,7,2,4,6).
Jind permutace dand sefazenim o = (5,3,4,2,6,1,7), neboli (; g i ;1 2 ? Z), se rozklada
na tii cykly (1,5,6), (2,3,4) a (7). Nyni ur¢ime slozeni ¢ o 7 téchto dvou permutaci (uz
piimo v zépisu cykly):

((1,5,6)(2,3,4)(7)) o ((1,3,5,7,2,4,6)) = ((1,4)(2)(3,6,5, 7))

(Nezapominejme, ze prvni se ve slozeni aplikuje prava permutace!)

Postup skldadani jsme pouzili nasledovny: 1 se zobrazi v permutaci vpravo na 3 a pak
vlevo na 4. Nésledné 4 se zobrazi na 6 a pak na 1. Tim ,uzavieme*“ prvni cyklus (1,4).
Daéle se 2 zobrazi na 4 a pak hned zpét na 2, tj. ma samostatny cyklus. Zbyly cyklus
(3,6,5,7) uré¢ime analogicky. O

Rozsirujici studium

Meéjte na paméti, Ze na pojmech mnozin a relaci jsou vystavény prakticky vsechny da-
tové struktury pouzivané v dnesni informatice. Explicitné toto miizete vidét na relacnich
databazich, ale i v mnoha jinych implicitnich vyskytech. A dalsim dulezitym matematickym
datovym typem odvozenym z binarnich relaci jsou pak grafy probirané od Lekce 9, na nichz
v ruzné mire stavi vétsina zakladnich algoritmu, které se budete ucit.

S formalizaci pojmu funkce a jejimi vlastnostmi se zatim setkavate spise v matematice,
avsak napriklad na bijektivni funkce v informatice narazite hned pri zpracovani dat pri
volbé klice apod. Nasim cilem bylo ukazat praci s funkcemi v jejich abstraktni podobé, tj.
bez vazby na néjaky konkrétni analytické vzorecek jako v matematice. Takové abstraktni
pojeti je blizsi tomu, jak relace a funkce vyuziva informatika.
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9 Pojem grafu

Uvod

Po relacich se nas vyklad upre smérem k dalsi zakladni strukture diskrétni matematiky,
grafu. Trebaze grafy (pozor, neplette si je s grafem funkce) jsou jen jednim z mnoha typi
objektu v diskrétni matematice a vlastné pouze specialnim pripadem binarnich relaci, vy-
dobyly si svou uzitecnosti a nazornosti (a to predevsim ve vztahu k informatice) dilezité
misto na slunci. Da se tak bez nadsazky rici, Ze teorie grafil je asi nejvyznamnéjsi soucasti
soudobé diskrétni matematiky, a proto se ji budeme vénovat po dvé nasledujici lekce.

Neformalné receno, graf se sklada z wvrcholu, které si predstavime jako nakreslené
,puntiky“, a z hran, které spojuji dvojice vrcholii mezi sebou. Své dilezité misto si grafy
ziskaly predevsim dobre vyvazenou kombinaci vlastnosti — snadno pochopitelnym nazornym
nakreslenim a zarovern jednoduchym zpracovanim na pocitacich. Diky témto vlastnostem se
grafy prosadily jako vhodny matematicky model pro popis riiznych vztahi mezi daty a
objekty.

Cile

Definujeme, co je graf a jaké jsou nejzdakladnéjsi grafové pojmy (tfeba hrany a stupné,
podgralfy, souvislost). Klademe diiraz na to, aby se ¢tendr naucil grafy uchopit a ticelné s
nimi pracovat a také aby spravné vidél , stejnost“ (isomorfismus) grafii. Poté se vénujeme
nejjednodussimu druhu grafu, totiz stromum. Jedna se vesmés o pojmy, které se hojné
vyskytuji v informatickych aplikacich grafu a predevsim pak ve vétsiné zakladnich algoritmu,
které se student informatiky uci.

9.1 Definice grafu

Hned na tvod pristoupime k formalni definici grafu. Bude se jednat o definici tzv. jedno-
duchého neorientovaného grafu, ktery budeme povazovat za zakladni, pokud nefekneme
jinak. Svym zpusobem navazujeme na reprezentace relaci v Oddile 6.1.

Definice 9.1. Graf je usporadand dvojice G = (V, E),
kde V' je konetna mnozina vrcholu a E je mnozina hran — mnozina vybranych dvouprv-
kovych podmnozin mnoziny vrcholu; tj. £ C (‘2/) :

ZnaZeni: Hranu mezi vrcholy u a v piseme jako {u, v}, nebo zkrdcené wv. Vrcholy spojené
hranou jsou sousedni a hrana uv vychdzi z vrcholi u a v. Na mnozinu vrcholu znamého
grafu G odkazujeme jako na V' (), na mnozinu hran £(G).

Komenta¥: Grafy se Casto zadavaji primo nazornym obrazkem, jinak je lze formalné zadat
vyctem vrcholl a vyétem hran. Napftiklad:
1

T

2 3 4
V=1{1,2,3,4), E= {{1,2}, (1,3}, {1,4)}, {3,4}}

Na graf se Ize divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvoii pravé dvojice
prvki z této relace. Pro dalsi vyklad je zaddouci si uvédomit, ze v zdkladnim podani jsou
vrcholy grafu vzdy ,bezejmenné“ (neformalné méme jen ty puntiky, které zddné jméno
nemusi mit prifazené). Jména vrcholum grafu pfifazujeme jen pro ucely zépisu ¢i popisu
tohoto grafu a muzeme je volit libovolné.
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Stupné vrcholi v grafu

Maéame-li graf, casto nas zajima, kolik z kterého vrcholu vychézi hran-spojnic, neboli kolik
mé vrchol ,sousedu”. Proto jednim z prvnich definovanym pojmu bude stupen vrcholu
v grafu.

Definice 9.2. Stupném wvrcholu v v grafu G
rozumime pocet hran vychazejicich z v. Stupen v v grafu G zna¢ime dg(v).

Komenta¥#: Slovo ,vychazejici“ zde nenaznacuje zadny smér; je totiz obecnou konvenci u ne-
orientovanych grafu fikat, ze hrana vychézi z obou svych koncu zaroven.

3 3

stupné

2 5

Naptiklad v nakreslené ukédzce jsou stupné piimo zapsdny u vrcholu.
Definice: Graf je d-reqularni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stejny stupen d.
ZnaZeni: Nejuyssi stupen v grafu G znacime A(G) a nejnizsi §(G).
Véta 9.3. Soucet stupnu v grafu je vidy sudy, roven dvojndsobku poctu hran.

Dukaz. Pfi s¢itani stupnu vrcholu v grafu zapocitame kazdou hranu dvakrat — jednou
za kazdy jeji konec. Proto také vysledek vyjde sudy. O

Priklad 9.4. Zodpovézme nasledujici otazky:

a) Kolik hran ma graf se 17 vrcholy stupria 47

b) Existuji dva ,rizné“ grafy se 6 vrcholy stupnu 27
V otézce (a) je soucet stupnu 17 -4 = 68 a podle Véty 9.3 je pocet hran 68/2 = 34.
V (b) existuji dva velmi odlisné grafy uvedené vlastnosti, snadno je nakreslime takto:

O

V dalsim textu si zavedeme nékteré zakladni nézvy, které ndm umozni podobné jedno-
duché grafy snadno a stejné nazorné popisovat slovy misto obrazku. O
Bézné typy graft

Pro snadnéjsi vyjadiovani je zvykem nékteré bézné typy grafu nazyvat popisnymi jmény.
Jde cisté o véc konvence a autofi se mohou v nékterych nézvech lisit (i prichdzet s novymi
nazvy), avsak nasledujicich pét ndzvu patii k veobecnym zakladum teorie grafu.
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Kruznice délky n man > 3 ruznych vrcholu spojenych ,,do jednoho cyklu“ n hranami:

Cesta délky n > 0 ma n + 1 raznych vrcholu spojenych ,za sebou“ n hranami:

P,

1 2 3 4 ceeen n+t+l

U’plngj graf na n > 1 vrcholech ma n ruznych vrcholu spojenych po vsech dvojicich (tj.
celkem (g) hran):
3

v BR
iy

Uplngj bipartitni graf nam > 1an > 1 vrcholech ma m+n vrcholt ve dvou skupinach
(partitach), pficemz hranami jsou spojeny vSechny m - n dvojice z ruznych skupin:

1 2 3 4,.,.m

Definice: Formalné necht kruznice délky n > 3 je graf C,,, kde V(C,) = {1,2,...,n} a
E(C,) = {{i,i+1} : 1 <i < n}U{{n,1}}. Necht cesta délky n > 0 je graf P,, kde
V(P,) ={1,2,....n+1}a B(P,) = {{i,i+1} : 1 <i <n-+1}. Necht dplny grafnan > 1
vrcholech je K, kde V(K,) = {1,2,...,n} a BE(K,) = {{i,j} : 1 <i < j <n}. Necht
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uplny bipartitni grafnam > 1 an > 1 vrcholech je K, », kde V(K. ) = {1,2,...,m,m+
L...om+n}aB(Ky,) ={{i,j}:1<i<m m+1<j<m+n}.

Piiklad 9.5. Zodpovézte si sami nasledujici snadné otazky:

Pro jakou hodnotu n je uplny graf K, zaroven cestou?

*

Pro jakou hodnotu n je uplny graf K,, zédroven kruznici?

Pro jaké hodnoty m,n > 0 je uplny bipartitni graf K, ,, zarovei kruznici?

x Kolik hran musite pfidat do kruznice délky 6, aby vznikl aplny graf na 6 vrcholech?
Pro jaké hodnoty m,n > 0 uplny bipartitni graf K, , neobsahuje zadnou kruznici? g

*

*

*

Zminka o zobecnénych grafech

Komenta¥: Vsimnéme si, ze v definici grafu (Def. 9.1) vibec neuvazujeme moznosti
vicendsobnych hran (mezi stejnou dvojici vrcholu) a tzv. ,smycek® (hrana se stejnym jednim
koncem) — takovému zobecnéni by se fikalo multigraf. Také prozatim nepfisuzujeme hrandm
zadny smeér.

V Oddile 9.4 si vSak jesté zavedeme orientované grafy, které kazdé hrané prifazuji jisty smér.

9.2 Podgrafy a isomorfismus

Dva zékladni nastroje pro praci s grafy jsou nasledujici; moznost popisovat ,cast grafu
(podobné jako podmnozinu mnoziny, avsak je nutno se vyvarovat nekorektnich situaci)
a poznavat ,stejnost“ dvou grafu.

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrchola
V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnozinu hran grafu G majicich oba
vrcholy ve V(H).

Piseme H C (G, tj. stejné jako mnozinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Komenta¥: Na ndsledujicim obrazku vidime zvyraznéné podmnoziny vrcholi hran. Proc¢ se
vlevo nejedna o podgraf? Obrézek vpravo uz podgrafem je.

ON
NN

Definice: Indukovanym podgrafem je podgrat H C G takovy, ktery obsahuje vsechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholu z V(H).
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»Stejnost grafu

Pozorny ctenaf si mozna jiz pti ¢teni predchoziho oddilu polozil otdzku: Co kdyz vezmeme
jeden graf (tfeba kruznici délky 4) a nakreslime nebo zapiSeme jej jednou tak, podruhé
zase jinak — je to stale tentyz graf nebo ne? Viz obrazky dole.

Piisné formalné teceno, kazdé dalsi nakresleni jistého grafu, tfeba této kruznice Cy,
je jinym grafem, ale pfitom bychom radi tekli, ze ruzna nakresleni téhoz grafu jsou ,stale
stejna“. Pro tuto stejnost grafu se vzil pojem isomorfni grafy.

Definice 9.6. Isomorfismus ~ grafu G a H

je bijektivni (vzdjemné jednoznacné) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, ze
kazdéa dvojice vrcholu u,v € V(G) je spojend hranou v G praveé tehdy, kdyz je dvojice
f(w), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni, pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Piseme GG ~ H.

Vlastnosti isomorfismu

Fakt: Méjme isomorfismus f grafu G a H. Pak plati nasledujici
x G a H maji stejny pocet hran,

x [ zobrazuje na sebe vrcholy stejnych stupnu, tj. dg(v) = dy(f(v)).

Komentarft:

U vy8e zakreslenych dvou grafi objevime isomorfismus velmi snadno — podivame se, jak si
odpovidaji vrcholy stejnych stupiia.

Naopak v této trojici grafu (se stejnymi pocty vrcholu i hran) zadné dva nejsou isomorfni.
Pro¢? Ten vlevo mé vrchol stupné 4, ¢imz se od obou zbylych lisi. Prostfedni graf pak mé
jediné dva vrcholy stupné 2 spojené hranou, kdezto v pravém takové dva vrcholy spojené
nejsou (isomorfismus by je vSak i s hranou musel zachovat).
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Priklad 9.7. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hledame isomorfismus, nejprve se podivame,
zda maji stejny pocet vrcholu a hran. Maji. Pak se podivame na stupné vrcholu a zjistime,
ze oba maji stejnou posloupnost stupnu 2,2,2,2,3,3. Takze ani takto jsme mezi nimi
nerozligili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déale tedy nezbyva, nez zkouset vsechny
pripustné moznosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro uleh¢eni vS§imnéme, ze oba vrcholy stupné tfi jsou si syme-
trické, proto si bez ijmy na obecnosti muzeme vybrat, ze nejlevéjsi vrchol prvniho
grafu, oznacme jej 1, se zobrazi na nejlevéjsi vrchol 1’ v druhém grafu (taky stupné
tfi). Ocislujme zbylé vrcholy prvniho grafu 2,...,6 v kladném smyslu, jak je ukazéno
na nasledujicim obrazku. Druhy vrchol stupné tii, oznaceny 4, se musi zobrazit na ana-
logicky vrchol druhého grafu (pravy spodni). Pak je jiz jasné vidét, ze dalsi sousedé 2,6
vrcholu 1 se zobrazi na analogické sousedy 2’, 6’ vrcholu 1’ v druhém grafu, a stejné je to
i se zbylymi vrcholy 3, 5. Vysledny isomorfismus vypadéa v odpovidajicim znaceni vrcholu
takto:

O

Abychom mohli s isomorfismem grafu pfirozené pracovat, je potfeba nésledujici fakt:

Véta 9.8. Relace ,bijt isomorfni“ ~ na tridé vsech grafi je ekvivalenct.

Dukaz. Relace =~ je reflexivni, protoze graf je isomorfni sdm sobé identickym zob-
razenim. Relace je také symetrickd, nebot bijektivni zobrazeni lze jednoznacéné obréatit.
Tranzitivita ~ se snadno dokéaze skladanim zobrazeni—isomorfismu. O

Dusledkem je, ze vSechny mozné grafy se rozpadnou na tridy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluvime o grafu, myslime tim obvykle jeho celou tfidu isomorfismu, tj. nezalezi
nam na konkrétni prezentaci grafu.

Komenta¥: Je uvedeny piistup, tj. zaménovani konkrétniho grafu za celou jeho tfidu isomor-
fismu, v matematice neobvykly? Ne, napiiklad uz v geometrii jste fikali ,étverec o strané 2
¢i ,jednotkovy kruh“ a podobné, aniz jste méli na mysli konkrétni obrazek, nybrz celou
tfidu vSech téchto shodnych objektt.

Dalsi (pod)grafové pojmy

Definice: Méjme libovolny graf G.

x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikame kruznice v G.
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x Specialné fikame trojuhelnik kruznici délky 3.
x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké cesté, fikame cesta v G.

x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému tuplnému grafu, tikame klika v G.
(Nekdy se za kliku povazuje pouze takovy tplny podgraf, ktery je maximalni vzhledem
k usporadani inkluzi.)

* Podmnoziné vrcholi X C V/(G), mezi kterymi nevedou v G viubec zadné hrany,
fikdme nezavisla mnozina X v G.

* Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, rikame induko-
vand kruznice v G.

Komenta¥: Uvazujme néasledujici ukazky grafi:

6 ) 6 )

2 3 2 3

Prvni z ukdzanych grafu napiiklad neobsahuje zadny trojuhelnik, ale obsahuje kruznici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhy graf trojihelnik obsahuje a kruznici délky 4 taktéz.
Prvni graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1,2,3,4,5, ale ta neni indukované. Indu-
kovand cesta délky 4 v ném je tieba 2,3,4,5,6. Druhy graf tyto cesty také obsahuje, ale
naopak zadna z nich neni indukovand. Prvni graf ma nejveétsi kliku velikosti 2 — jedinou
hranu, kdezto druhy graf ma vétsi kliku na vrcholech 3,4,5. Nejvétsi nezdvislda mnozina u
obou grafi mé 3 vrcholy 2,4, 6.

Jak poznat neisomorfni grafy

Fakt: Méjme isomorfismus f grafu G a H. Pokud G obsahuje podgraf F, pak H také
musi obsahovat podgraf isomorfni F. Obecnéji lze tvrdit, ze pocet podgrafu v grafu G
isomorfnich zvolenému F' je vzdy roven takovému poctu v grafu H.

Priklad 9.9. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Postupovat budeme jako v Prikladé 9.7, nejprve ovéiime, ze oba grafy maji stejné
mnoho vrcholu i stejnou posloupnost stupnu 2, 2, 2,2, 3, 3. Pokud se vSak budeme snazit
najit mezi nimi isomorfismus, néco stale nebude vychézet...Co nam tedy v nalezeni
isomorfismu brani? Podivejme se, ze v druhém grafu oba vrcholy stupné tii maji svého
spolecného souseda, tvotri s nim trojuhelnik. V prvnim grafu tomu tak neni, prvni graf
dokonce nemé zadny trojuhelnik. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni. O

Priiklad 9.10. Najdéte vsechny isomorini dvojice grafii v nasledujicich obrazcich ti1
10-vrcholovych grafii. Isomorfni dvojice odpovidajicim zpiisobem ocislujte, u neiso-
morfnich toto zduvodnéte.
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A B C

Postupujme systematicky: VSechny tti grafy maji po 10 vrcholech a vSechny vrcholy
stupnu 3. Takto jsme je tedy nijak nerozlisili. Podivejme se tfeba na trojihelniky v grafech
— opét si nepomuZzeme, nebot zadny z nich trojihelniky neobsahuje. Co se tedy podivat
na obsazené kruznice délky 47 Graf C jich jasné obsahuje pét, graf A po chvili zkoumani
také, ale v grafu B najdeme i pii v&i snaze jen tii kruznice délky 4. (Obdobného rozdilu
si muzeme vsimnout, pokud se zaméfime na kruznice Cj, zkuste si to sami.)

Takze co z dosavadniho zkouméni plyne? Graf B nemuze byt isomorfni zadnému
z A,C. Nyni tedy zbyvé najit (ocekavany) isomorfismus mezi grafy A a C. To se ndm
skute¢né podaii pomérné snadno - staci ,,prohozenim* prostiednich dvou vrcholu u grafu
A ziskat lepsi obrazek

6 5 9
9
7 4 7 4
8 3 8 3
0
A 1 2 C 0

a odpovidajici bijekce je na pohled ziejma. Pro vétsi nazornost jsme bijekci potvrzujici
isomorfismus zakreslenych grafu explicitné vyznacili odpovidajicim ¢islovanim vrcholu.
O

Poznamka: Vyse uvedené piiklady ndm ukazuji nékteré cesty, jak poznat (tj. najit nebo vy-
louéit) isomorfismus dvou grafii. Ty vSak ne vidy musi fungovat. Ctendi se mize ptat, kde
tedy najde néjaky univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu? Bohuzel vds musime zklamat,
zadny rozumny univerzalni postup neni zndm a zatim plati, ze jedind vzdy fungujici cesta pro
nalezeni ¢i nenalezeni isomorfismu mezi dvéma grafy je ve stylu vyzkousejte vSechny moznosti
bijekei mezi vrcholy téchto grafu. (Téch je, jak zndmo, az n!.) Avsak heuristické algoritmické
piistupy pracujici se stupni vrcholt samotnych a jejich sousedu a piipadné s malymi podgrafy
jsou v praxi velmi efektivni pro rozhodovani isomorfismu.

9.3 Souvislost, komponenty a vzdalenost

Dulezitou globalni vlastnosti grafu je souvislost, tedy moznost se v nich pohybovat od-
kudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu. Tuto vlastnost si nyni
upfesnime.

Tvrzeni 9.11. Méjme relaci ~ na mnoziné vrcholu V(G) libovolného grafu G takovou,
Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyz existuje v G cesta zacinajici v x a koncici v y. Pak
~ je relaci ekvivalence.
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Dikaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0. Symetrickd je také, protoze cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obratime na cestu z y do . Dukaz tranzitivity vSak neni takto trividlni—pokud vezmeme
cestu z x do y a cestu z y do z, tak se tyto dvé cesty mohou protinat i jinde nez v y a
nelze je prosté ,navazat® na sebe.

b ™=

TN\

Pro dikaz tranzitivity si oznacme P cestu z x do y a ) cestu z y do z. Pokud ozna¢ime
P’ C P tu ¢ast prvni cesty z & do prvniho vrcholu p v pruniku s @ (tj. p € V(P)NV(Q))
a oznacime @' C () zbytek druhé cesty od p do z, tak P"U Q' vzdy je cestou z x do z. O

Definice 9.12. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
tfidy ekvivalence vyse popsané (Tvrz. 9.11) relace ~ na V(G). Jinak se také komponen-
tami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto ttidach ekvivalence.

Komentaf¥: Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:

Vidite v obrazku vSechny t¥i komponenty? Jedna z nich je izolovanym vrcholem, druh&
hranou (tj. grafem isomorfnim K53) a tfeti je to zbyvajici.

Definice: Graf GG je souvisly pokud je G tvoreny nejvyse jednou komponentou souvislosti,
tj. pokud kazdé dva vrcholy G jsou spojené cestou.

Poznamka: Prazdny graf je souvisly a ma 0 komponent.

Komentaf: Ktery z téchto dvou grafu je souvisly?

SN

Piiklad 9.13. Dokazme si, ze kazdy souvisly jednoduchy 2-regularni graf G je
kruznici (tj. isomorfni nékteré kruznici C,, z Oddilu 9.1).

Necht e je hranou mezi vrcholy u,v grafu G a vezméme graf G’ = G — e vznikly
odebranim hrany e. Pokud by u a v nalezely v G’ ruznym komponentam souvislosti, tyto
komponenty by kazda meéla lichy soucet stupnu, coz nelze podle Véty 9.3. Proto u a v jsou
spojeny cestou v G, necht vrcholy této cesty jsou po fadé znaceny u; = u, us, . .., U = v.
Toto znaceni ndm nyni udava isomorfismus zobrazujici vrchol u; na vrchol ¢ z definice
kruznice C%. Nyni uz zbyva jen drobnost; dokazat, ze jiné vrcholy nez uy, ..., u; v grafu
G nejsou. Pokud bychom méli dalsi vrchol x, pak x je spojen cestou () do u a prvni vrchol
z V(Q) N{us,...,ux} by mél stupen vétsi nez 2, spor. O
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Grafova vzdalenost

Mimo predchozi otazku souvislosti grafu, tj. existence jakékoliv cesty mezi dvojicemi vr-
cholu, je ¢astou ulohou se dostat z mista na misto tou nejkratsi cestou. Ve zjednoduseném
podani nés zajima jen pocet hran, neboli povazujeme kazdou hranu grafu za jednotkove
dlouhou, a definujeme nasledujici.

Definice 9.14. Vzddlenost d¢(u,v) dvou vrcholu u,v v grafu G je ddna
délkou nejkratsi cesty mezi v a v v G. Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdalenost
definovana dg(u,v) = oo.

Komenta¥: Neformalné feceno, vzdélenost mezi u, v je rovna nejmensimu poc¢tu hran, které
musime piekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné vzdy plati dg(u,u) = 0 a
déale dg(u,v) = co pravé kdyz u, v patii ruznym komponentam souvislosti.

Jakd je ve vySe zakresleném grafu vzdalenost dg(u,v)? Ano, snadno ur¢ime hodnotu
dg(u,v) = 2, viz vyznacend cesta délky 2.
Najdete ale v témze grafu néjakou dvojici vrcholi se vzdédlenosti 37

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdélenost symetrickd, tj. dg(u,v) = dg(v, u).
Lema 9.15. Vzddlenost v grafech splnuje trojuhelnikovou nerovnost:
Vu,v,w € V(G) : dg(u,v) + de(v,w) > dg(u,w).

Dikaz. Postupujeme podobné jako v dukaze Tvrzeni 9.11 — pokud méame cesty P, P’
mezi u,v a mezi v, w, tak existuje cesta  C P U P’ mezi u,w, jez ma ziejmé délku
nejvyse dg(u,v) + dg(v,w). Skuteénd vzdalenost mezi u, w pak uz muze byt jen mensi.

O

Priklad 9.16. Proc¢ kazdy 3-regularni graf na 12 vrcholech musi obsahovat dvojici
vrcholu se vzdalenosti 37

Dokazme pozadované tvrzeni sporem. Necht v je libovolny vrchol naseho grafu G.
Pak v ma tfi sousedy a, b, ¢ (tj. ve vzdélenosti 1 od v). Podle definice vzdélenosti je kazdy
vrchol ve vzdalenosti 2 od v sousedem nékterého z a, b, c. Avsak a mé za jednoho souseda
v a mimo néj ma uz jen dva dalsi sousedy. Stejné tak b, c. Tudiz v G existuje nejvyse Sest
vrcholu mimo v, ktefi jsou sousedé jednoho z a, b, c. Celkem tak napocitame (od v) jen
14346 = 10 vrcholu a néktery z 12 vrcholu grafu G musi byt ve vétsi vzdalenosti nez 2,
spor. Zakreslete si sami tuto ivahu obrazkem. O

Jednoduché zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnéji uréime vzdalenost v grafu? Jednoduse postupujeme od prvniho z vrcholu
»do §itky* (jakoby v soustfednych kruzich) a pocitame si kroky, az narazime na druhy z
vrcholu. Formalizovat tento postup muzeme nasledovné (a jak se pozdéji dozvite, jednd
se 0 obecné schéma prohledavéani grafu do sitky).

78



Algoritmus 9.17. Urcéeni vzddlenosti z vrcholu u grafu G.
Pro dany souwvisly graf G a jeho vrchol u uréime vzddlenosti d(u, x) do kazdého vrcholu
x € V(G) ndsledugicim postupem.

1. Na zacatku polozime d(u,u) := 0.

2. Prot=0,1,2,..., presnéji dokud nejsou urc¢eny vSechny vzdalenosti, provadime:
Pro kazdou hranu zy € FE(G) takovou, ze d(u,z) = i a d(u,y) je dosud neurcend,
polozime d(u,y) :==1i+ 1.

() ...
1 .

2 3 .1 i1

Dukaz spravnosti algoritmu: Cilem je dokazat, ze pro hodnoty urcené Algoritmem 9.17
plati d(u,v) = dg(u,v) podle Definice 9.14. Pfedné si uvédomime, ze v souvislém
konecném grafu je vzdalenost vzdy konecnd, neboli existuje prirozené i takové, ze
dg(u,v) = i. Proto staci dokézat indukei podle i > 0, ze pro kazdy vrchol x takovy,
ze dg(u, ) <1, skutecné plati d(u, x) = dg(u, ).

Pro bézi indukee, tj. pro i = 0 a x = u to je ziejmé. Necht nyni nase tvrzeni plati
pro néjaké prirozené i a vezméme libovolny vrchol y takovy, ze dg(u,y) < i+ 1. Pokud
dg(u,y) < 1, jsme hotovi podle indukéntho predpokladu. Jinak dg(u,y) = i+ 1 a existuje
cesta P C G s konci u a y délky i+ 1. Necht z je sousedem y na cesté P. Pak dg(u,z) =1
podle definice vzdalenosti a tudiz d(u,z) = i podle indukéniho predpokladu. Tudiz v
nasem algoritmu uréime d(u,y) =i+ 1 = dg(u,y). O

Poznamka: Vedle jednotkové grafové vzdélenosti podle Definice 9.14 nas casto v praktickych
aplikacich zajimé zobecnéné pojeti, ve kterém nemaji vSechny hrany stejnou délku. Formélné
tak muzeme studovat obecnou vzddlenost v grafech, jejichz hrany jsou vézeny nezdpornymi
redlnymi ¢isly (délkami). K vypoctu takto zobecnéné vzdalenosti uz nestaéi jednoduchy po-
stup Algoritmu 9.17, ale obracime se k trochu sofistikovanéjsim algoritmum jako napiiklad k
Dijkstrové algoritmu. To je uz téma nad ramec tohoto matematického predmétu.

9.4 Zakladni pojmy orientovanych grafu

Ve vétsiné aplikaci grafi se v zdkladu soustfedime na neorientované grafy, ale pro nékteré
ulohy je vhodné ¢i ptimo nezbytné védét, kterym ,smérem® hrana grafu vede. Pozadavek
explicitné vyjadiit smeér hrany prirozené vede na nasledujici definici orientovaného grafu,
ve kterém hrany jsou uspordadané dvojice vrcholu. (V obrazcich kreslime orientované
hrany se sipkami.)
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Definice 9.18.  Orientovany graf je usporadand dvojice D = (V, E), kde V je
mnozina vrcholi a £ C V x V' je mnozina hran — tj. podmnozina uspotradanych dvojic
vrcholu.
Pojmy podgrafu a isomorfismu z Oddilu 9.2 se pfirozené prenaseji na orientované grafy.
Znateni: Hrana (u,v) (zvana také sipka) v orientovaném grafu D zacindg ve vrcholu u a
konc¢ive (miff do) vrcholu v. Opa¢na hrana (v,u) je ruzné od (u,v).

Speciélné hrana tvaru (u,w) se nazyva orientovand smycka.

Komenta#: Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické. Mezi stej-

nou dvojici vrcholi mohou tudiz existovat dvé hrany v obou smérech, nebo jen kterdkoliv
jedna z nich nebo zadnda. Vsimnéte si také, ze orientované grafy implicitné odliSujeme od

vvvvvv

1 2 3 n n+1

a orientovand kruznice (také cyklus) délky n > 1 vypada takto:

4 3 2

Definice: Pocet hran za¢inajicich ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme vystupnim
stupném d@*(u) a pocet hran koncicich v u nazveme vstupnim stupném dif(u).

Komenta¥: Soucet vSech vystupnich stupnu je prirozené roven souCtu vSech vstupnich
stupnu orientovaného grafu. Dikaz viz Véta 9.3.

Definice: Symetrizaci orientovaného grafu D rozumime neorientovany graf G vznikly
szapomenutim sméru hran“ v D, presnéji V(G) = V(D) a wv € E(G) pravé kdyz
[(w,v), (v, )} N E(D) £ 0.

Souvislost na orientovanych grafech

Pojem orientované souvislosti grafu D je natolik fundamentalné odlisny od neoriento-
vaného pripadu (coz je ddano pravé jeho ,smérovosti), ze si zaslouzi samostatnou diskusi
i v nasem zbézném pohledu na orientované grafy. Uvedeme si odstupnované tii zakladni
pohledy na orientovanou souvislost:

o Slaba souvislost. Jedna se o tradiéni souwvislost na symetrizaci grafu D

Komenta¥: ZjednoduSené a ndzorné se da rici, ze pfi cestovani grafem ,zapomeneme® smeér
Sipek. Na obrazku:
@®—>e > << << —0 >
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« Dosazitelnost (smérem ,ven®). Orientovany graf D je dosazitelniy smérem ven, pokud
v ném existuje vrchol v € V(D) takovy, ze kazdy vrchol z € V(D) je dosazitelny
orientovanou cestou z v.

Komenta¥: Podrobnym zkouménim nésledujictho obrézku zjistime, ze jeho graf neni
dosazitelny smérem ven, nebof chybi moZnost dosdhnout vrchol b tiplné vpravo. Na dru-
hou stranu po vypusténi b je zbyly graf dosazitelny ven z vrcholu a vlevo.

Vsimnéte si, ze definici dosazitelnosti lze snadno ,obratit“, avsak touto dalsi moznosti se v
nasem kratkém prehledu nebudeme zabyvat.

« Silna souvislost. V nejsilnéjsi verzi vyzadujeme soucasnou existenci spojeni (cest) v
obou smérech mezi dvojici vrcholu.

Tvrzeni 9.19. Necht = je bindrni relace na vrcholové mnoziné V(D) orientovaného
grafu D takovd, Ze u ~ v prdavé kdyzZ existuje dvojice orientovanych cest — jedna z u do
v a druhd z v do u v grafu D. Pak = je relace ekvivalence.

Dikaz (néznak). Postupujeme podobné jako v dukaze Tvrzeni 9.11. a

Definice 9.20. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou ttidy ekvivalence relace ~ uvedené v Tvrzeni 9.19. Orientovany graf D je silné
souvisly pokud ma nejvyse jednu silnou komponentu.

Komenta¥: Pro ilustraci si mirné upravime diive prezentovany orientovany graf tak, ze bude
dosazitelny z nejlevéjsiho vrcholu. Je vysledek silné souvisly?

-

Ne, na obréazku jsou vyznacené jeho 4 silné komponenty. Vpravo zaroven uvadime pro ilu-
straci obrazek kondenzace silnych komponent tohoto grafu, coz je acyklicky orientovany graf
s vrcholy reprezentujicimi zminéné silné komponenty a sméry hran mezi nimi.

Pro zvidavé ¢tenafe poznamenavame, ze si mohou definici silné komponenty porovnat
s jaddrem predusporadani v Oddile 7.3. Jde o hodné podobné koncepty, ale vidite i jeden
drobny (skute¢né ne az tak podstatny) rozdil?
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9.5 Dodatek: 7 mostt jednim tahem

Pravdépodobné nejstarsi zaznamenany vysledek teorie grafui pochazi od Leonharda Fu-
lera — jednd se o slavny problém 7-mi mostu v Kralovei / Kénigsbergu / dnesnim Ka-
liningradé. Tento problém, ¢ spise matematickou hiicku, o kresleni grafu ,jednim ta-
hem*® zafazujeme na zaver lekce predevsim z duvodu historickych. Eulerovo jednoduché
feSeni ma nékteré zajimavé a uzitecné dusledky v jinych oblastech kombinatoriky, ty vsak
presahuji rdmec naseho uvodniho textu.

O jaky problém se 7-mi mosty se tehdy v Konigsbergu 18-tého stoleti jednalo?

Piiklad 9.21. Je mozné pri jedné prochazce suchou nohou prejit po kazdém ze sedmi
vyznacenych mostu v Konigsbergu pravé jednou?

:_ Lﬁcg BPEY) "— gt

Genialné jednoduché teseni otézky predstavime ve zbytku tohoto oddilu. O

Sled a tah v grafu
Pro presnou formulaci feseni uvedeného piikladu vyuzijeme néasledujici nové pojmy.

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholu a hran

(vo, €1,v1, €2,V, ..., €n,Up),
ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Komenta#: Vsimnéte si, ze sled je vlastné jakdkoliv prochézka po hranach grafu z v do v.
Piikladem sledu muze byt pruchod IP paketu internetem (véetné cykleni).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran. Uzavreny tah je tahem, ktery konéi
ve vrcholu, ve kterém zacal. Otevreny tah je tahem, ktery konéi v jiném vrcholu, nez ve
kterém zacal.

Komenta¥: Jisté znate détskou hficku s ,kreslenim domecku jednim tahem®... Ano, to je
v podstaté totéz, co tah v grafu (kterym ,kreslime“ hrany naseho grafu).

Fakt: Cesta je presné otevieny tah bez opakovani vrcholi. Kruznice je presné uzavieny
tah bez opakovani vrcholu. (Srovnejte si toto s definicemi Oddilu 9.1.)

Eulerovské grafy

Slibované feseni Piikladu 9.21 od Leonharda Eulera zni takto:

Véta 9.22. Graf G lze pokrijt (nakreslit) jednim uzavienym tahem pravé kdyz G je sou-
visly a vsechny vrcholy v G jsou sudého stupné.
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Komenta¥: Znéni této véty lze velmi nézorné ilustrovat nasledujicim obrazkem grafu a
prislusného uzavieného tahu pokryvajicitho vsechny hrany.

A jak je tomu v Piikladu 9.217 Zde nejprve nakreslime piislusny (multi)graf, ve kterém
vrcholy jsou jednotlivé kusy zemé oddélené vodou (tj. dva fiéni ostrovy a dva biehy):

Jaké jsou stupné vrcholu tohoto grafy? Je to 3,3,3,5, neboli vSech 7 hran—mosti mésta
Konigsbergu nelze dle Véty 9.22 pokryt jednim uzavienym tahem (ani otevienym tahem,
viz Dusledek 9.23).

Dausledek 9.23. Graf G lze pokrijt (nakreslit) jednim otevienym tahem prdvé kdyz G je
souvisly a vsechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupneé.

Dukaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence Véty 9.22. Pokud lze G pokryt jednim
uzavienym tahem, tak je ziejmé G souvisly a navic ma kazdy stupen sudy, nebot uzavieny
tah kazdym prichodem vrcholem pokryje dvé hrany.

Naopak zvolime mezi vSemi uzavienymi tahy 7" obsazenymi v G ten (jeden z) nejdelsi.
Tvrdime, ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G' = G — F(T), o kterém predpoklddejme, ze je neprazdny.
Jelikoz G’ mé taktéz vsechny stupné sudé, je (z indukéniho predpokladu) libovolna
jeho hranové-neprazdna komponenta C' C G’ pokrytd jednim uzavienym tahem 7T¢.

— Vzhledem k souvislosti grafu G kazda komponenta C' C G’ protind nds tah T v
nékterém vrchole w, a tudiz lze oba tahy T a T' ,,propojit pres w*. To je spor s nasim
predpokladem nejdelstho mozného T', nebot T'U Ty je delsim tahem v G. 0O

Diikaz dusledku: Necht u,v jsou dva vrcholy grafu G majici lichy stupen, neboli dva
(predpokladané) konce otevieného tahu pro G. Do G nyni piiddme novy vrchol w spojeny
hranami s u a v. Tim jsme nas ptipad prevedli na predchozi ptipad grafu se vSemi sudymi
stupni. O

Rozsirujici studium

Grafy muzeme v informatice potkat doslova na kazdém kroku, mimo jiné hojné uz
v zakladnich kurzech algoritmizace. Nejen ze grafy jsou zakladem mnoha programatorskych
datovych struktur, ale predstavuji i vhodny model pro mnoho praktickych problémi, z nichz
nékteré ochutnate jiz v pristi lekci. Celkové je zdejsich par lekci teorie grafii jen lehkym
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tivodem do celé rozsahlé oblasti, pricemz na FI MU Ize pokracovat v jejim cileném studiu v

predmétech MAO10 a MAO15.
Rozsahly matematicky tvod do teorie grafu je zahrnut ve skvélé knize Kapitoly

z diskrétni matematiky autoru Jirtho Matouska a Jaroslava Nesetrila. Viele ji doporucujeme
jako dopliikovy studijni zdroj vsem, kteri chtéji Iépe pochopit grafy z jejich matematické
stranky.
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10 Stromy a kostry grafu

Uvod

Na rozdil od predchozi lekce, ktera se zabyvala grafy z obecného a také trochu povrchniho
pohledu, se nyni soustiedime na jednu konkrétni neprilis obtiznou oblast, které se budeme
vénovat do vétsi hloubky. Jde o problematiku stromi, neboli acyklickych souvislych grafi,
predstavujicich nejjednodussi podobu grafu. Na stromech si budeme ilustrovat argumentaci
a dukazy o grafech a také jeden z historicky zakladnich diskrétnich optimaliza¢nich problému
— problém minimaln{ kostry (tj. minimalné ohodnoceného stromu na dané mnoziné vrcholi).

Cile

Rozebereme si ruzné charakteristické vlastnosti stromii a rozebereme si dukazy téchto
vlastnosti. Zminime také korenové stromy. Poté si definujeme problém minimalni kostry a
ukazeme jeho efektivni reseni.

10.1 Stromy — grafy bez kruznic

Podrobné studium nékterych uziteénych vlastnosti grafu si pro zjednoduseni ukazeme na
tom prakticky nejjednodussim typu grafu — na stromech, jez jsou mimo jiné zékladem
mnoha datovych typu pouzivanych v informatice.

Komenta¥: Zacnéme ilustraénimi obrazky stromu. PovSimnéte si pritom jedné zvlastnosti,
totiz ze v informatice stromy typicky rostou ,shora dola“...

Definice 10.1. Strom je (jednoduchy) souvisly graf 7' bez kruznic.

Komentaf¥: Obecnéji les je pak graf bez kruznic (opét jednoduchy, ale nemusi byt souvisly).
Komponenty souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prazdny graf jsou také
stromy. Grafy bez kruznic také obecné nazyvame acyklické.

Vlastnosti stromu

Prehled zakladnich vlastnosti stromu je pro nds zaroven prilezitosti si ukazat nékolik
novych hezkych matematickych dukazu a naucit se spravné zduvodnovat v oblasti grafu.

Tvrzeni 10.2. Strom s vice nezZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Dukaz: Vezmeme libovolny strom 7" a v ném libovolny vrchol v. Jelikoz souvisly graf
s vice nez jednim vrcholem nemé vrchol stupné 0, zvoleny vrchol v méa incidentni hranu.
Zvolme (sestrojme) nyni nejdelsi moznou cestu S v T' zac¢inajici ve v: S zacne libovolnou
hranou vychézejici z v; v kazdém dalsim vrcholu u cesty S, ktery méa stupen vétsi nez 1,
pokracuje S dalsi hranou. Pokud by tomu tak nebylo, neni S nejdelsi mozna nebo dalsi
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hrana vede do nékterého ptredchoziho vrcholu cesty S. Tim bychom ale ziskali kruznici,
coz ve stromé nelze.

N S
U\®\/\\
/// // \\ ¢ oo —0/©
7 \
Proto cesta S nutné skonéi v néjakém vrcholu stupné 1 v 7' O

Komentafr: Uvedeny dukaz lze zapsat vyrazné strucnéji (ale ponékud tim utrpi jeho pocho-
pitelnost): Rovnou na zac¢atku lze zvolit S jako libovolnou nejdelsi moznou cestu ve stromé T
a podivat se, kam by piipadné vedly dalsi hrany z koncového vrcholu S.

Zamyslete se navic, pro¢ v kazdém stromé s vice nez jednim vrcholem jsou alespon dva
vrcholy stupné 1 (odpovéd je skrytd uz v predchozim dukaze). Zaroven si odpovézte, jestli
Ize tvrdit, ze kazdy strom s vice nez jednim vrcholem obsahuje t¥i vrcholy stupné 1.

Definice: Kazdy jeho vrchol stromu stupné 1 nazveme listem stromu.
Véta 10.3. Strom na n vrcholech md presné n — 1 hran pron > 1.

Dukaz: Toto tvrzeni dokazeme indukei podle n. Strom s jednim vrcholem ma presné
0 =n —1 hran.

Piedpokladejme platnost tvrzeni pro libovolné piirozené n := i > 1. Necht 7' je nyni
libovolny strom na n := ¢+1 vrcholech. Podle Tvrzeni 10.2 obsahuje 7" vrchol v stupneé 1.
Oznacme T' = T — v graf vznikly z T odebrdnim vrcholu v a jedné jeho hrany. Pak T’
je také souvisly graf bez kruznic, a tudiz strom na n — 1 = ¢ vrcholech. Dle indukéniho
predpokladu 7" m& ¢ — 1 =n — 2 hran, a proto T md n —2+ 1 =n — 1 hran. O

Priklad 10.4. Les G ma 2015 vrcholu a 4 souvislé komponenty. Kolik ma hran?

Pokud pocty vrcholu jednotlivych komponent lesa G po fadé oznacime nq, ng, ng, ng,
tak mame nq + ny + n3 + ny = 2015. Kazda komponenta G je strom podle definice lesa.
Zaroven podle Véty 10.3 ma ¢-ta komponenta piesné n; — 1 hran. V souc¢tu ma G celkem
(ng —1)4+ (ng—1) 4+ (n3 —1) 4+ (ngy — 1) = 2015 — 4 = 2011 hran. O

Cesty ve stromech

Véta 10.5. Mezi kazZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedind cesta.
Dikaz: Ry H

U ®-—- N

Ry

Jelikoz strom T je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy u, v vede néjaka
cesta. Pokud by existovaly dvé ruzné cesty Ri, Ry mezi u a v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = R;{ARs s neprazdnou mnozinou hran, kde H zfejmé
ma vSechny stupné sudé. Na druhou stranu se vsak podgraf stromu musi opét skladat z
komponent stromu, a tudiz obsahovat vrchol stupné 1 podle Tvrzeni 10.2, coz je spor.
Proto cesta mezi u a v existuje jen jedna. O
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Komentafr: Uvedeny dukaz Véty 10.5 muze pusobit ponékud ,tajemné a neprihledné“ (ve
srovnan{ s predchozimi primocarejsimi dukazy). Vzdyt to preci vypada docela jasné, Ze ze
dvou cest mezi u a v slozime dohromady néjakou(?) kruznici. Avsak po hlubsim zamysleni
muzete sami zjistit, ze spravné zapsat, kde ta kruznice v.R; U Ry je, neni vibec lehké a
vedlo by to k delsimu a ne moc pruhlednéjsimu dukazu.

Disledek 10.6. Priddnim jedné nové hrany do stromu vznikne prdvé jedna kruZnice.

Dikaz: Necht mezi vrcholy u,v ve stromu 7T neni hrana. Piiddnim hrany e = uv
vznikne pravé jedna kruznice z e a jediné cesty mezi u,v v T podle Véty 10.5. O

Alternativni charakterizace stromu

Z predchozich tvrzeni vyplyva nasledujici alternativni charakterizace stromu, kterd uka-
zuje dulezitost jich samotnych i jako tzv. koster obecnych grafu (viz Oddil 10.2).

Na dané mnoziné vrcholu je (vzhledem k inkluzi mnozin hran) strom
« minimalni souvisly graf (plyne z Véty 10.5)

« a zaroven maximalni acyklicky graf (plyne z Dusledku 10.6).

Komenta¥: Jen tak mimochodem, kolik dokazete nalézt neisomorfnich stromu na 4 nebo 5
vrcholech? Vidite, ze jich neni mnoho? Nakreslete si je vSechny.

Korenovy strom

Mimo samotnou teorii grafu se Castéji setkdate s ponékud odlisnym pojetim stromu, ve
kterém mé vyznacné misto jeden specidlné vybrany vrchol stromu, zvany koren (viz tieba
mnohé datové struktury v algoritmech).

Definice: Strom 7' s vyznacenym vrcholem r € V(T'), zkrdcené zapsany dvojici (7', r),
nazyvame korenovym stromems korenemr. Vrchol p nazveme potomkem vrcholu ¢, pokud
(ta jedind) cesta z kofene r do p obsahuje (neboli vede ptes) ¢. V kofenovém stromu
nazveme [istem kazdy vrchol, ktery nema potomky.
Komenta¥: Kazdy vrchol kofenového stromu je potomkem kotene. V piirozené pieneseném
vyznamu se u kofenovych stromu pouzivaji pojmy rodi¢, déti/synové, sourozenci,
predchudce, naslednik, atd. Zbézna ilustrace pouziti téchto pojmi je na nésledujicim
schématu stromu.

koren
rodic

déti ¢i synové
(celkové potomci)
listy

Definice: Vyska korenového stromu je rovna nejvétsi vzdalenosti z jeho kofene do
nékterého listu.

Poznamka: Vsimnéte si, ze vyznam pojmu ,list“ se muze liSit mezi stromem a kofenovym
stromem. V extrémnim piipadé stromu sestavajicitho pouze z kotene je tento koren (stupné 0)
zaroven listem, ale jinak kazdy list kofenového stromu ma nutné stupen 1. V opac¢ném smeéru zase
plati, ze kofen stupné 1, ktery je nazyvan listem v obyc¢ejném stromu, neni listem ptislusného
kofenového stromu (mé prece jednoho potomka).
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10.2 Problém minimalni kostry

V navaznosti na ucivo o stromech se podivame na tradi¢ni a Siroce studovany problém
nalezeni minimalniho souvislého podgrafu (stromu) v daném grafu — této tloze se ikd
minimalni kostra neboli MST (z anglického minimum spanning tree). V jakém smyslu
vSak chépat slovo ,minimalni“ u kostry? Na jedné strané to odkazuje na fakt, ze kostra
souvislého grafu je vzdy strom, coby inkluzi minimalni souvisly graf na danych vrcholech
podle uc¢iva Oddilu 10.1. Presné definovano:

Definice: Podgraf T' C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud

x 1" je stromem a
x V(T) = V(G), neboli T propojuje vsechny vrcholy G.

Na druhou stranu navic pozadujeme, ze nalezené kostra ma mit v sou¢tu co nejmensi
celkovou délku. Co vSak toto znamena? Podle Véty 10.3 mé kazdy strom na danych n
vrcholech stejné hran, presné n — 1. Tudiz aby uloha minimalizace délky (¢i vdhy) kostry
vubec davala smysl, budeme se vénovat grafum s ,obecné dlouhymi“ hranami:

Definice: Vazeny graf je graf G spolu s ohodnocenim w hran redlnymi ¢&isly
w: E(G) — R. Vazenému také nékdy fikame ohodnoceny.
Vahou (celkovou délkou) kostry 7' C G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime

AHT) =Y wle).

tj. soucet vah vSech hran této kostry.

Definice 10.7. Problém minimdlni kostry (MST) ve vazeném souvislém grafu
(G,w) hleda kostru T' C G s nejmensi moznou vahou (pies viechny kostry grafu G).

Komenta¥: Problém minimalni kostry je ve skute¢nosti historicky tzce svazan s jizni Mora-
vou a Brnem, konkrétné s elektrifikaci jihomoravskych vesnic ve dvacatych letech! Pravé na
zakladé tohoto praktického optimalizaéniho problému brnénsky matematik Otakar Bortivka
jako prvni v matematické literatuie zformuloval a podal feSeni problému minimalni kostry
v roce 1926.

Ve vyzkumu minimalnich koster pokracoval i velmi dobfe zndmy Cesky matematik
Vojtéch Jarnik, s publikaci v roce 1930 (viz Algoritmus 10.10). Prvni ne-¢eskou publikaci
na toto téma je pak az Kruskaluv hladovy algoritmus z roku 1956 (viz Algoritmus 10.8).

ResSeni minimalni kostry

Nasledujici postup tzv. hladového nalezeni minimalni kostry pochézi od Kruskala. Sice
nejde ani o nejstarsi publikovany postup (viz Boruvka a Jarnik vyse), ani o nejvhodnéjsi
algoritmus k praktické implementaci, ma svou hlubokou teoretickou hodnotu, a proto jej
uvadime prvni a podrobné.
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Algoritmus 10.8. Hladovy postup pro minimdlni kostru grafu (G,w).
Meéjme ddn souvisly viZeny graf G s ohodnocenim hran w.

1. Sefadime vsechny hrany G jako E(G) = (eq, ea, ..., e,) tak, ze w(e;) < w(eg) < -+ <
w(em).
2. Inicializujeme prazdnou kostru 7' = (V(G), 0).
3. Po tadé proi =1,2,..., m provedeme nasledujici:
e Pokud T + e; nevytvari kruznici, tak E(T) + E(T) U {e;}.
(Neboli pokud e; spojuje ruzné komponenty souvislosti dosavadniho T'.)

4. Na konci T obsahuje minimélni kostru grafu G (pfipadné jednu z nékolika takovych).

Komenta¥: Pro ilustraci si ukdzeme postup hladového algoritmu pro vyhleddni kostry
nasledujiciho grafu:

3 4 3
3 2 1
1 9
1 2
1 42

Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3, 3, 3,4, 4.
V obrizku prubéhu algoritmu pouzivame tlusté ¢dry pro vybrané hrany kostry a
teckované ¢ary pro ,zahozené“ hrany. Hrany ted postupné piiddvame do kostry ¢i zahazu-

jeme. ..
3 4 3 3 4 3
‘\‘ ‘\\ :
s, 3 2 1 \ 3 2 1/ 3
1 \ 2 1 N ' 2

1% 2 1% 2 ]

. . H

N . '

1 4 2

Ziskame tak minimalni kostru velikosti 1 +2 + 2+ 34+ 14+ 1+ 2 = 12, kterd je v tomto
pripadé (nahodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.

Poznamenavame, ze pii jiném sefazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak, ale
vzdy bude mit stejnou vdhu 12.

Véta 10.9. Hladovy postup korektné spocita minimdlni kostru vazeného grafu (G, w).

Dukaz (naznak): Pro spor predpokladejme, ze T} je kostra spocitand Algoritmem 10.8
a Ty néjakd minimdln{ kostra, kde d@(1%) < d(11) a rozdil |E(T1)AE(T5)| je nejmensi.
Necht i je nejmens{ index takovy, ze e; € E(T1)AFE(Ty). Pak nutné e; € E(T1) \ E(Ty)
(pro¢?), a tudiz Ty + e; podle Dusledku 10.6 obsahuje kruznici prochdzejici také hranou
e; pro j > i. Potom v8ak T3 = (15 + ¢;) \ {e;} je dalsi kostrou majici vahu di (1) +
w(e;) —w(ej) > di(13), a proto w(e;) = w(e;). Tudiz T3 je minimdln{ kostra ,blizsi“ T;
ve smyslu symetrického rozdilu, coz je spor s volbou T5. O
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Jarniktv (Primuav) algoritmus

Ac¢ koncepéné velmi jednoduchy, méa Algoritmus 10.8 nékteré problematické imple-
mentacni detaily, pro které je mnohem ¢astéji pouzivan nasledujici algoritmus (Casto
je pripisovan Americanu Primovi, ale mnohem diive publikovan Vojtéchem Jarnikem
v roce 1930), vychazejici z prostého prohleddvani do sitky (viz také Algoritmus 9.17).

Algoritmus 10.10. Hleddni minimdlni kostry ve vaZeném grafu (G, w).
Opét méyme dan souvisly vazeny graf G s ohodnocenim hran w.

1.
2.

Na zacdtku zvolime libovolny vrchol u € V(G) a podstrom T := ({u}, ().

Dokud V(T') # V(G), provadime: Nalezneme hranu f = uv € E(G) nejmensi véhy s
jednim koncem u ve V(T') a druhym v ve V(G) \ V(T') a polozime T :=T + v + f.

Formalné presnéji tento krok popiseme nasledovné.

* Necht X = {uv € E(G) :uw e V(T),ve V(G)\V(T)} a zvolme f =uv € X

minimalizujici vahu w(f).

« Polozme V(T) :=V(T) U {v} a E(T) := E(T)U{f}.

. Nyni je T" minimdlni kostrou grafu G.

Komenta¥: Naésleduje strucénéd ukdzka prubéhu Jarnikova algoritmu, kde kostru opét vy-
znac¢ujeme tuénymi ¢arami a zpracované vrcholy krouzky kolem.

3 4 3 3 4 3
N SN R SN S

N
/ /
| ~ y |

~_ 2 L1/

\
2
\
\

Jiz bez dikazu si na zavér naseho pojednéani o kostrach uvedeme:

Véta 10.11. Algoritmus 10.10 korektné spocitd minimdalni kostru vazeného grafu (G, w).
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10.3 Dodatek: Vybér ruaznych reprezentanti

S grafy je tzce svazan i tento klasicky kombinatoricky problém, vybirajici rizné repre-
zentanty z daného systému mmnozin (které typicky nejsou disjunktni a tudiz neni jasné,
zda reprezetanti dvou mnozin skutecné budou ruzni).

Definice: Necht M, M, ..., M, jsou neprazdné mnoziny. Systémem riznych repre-
zentantu mnozin My, My, ..., My nazyvame posloupnost ruznych prvku (xy, zo, ..., xx)
takovych, ze x; € M; prot=1,2,... k.

Teoretické Teseni problému vybéru ruznych reprezentantu je plné popsané nésledujici
charakterizaci jeho existence (zndmou jako Hallova véta):

Véta 10.12. Necht My, M, ..., My, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny existuje
systém ruznijch reprezentantu, pravé kdyz plati

VI C{1,2,... k) )UjEJMj

> |J], (1)

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnozin md alespon tolik prvku, kolik
mnozin je sjednoceno.

Komentaf: Vsimnéte si dobfe, Ze v jednom smeéru je platnost Véty 10.12 ziejmé; neboli
pokud systém ruznych reprezentantu existuje, tak podminka (1) jasné musi platit.

Co nam tedy Véta 10.12 prakticky #1kda? Jednoduse, pokud systém ruznych reprezen-
tantu existuje, staci jej najit ¢ uhodnout. A pokud neexistuje, stac¢i nalézt vhodnou mnozinu
J porusujici podminku (1) Véty 10.12. Popisum jako tato véta se fikd dobré charakterizace,
nebot ndm poskytuji bud’ snadno ovéfitelné feseni naseho problému, nebo snadno uvéfitelny
duvod, pro¢ feSeni nemuze existovat.

Parovani grafu a reprezentanti

Pritazeni reprezentanti mnozinam lze chapat jako hrany grafu, ve kterém na jedné
strané jsou nase mnoziny My, M, ..., M z Véty 10.12 a na druhé strané jsou jejich
vSechny prvky. Takto vypadajicim grafum tikdme bipartitni (formélné je bipartitni graf
libovolnym podgrafem vhodného tplného bipartitniho grafu K, ).

Pozadavek na jedinecnost a riznost reprezentantu pak muzeme vyjadfit touto definict:

Definice: Pdrovaniv (nyni bipartitnim) grafu G je podmnozina hran M C E(G) takové,
ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Uvazujme systém mnozin My, ..., M} a ozna¢me py, ..., p, vSechny prvky ve sjedno-
ceni My U --- U Mj. Definujeme si bipartitni graf G na mnoziné vrcholu {1,2,... k} U
{p1,-...pm}, ktery je tvofen hranami {7, p;} pro vsechny dvojice 4, j, pro které p; € M,.
Pak plati:

Tvrzeni 10.13. MnozZiny M, ..., My maji systém ruzniych reprezentantu prdve tehdy,
kdyz v grafu G existuje pdrovdni pokrijvagjici véechny vrcholy {1,2, ... k}.

Dikaz: Necht (xq,...,zy) je systém ruznych reprezentantti mnozin My, ..., My. Pak

M = {{i,z;} :i=1,...,k} je pozadované parovani v G. Naopak parovani pokryvajici
vsechny vrcholy {1,2,...,k} v G piimo urcuje jednoho reprezentanta kazdé mnoziny a
tito reprezentanti jsou rtizni, nebot z4dné dvé hrany parovani nesdileji koncovy vrchol.
O
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Poznamka: Pro nalezeni nejvétsiho parovani v bipartitnim grafu existuji rychlé postupy (al-
goritmy), souvisejici s tzv. toky v sitich. Tyto postupy se také daji vyuzit (podle uvedeného
tvrzeni) k hleddni systému ruznych reprezentanti.

10.4 Priklady pouziti grafia

Zavérem si v nasem studijnim textu nastinime nékteré zakladni motivace pro zavedeni a
pouziti grafu pfi popisu a feseni problému naptiklad v informatice.

Piiklad 10.14. Ukazky nékterych problému ,ze zivota“ popsatelnych grafy. Po-
dotykdame, Ze tyto ukazky jsou c¢asto velmi zjednodusené (pro jejich lepsi pristupnost
sirokému okruhu ¢tendii), ale to neubird jejich motivaénimu potencialu.

e Vyjadreni mezilidskych vztahu — ,maji se radi“, ,kamaradi se®, ,nesnesou jeden
druhého®, apod:

Zde jednotlivé osoby tvoii vrcholy grafu a vztahy jsou hranami (¢asto neorientované,
ale i orientace je ptipustnd). Vsimnéme si coby zajimavosti, jak tento model pfirozené
preferuje , parovy* pohled na vztahy — hrany prece spojuji jen dvojice vrcholu. Trebaze
napiiklad vztah ,kamaradi se* muze byt obecné platny pro vétsi skupinky lidi nez
dvojice, stejné se obvykle vyjadiuje klikou v grafu (kazdi dva v nasem druzstvu jsou
parovymi je vodou na mlyn pouziti teorie grafu jako témeét univerzalniho vyjadirovaciho
prostfedku v podobnych ptipadech.

Na druhou stranu i teorie grafu disponuje pojmem tzv. hypergrafu umoznujictho pouziti
hran libovolné arity (poc¢tu koncovych vrcholu), ale rozsah vyskytu hypergrafu v teorii
i aplikacich je oproti grafum vskutku zanedbatelny.

e Vyjadieni zavislosti mezi objekty nebo procesy:

Predstavme si situace, ve kterych jednotlivé entity (modelované jako vrcholy) zavisi
na vystupech jinych entit a naopak poskytuji vystupy dalsi entitam. Typickym
piikladem mohou byt zavislosti jednotlivych kroku vyrobniho nebo rozhodovaciho
procesu. Ty pak vedou k definici orientovaného grafu na dané mnoziné vrcholu/entit,
tj. pouziti hran ,se Sipkami“. VSimnéme si, ze zavislosti ¢asto byvaji ¢asového cha-
rakteru (pficemz smér zavislosti je implicitné jasny) a pak je nezbytnou doplikovou
podminkou vylouceni vyskytu orientovanych cyklii v modelovém grafu. Na druhou
stranu existuji i situace, kdy cyklické zavislosti jsou dovoleny a maji svij vyznam.

Pro jesté jednu ukazku zavislosti z bézného zivota informatika se podivame na spravu
balicku softwaru napiiklad v Linuxovych distribucich. V tom piipadé jsou jednot-
livé balicky vrcholy grafu, jejich vyzadované zavislosti popisuji odchozi hrany a jejich
poskytované vlastnosti jsou ptichozimi hranami grafu zavislosti. Korektni instalace
zvoleného balicku pak fesi problém zahrnuti vSech dalsich vrcholu ,dosazitelnych“ ze
zvoleného. Vse je navic komplikovano spravou verzi balicku, ale to uz je mimo ramec
naseho uvodniho slova.

e Modelovani technickych ¢i dopravnich siti grafy:

92



V takovych piipadech byvaji vrcholy grafu jednotliva technickd zatizeni jako tieba
rozvodny, routery, kiizovatky a podobné, kdezto hrany jsou tvoreny spojnicemi/ve-
denim mezi vrcholy. Casto se zde setkavame s orientovanymi grafy a obecné multigrafy.

e Vizualizace vztahu a zavislosti pro lidského pozorovatele:

Nejen pii feSeni cvicnych piikladu v nasi ucebnici, ale i v mnoha redlnych aplikacich
vyuzivajicich grafy jako modely, je velmi potiebné tyto grafy wvizualizovat (tj. hezky
nakreslit) pro lidského pozorovatele. Jednd se obecné o pomérné obtizny ukol, ktery
presahuje hranice naseho textu. 0

Zpracovani grafu pocitacem

Mégjme jednoduchy graf G na n vrcholech a znaéme vrcholy jednoduse cisly V(G) =
{0,1,...,n—1}. Pro pocitacovou implementaci grafu G se nabizeji dva zakladni zpusoby,
které budeme implicitné vyuzivat i v nékterych algoritmech nasledujicich lekci.

e Implementace matici sousednosti G, tj. dvourozmérnym polem, ve kterém hodnota
GYJi, j| = 1 reprezentuje hranu mezi vrcholy i a j.

e Implementace viyctem sousedu, tj. systémem mnozin, ktery kazdému vrcholu i grafu
udava seznam jeho sousedu. Vsimnéte si, ze poradi sousedi muze byt jakékoliv.

Poznamka: Déavejte si pozor na symetrii hran v implementaci! To znamend, Ze pokud ulozite
hranu G[i, j| = 1, tak musite zaroven ulozit i hranu G[j,i] = 1, jinak se dockéte v algoritmech
nepifjemnych pfekvapeni. TotéZ se tyka i seznamt sousedi, at uz jsou implementovany jakkoliv.

Komenta¥: Implementace matici sousednosti je hezkd svou jednoduchosti, avSak velmi ne-
hezkd svou paméfovou ndrocnosti. Druhd moZnost se pak mnohem lépe hodi pro grafy s
relativné malym poctem hran, coz nastava ve vétsiné praktickych aplikaci. (Navic je im-
plementace vyctem sousedu vhodnd i pro multigrafy.) Ke grafum lze do zvldstnich slozek
pridat také ohodnoceni vrcholii a hran libovolnymi ¢isly ¢i znackami. . .

Rozsifujici studium

Nas kurz poskytuje jen skutecné minimalisticky tivod do informaticky zamérené teorie
grafu. Mnohem vice se o matematické strance teorie grafit muzete dozvédét samostudiem,
treba knihy Kapitoly z diskrétni matematiky autoru Jirtho Matouska a Jaroslava Nesetrila,
¢i v pozdéjsim navazujicim kurzu MAQ10 na FI MU.

Vedle toho, jak jiz bylo predesldano, se s informatickou strankou grafii potkate velmi
Siroce v prakticky vsech kurzech navrhu algoritmii, treba na FI MU hned v druhém semestru
v IB002. Mimo jiné se tak brzy dozvite o zakladnich postupech prohledavani grafu do Sitky a
do hloubky, o efektivnim nalézani souvislych a silnych komponent, o zakladnich algoritmech
pro problém hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu a podobné.
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11 Formalizace a diukazy pro algoritmy

Uvod

Po predchozi prevazné matematické latce se nas vyklad obraci bezprostredné k infor-
matice. Mnozi z vas si asi jiz vsimli, ze uméni programovat neni zdaleka jen o tom naucit
se syntaxi programovaciho jazyka, ale predevsim o schopnosti vytvaret a spravné formalné
zapisovat algoritmy. Pritom treba situace, kdy programatorem zapsany kéd ve skutecnosti
pocita néco trochu jiného, nez si autor predstavuje, je snad nejcastéjsi programatorskou
chybou — o to zdkernéjsi, ze ji zadny , chytry“ preklada¢ nemuze odhalit.

Proto jiz na pocatku studia informatiky je zadouci kldast duraz na spravné chapani zapisu
algoritmu i na presné dikazy jejich vlastnosti a spravnosti. Tyto poznatky by mély zakladem
toho, aby si ¢tendr jako programator umél po sobé své algoritmy , precist” a ovérit jejich
skutecnou spravnost na lokalni drovni.

Cile
Bude zaveden zptsob formalniho zapisu algoritmu pro potieby dalsiho vykladu, nezavisle
na konkrétnich programovacich jazycich. Na tomto formalismu pak bude ukazovano spravné

chapani chovani algoritmu a priklady diukazu na konkrétnich ,,malych® algoritmech.

dat, ze uvadéné algoritmy jsou pouze bezvyznamné ilustrativni ukazky pro cviceni dukazi
a neni tkolem tohoto textu ucit ¢tendre navrhu algoritmu.

11.1 Formalni popis algoritmu

Pted samotnym zavérem naseho matematického kurzu si polozme klicovou otazku, co je
vlastné algoritmus? Kdyz se na tim zamyslite, asi zjistite, ze to neni tak jednoduché presné
fici. Neformalné je algoritmus néc¢im jako kuchafskym receptem, podle kterého ze suro-
vin (vstupti) uvaffme chutné jidlo (oéekévany vystup/vysledek). Rici toto matematicky
presné je vSak natolik obtizny tkol, Ze si zde muzeme podat jen docela zjednodusenou (¢
naivni?) odpovéd, presto viak dostatetnou pro zamyslenou demonstraci matematickych
dukazu pro bézné algoritmy.

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné ptijimana tzv. Church—Turingova teze tvrdici, ze
vSechny algoritmy lze ,simulovat® na Turingové stroji. Jedna se sice o pfesnou, ale znacné ne-
praktickou definici. Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely viypocti, jako
tfeba stroj RAM, ktery je abstrakci skute¢ného strojového kdédu, nebo také tfeba tzv. nepro-
ceduralni (neimperativni) modely zahrnujici funkciondlni a logické programovéni.

Konvence 11.1. Zjednodusené zde algoritmem rozumime konec¢nou posloupnost ele-
mentdrnich vypocetnich kroki, ve které kazdy dalsi krok vhodné! vyuzivd (neboli zavisi
na) vstupni tdaje ¢i hodnoty vypoctené v predchozich krocich. Tuto zavislost pritom
pojimame zcela obecné nejen na operandy, ale i na vykondvané instrukce v krocich.

Pro zéapis algoritmu a jeho zpiehlednéni a zkraceni vyuzivame ridici konstrukce —
podminéna vétveni a cykly. Pti jejich pouziti vsak je tfeba dat dobry pozor, aby byla
naplnéna podminka skonceni algoritmu.

17Zvidavi studenti si mohou na tomto misté uvédomit, ze ve slitvku ,,vhodné® se skryva celd hloubka
Church—Turingovy teze. V zadném pripadé tak nelze mechanicky bez zamysleni obracet, ze by kazda
posloupnost kroku atd ... byla algoritmem ve smyslu této teze (viz také Lekce 12).
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Komenta¥: Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické dukazy a algoritmy v nasem
pojeti? Jednd se nakonec o jeden ze zdméru naseho pristupu. ..

Piiklad 11.2. Zapis algoritmu pro vypocet pruméru daného pole a[] s n prvky.
Algoritmus.

« Inicializujeme sum < 0;
e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
* sum <— sum+ali] ;
« vypiSeme podil (sum/n) . O
Ve ,,vyssi trovni® formdalnosti (s jasnéjsim vyznac¢enim elementdrnich kroki a ridicich
struktur algoritmu) se totéz da zapsat jako:
Algoritmus 11.3. Prdmeér z daného pole a[] s n prvky.

input pole al[] délky n > 1;

sum <— O;

foreach i+0,1,2,...,n-1 do
sum < sum+al[i];

done

res < sum/n;

output res.

Symbolicky zapis algoritmu

ZnaZeni. Pro potieby symbolického formalniho zapisu algoritmu v predmétu FI: IBO0O
si zavedeme nasledujici pravidla:
x Promeénné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlisime zavorkami p[].
x Prirazeni hodnoty zapisujeme a <— b, ptipadné a := b, ale nikdy ne a=b.
x Jako elementarni operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zépise. Rozsahem a ptesnosti ¢isel se zde nezabyvame.

x Podminéné vétveni uvedeme klicovymi slovy if ... then ... else ... fi, kde
else vétev lze vynechat (a nékdy, na jednom tadku, i £i).

x Pevny cyklus uvedeme klicovymi slovy foreach ... do ... done, kde cast za
foreach musi obsahovat predem danou mnozinu hodnot pro pritazovani do Fidici
proménné.

x Podmineny cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done. Zde se muze
za while vyskytovat jakakoliv logickd podminka.

* V zapise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle tirovné zanoteni fidicich struktur
(coz jsou if, foreach, while).

x Pokud je to dostatecné jasné, elementarni operace nebo podminky muzeme i ve
formalnim zapise popsat béZznym jazykem.
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Poznamka: Znamé informatickd poucka (a zéroven nézev klasické ucebnice programovéni od
N. Wirtha) pravi ,,Algoritmy + Datové struktury = Programy*. Jelikoz vSak nas text neaspiruje
byt uéebnici programovani ani algoritmizace, druhy séitanec uvedené poucky zamérné pomijime
a aspekty pouziti vhodnych datovych struktur pro uvadéné algoritmy ponechdviame pro jiné
kurzy studia informatiky.

Vyzbrojeni témito pravidly symbolického zapisu a matematickym aparatem doka-
zovani si nyni muzeme dovolit se podivat na mnohé zékladni (a jednoduché) algoritmy
novym kritickym pohledem.

Co pocita nasledujici algoritmus?

Piiklad 11.4. Je dan nasledujici symbolicky zapsany algoritmus. Co je jeho vystupem
v zavislosti na vstupech a,b?
Algoritmus 11.5.

input a, b;

res <« 7;

foreach i<+ 1,2,...,b-1,b do
res < res+a+2:b+8;

done

output res.

Nejprve si zkusmo vypocitame hodnoty vysledku res v pocatecnich iteracich cyklu:
b=0: res=171,
b=1: res=7 4+ a+2b+8,
b=2: res=7+ (a+2b+8) + (a+20+8), ...
Co déle? Vycet hodnot naznacuje pravidelnost a zavér, ze obecny vysledek po b iteracich
cyklu bude mit hodnotu

res = T+b(a+2b+8) =ab+2b>+8b+ 7.

Jak ale toto dokazeme? Nejpresnéji asi indukei podle vstupni hodnoty b, avsak to neni
formélné tplné jednoduché, nebot s hodnotou b musime pracovat jako se zcela obecnym
pevnym parametrem a zaroven ji ménit(?) podle potfeb indukce. Piesné vyjadieni dukazu
vysledku cyklu proto ted pienechdme vasemu dalsimu studiu algoritm. O

11.2 O ,spravnosti“ a dokazovani programu

Jak se mame presvédcit, ze je dany program pocitd ,spravné“?
x Co tfeba ladéni programu? Jelikoz pocet moznych vstupnich hodnot je (v principu)
neohraniceny, nelze otestovat vSechna mozna vstupni data.

x Situace je zvlasté komplikovand v piipadé paralelnich, randomizovanych, interak-
tivnich a nekoncicich programu (opera¢ni systémy, systémy tizeni provozu apod.).
Takové systémy maji nedeterministické chovani a opakované experimenty vedou
k riznym vysledkum. (Nelze je tudiz ani rozumné ladit, respektive ladéni poskytne
jen velmi nedostatecnou zaruku spravného chovani za jinych okolnosti. .. )

x V nekterych ptripadech je vSak tfeba mit naprostou jistotu, ze program funguje tak
jak ma, pripadné ze splnuje zakladni bezpecnostni pozadavky.
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— Pro ,malé” algoritmy je mozné podat presny matematicky diukaz spravnosti.
— Narustajici slozitosti programovych systému a pozadavky na jejich bezpecnost si
pak vynucuji vyvoj jinych ,spolehlivych® forméalnich verifikacnich metod.

Komenta¥: Mimochodem, co to vlastné znamend ,pocitat spravné“? Uvédomte si, Ze
abychom toto rozumné zodpovédéli, je tieba mit dopredu dany explicitni specifikace
ocekavaného chovani programu.

Ukazka formalniho dikazu algoritmu

Piiklad 11.6. Je dan nasledujici symbolicky zapsany algoritmus. Dokazte, Ze jeho
vysledkem je ,, vyména“ vstupnich hodnot a,b.

Algoritmus 11.7.
input a, b;

a < atb;

b + a-b;

a < a-b;
output a, b.

Pro spravny formélni dukaz si musime nejprve uvédomit, ze je tfeba symbolicky odligit
od sebe proménné a,b od jejich danych vstupnich hodnot, tieba h,, hy. Nyni v krocich
algoritmu poc¢itame hodnoty proménnych:

a = hg, b= hy,

a<—a+b:ha+hb, b:hb,

a:ha—i-hb, b%a—b:ha—i-hb—hbzﬂ,
a<—a—b=hg+hy—hg=hy, b=h,

V jednotlivych krocich tak jasné vidime, ze pro kterékoliv vstupni hodnoty h,, h, bude
ve vysledku obsahem proménné a hodnota h;, a obsahem proménné b hodnota h,. Timto
jsme s dukazem hotovi. O

* K K X

11.3 Rekurzivni algoritmy

Rekurentni vztahy posloupnosti, strucné uvedené v Oddile 5.1, maji svou pfirozenou
obdobu v rekurzivné zapsanych algoritmech. Zjednodusené feceno to jsou algoritmy,
které se v prubéhu vypoétu odvolavaji na vysledky sebe sama pro jiné (pokud mozno
striktné mensi) vstupni hodnoty. U takovych algoritmu je zvlasté dulezité kontrolovat
jejich spravnost a také praktickou proveditelnost (Casovou i pamétovou). My si tuto
oblast osvétlime nékolika jednoduchymi ptiklady.

ZnaZeni. Pro tucely symbolického zapisu rekurze zavadime klicova slova function, které
uvozuje hlavicku definované funkce, a return, které ukoncuje vypocet funkce a vraci
vyslednou (tzv. ndvratovou) hodnotu funkce.

Priklad 11.8. Symbolicky zapis jednoduchého rekurzivniho algoritmu.

Algoritmus .
function faktorial(x):

if x < 1 then t<+1;

else t < x-faktorial(x-1);
return t.
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Co je vysledkem vypoctu? Jednoduse feceno, vysledkem je faktorial vstupni prirozené

hodnoty z, tj. hodnota ! =z - (x — 1) ----- 2. 1. (Zdporné a necelé vstupni hodnoty z
pro zjednoduseni ignorujeme.) Vsimnéte si jesté, ze algoritmus i pro vstup x = 0 spravné
vyhodnoti 0! = 1. O

Pro jiny piiklad rekurze se vratime k Oddilu 5.1, kde byla zminéna zndma Fibo-
nacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,.... Nyni tuto posloupnost bu-
deme uvazovat jiz od jejiho nultého ¢lenu, tj. jako 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....

Algoritmus 11.9. Rekurzivni vypocet ¢lenu Fibonacciho posloupnosti.
Pro dané prirozené x > 0 vypocitaime x-té Fibonacciho ¢islo ndsledovné:

function fibonacci(x):

if x < 2 then t <+ x;

else t < fibonacci(x-1) + fibonacci(x-2);
return t.

Komenta¥: Spravnost Algoritmu 11.9 je viceméné ziejma z jeho piimé podoby s rekurentnim
vzorcem v definici Fibonacciho &isel. Algoritmus 11.9 tudiz lze prohléasit za defini¢ni, ¢ili
referencni implementaci vypoctu Fibonacciho ¢isel. Zamyslete se vSak, jak je to s praktickou
wproveditelnosti takového algoritmu... Vidite (pfipadné si zkuste naprogramovat), ze ¢as
vypoctu roste velmi rychle? Trebaze hodnotu fibonacci(30) timto algoritmem spocitate
pomérné rychle, s vypoétem fibonacci(40) uz budete mit vétsi problémy a fibonacci(50)
asi bude mimo vase moznosti. To skute¢né neni dobry algoritmus!

Proto si v dalsim Piikladu 11.10 uvedeme ponékud (ve skutec¢nosti velmi vyrazné) lepsi
algoritmus vypoctu, podobajici se prirozenému lidskému postupu psani ¢lent posloupnosti
,do fadku na papir“. Doporucujeme si oba algoritmy zkusit implementovat a mezi sebou
porovnat.

Priklad 11.10. Nerekurzivni algoritmus pro Fibonacciho ¢isla.
Dokazte, ze néasledujici algoritmus pro kazdé ptirozené n pocita tutéz hodnotu jako reku-
rentni funkce fibonacci(n) v Algoritmu 11.9 (ale mnohem mnohem rychleji).

Algoritmus .

input n;

b[0] <~ 0; bl[1] <+ 1;

foreach i+2,3,...,n do
b[i] < bli-1]+b[i-2];

done

output b[n] .

Dukaz: Indukeci podle fidici proménné ¢ budeme dokazovat, Ze po i-té iteraci cyklu
algoritmu bude vzdy platit b[i] = fibonacci(i) (a na zévér dosadime i = n).

Co se tyce baze indukce, tato vyplyva z ivodniho prifazeni; b[0] «— 0 = fibonacci(0) a
b[1] «— 1 = fibonacci(1). Pro libovolné ¢ > 1 v ind. kroku pfedpokldddme platnost naseho
indukéniho predpokladu b[j] = fibonacci(j) pro j € {i,i —1}. V (i + 1)-nf iteraci cyklu
pak nastane b[i+ 1] < b[i| 4+ b[i — 1] = fibonacci(i) + fibonacci(i — 1) = fibonacci(i+ 1),
coz je presné podle rekurentni definice z Algoritmu 11.9. Tim je dukaz vztahu b[j] =
fibonacci(j) hotov pro j =i+ 1. O
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11.4 Techniky dikazu indukci

Doposud byla v nasem textu matematicka indukce obvykle pfedstavovana ve své
piimocaré formé, kdy dokazované tvrzeni ihned nabizelo celo¢iselny parametr, podle néjz
bylo pottebné indukci vést. Indukéni krok pak prosté zpracoval ptechod ,n =1 ~ n =
1+ 1%, To vsak u dokazovani spravnosti algoritmu casto neplati a nas$im cilem zde
je ukéazat ruzné mozné techniky, jak spravné indukci na dokazovani algoritmu aplikovat.
Uvidime, jak si z nabizejicich se parametru spravné vybrat a jak je pfipadné kombinovat.

Fixace parametru

Prvni technika dikazu prosté dopiedu za nékteré parametry dosazuje (obecné zvolené)
konstanty. Tato technika je vhodnd pro ptripady, kdy je sice v algoritmu vice parametru,
ale ,zjevné“ dochézi ke zméné jen jednoho (nebo ¢asti) z nich a chovéni algoritmu ke
zbylym ,neménnym* parametrum je dobie predvidatelné.

Piiklad 11.11. Méjme nasledujici algoritmus. Co je jeho vysledkem vypoctu?

Algoritmus .
function soucin(x,y):

if x < 0 then t+<0;

else t « soucin(x-1,y) +vy;
return t.

Sledovanim prubéhu rekurze v algoritmu zjistime, ze hloubka zanofeni volani
funkce soucin bude rovna nezaporné (horni celé) ¢ésti x. Jelikoz kazdé zanofeni poté
k vysledku pti¢te hodnotu y, odhadneme:

Véta. Pro kazdé x,y € N Algoritmus 11.11 vrati hodnotu soucinu t = x - y.

Jaky je vhodny postup k ditkazu tohoto tvrzeni indukci? Je snadno vidét, ze na hodnoté
vstupu y vlastné nijak podstatné nezalezi (lze y fixovat) a dulezité je sledovat x. Tato
uvaha néas dovede k nasledujicimu:

Dukaz: Budiz y € N libovolné ale pro dalsi tuvahy pevné. Dokazujeme tady, Ze pro
kazdy vstup = :=1¢ € N volani funkce soucin(x,y) navrati hodnotu i - y. Podle principu
matematické indukce uplatnéné na parametr ¢ dostavame snadno:

x V bazi pro vstup x = ¢ = 0 provedeme prvni vétev podminky, tj. £ < 0=0-y.

x Indukcni krok.
Necht je tvrzeni znamo pro x = ¢ € N a uvazujme dalsi vstup z :=4+1 > 0. V tom
piipadé se vykondva druhd vétev podminky, ¢ili ¢ < soucin(z — 1,y) + y. VSimnéte
si, ze plati x — 1 = ¢. Podle indukéniho ptredpokladu jiz vime, ze navratovou hod-
notu volani funkce soucin(z,y) je i - y. Zbyva jen uvedené poznatky spravné zietézit,
abychom odvodili, ze ndvratovou hodnotu volani funkce soucin(i,y) bude

t < soucin(x — 1,y) +y = soucin(i,y) +y=i-y+y=(i+ y=x-y.

Dukaz matematickou indukci je timto zdarné ukoncen. O
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Indukce k souctu parametru

Druhou techniku je vhodné pouzit predevsim v piipadech, kdy se v prubéhu algoritmu
vzdy néktery parametr zmensuje, ale pokazdé je to néktery jiny parametr, takze v indukci
se nelze zamérit jen na jeden z nich. Jednd se spiSe o situaci u rekurzivnich algoritma.

Piiklad 11.12. Co je vysledkem nasledujiciho rekurzivniho vypoctu?

Algoritmus .
function zkombinovat(m,n) :
if m=0 V n=0 then res <+ 1;
else
res < zkombinovat(m-1,n) + zkombinovat(m,n-1);
fi
return res.

Vyse uvedeny vzorec (a ostatné i ndzev funkce) naznacuje, ze funkce ma co spoletného
s kombina¢nimi ¢isly a Pascalovym trojuhelnikem.

a+1) a + a
b+1) \b+1 b)’
je vSak tfeba spravné ,nastavit® vyznam parametru a,b. ..

Veéta. Pro kazdé parametry m,n € N je vysledek vypoctu funkce
zkombinovat (m,n) roven poctu vsech m-prvkovych podmnozin (m + n)-prvkové
mnoziny, tedy kombina¢nimu éislu res = (m:g")

Poznamka: VSimnéte si navic, ze nas dukaz vibec nevyuzije faktu, ze dokazovany pocet
podmnozin je vyjadritelny kombina¢nim ¢islem, naopak tento vztah poc¢tu podmnozin ke kom-
binaénimu ¢islu (mntn) a k Pascalovu trojihelniku vyplyne jako ,bocni produkt® naSeho ele-
mentdrniho dukazu.

Dukaz indukei vzhledem k sou¢tu parametru i = m + n:

x Baze i = m +n = 0 pro m,n € N znamend, ze m = n = 0. Zde vSak s vyhodou
vyuZzijeme tzv. ,rozsifeni bdze* na vsechny hrani¢ni piipady m = 0 nebo n = 0 zvI4st.
V obou rozsitenych ptipadech dand podminka algoritmu neni splnéna, a proto vysledek
vypoctu bude pocdtecni res=1. Je toto platna odpovéd?

Kolik je préazdnych podmnozin (m = 0) jakékoliv mnoziny? Jedna, (). Kolik je m-
prvkovych podmnozin (n = 0) m-prvkové mnoziny? Zase jedna, ta mnozina samotné.
Tim je dikaz rozsitené béze indukce dokoncen.

x Indukéni krok prechézi na soucet ¢ +1 = m +n pro m,n > 0. Nyni je podminka
algoritmu splnéna a vykonaji se rekurentni volani

zkombinovat (m-1,n) + zkombinovat(m,n-1) .

Rekurentni volani se vztahuji k vybéru podmnozin nosné mnoziny, kterd ma m—1+n =
m+n—1 =i prvka, napiiklad M = {1,2,...,:}. Vysledkem tedy je, podle indukéniho
predpokladu pro soucet i, pocet vsech (m—1)-prvkovych plus m-prvkovych podmnozin
mnoziny M.
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Kolik nyni je m-prvkovych podmnozin (i + 1)-prvkové mnoziny M’ = M U {i + 1}?
Pokud ze vSech téchto podmnozin odebereme prvek ¢4 1, dostaneme pravée m-prvkové
podmnoziny (z téch neobsahujicich prvek i + 1) plus (m — 1)-prvkové podmnoziny
(z téch puvodné obsahujicich i + 1). A to je v souc¢tu rovno zkombinovat(m-1,n) +
zkombinovat (m,n-1), jak jsme méli v indukénim kroku dokazat. O

Zesileni dokazovaného tvrzeni

Posledni ukézka indukéniho dukazu se zabyva situaci, kterd je jistym zpusobem opacna k
prvni ukazce fixace parametru. V nynéjsi situaci je nam piimo zadanim jeden z parametri
zafixovédn na urcitou hodnotu (y = 1), av8ak sledovéni prubéhu vypoctu vyzaduje tuto
fixovanou hodnotu zpét ,uvolnit® a uvazovat ji proménnou. V kontextu Lekce 4.4 pak
vlastné dochazi k zesileni pozadovaného tvrzeni v matematické indukei.

Piiklad 11.13. Zjistéte, jaka je ndvratova hodnota volani nasledujici funkce
tajemne(z, 1) v zdvislosti na celo¢iselné vstupni hodnoté .

Algoritmus 11.14.
function tajemne(x,y):

if x < 0 then t+<0;

else t « tajemne(x-1,2y) +y;
return t.

Zkusime-li si vypocet simulovat pro x = 0,1,2,3,4..., postupné ziskdme pro volani
tajemne(z, 1) navratové hodnoty 0,1,3,7,15.... Na zakladé toho jiz neni obtizné uhod-
nout, ze navratova hodnota asi bude obecné urcéena vztahem 2% — 1. Toto tvrzeni je vSak
tfeba dokazat!
Komenta¥: Jak zdhy zjistime, matematicka indukce na nase tvrzeni piimo ,nezabird“, ale
mnohem lépe se nam povede s nasledujicim piirozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni,
které zobecnuje vysledek na proménné hodnoty parametru y (a které také musime uhod-
nout):

Véta. Pro kazda pfirozena z, y volani funkce tajemne(z,y) Algoritmu 11.14 vréti
hodnotu (2% — 1) - .
Dukaz: Postupujeme indukci podle z := ¢ € N.

* V bdzi, pro vstup = ¢ = 0 je navrdcena hodnota 0 = (2° — 1) - y bez ohledu na
hodnotu y.

x Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro x = i € N a uvazujme dalsi vstup
x:=1+1>0.V tom pripadé se vykonava druha vétev podminky a vysledek bude ro-
ven hodnoté tajemne(x—1, 2y)+y = tajemne(i, 2y)+y. Podle indukéniho predpokladu
jiz. vime, 7Ze volan{ funkce tajemne(s, 2y) navrati (2° — 1) - 2y, a celkem tak plati:

tajemne(i,2y) +y = (2' —1)- 2y +y=2"y -2 +y=(2"" 1)y

Posledni vyraz je roven pozadovanému (2% — 1) -y a dukaz matematickou indukef je timto
ukoncen. O
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11.5 Dodatek: Zajimavé algoritmy aritmetiky

VVVVVV

podivat na dva kratké a dobfe znamé algoritmy z oblasti aritmetiky.

Euklidiav algoritmus

Jiz z davnych dob antiky pochazi nasledujici zajimavy a koneckoncu velmi jednoduchy
postup—algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢éisel.

Algoritmus 11.15. FEuklidiv pro nejvétsiho spole¢ného délitele.
Pro zadand prirozend ¢isla p,q pocitd ndsledovné:
input p, q;
while p>0 A g>0 do
if p>q then p <« p-q;
else q <« qgq-p;
done
output p+q.

Véta. Pro kazdé p,q € N na vstupu algoritmus vrati hodnotu nejvétsiho
spolecného délitele ¢isel p a ¢, nebo 0 pro p = q = 0.

Dikaz povedeme indukei podle souc¢tu i = p + ¢ vstupnich hodnot. (Jak jsme psali,
je to prirozena volba v situaci, kdy kazdy pruchod cyklem algoritmu snizi jedno z p, q,
avsak neni jasné, které z nich.)

o Béaze indukce pro ¢ = p + ¢ = 0 je zfejma; cyklus algoritmu neprobéhne a vysledek

ithned bude 0.

« Ve skutecnosti je zase vyhodné uvazovat rozsitenou bazi, kterda zahrnuje i piipady,
kdy jen jedno z p, ¢ je nulové (Pro¢? Jednd se o vSechny ptipady, kdy pruchod cyklem
neprobéhne, neboli touto indukei sledujeme pocet priichodu cyklem.) Pak vysledek
p + ¢ bude roven tomu nenulovému z obou scitancu, coz je v tomto pripadé zaroven
jejich nejveétsi spoleény délitel.

o Indukéni krok. Uvazme vstupni hodnoty p := h, a q := h,, pficemz h, + h, =
t+1ah, >0ah,; >0 — tehdy dojde k prvnimu prichodu télem cyklu naseho
algoritmu. Pfredpokladejme h, > hy; poté po prvnim pruchodu télem cyklu budou
hodnoty p = h, — hy a ¢ = hy, coz znamena p+q =h, < h, +hy —1=1.

Podle indukéniho predpokladu (jelikoz nyni p + ¢ < i) tudiz vysledkem algoritmu
pro vstupy p = h, — h, a ¢ = h, bude nejvétsi spolecny deélitel NSD(h, — hy, hy).
Symetricky pro h, < h, algoritmus vrati NSD(h,, h, — h,). (Kde NSD() kratce
oznacuje nejvétsiho spolecného délitele.)

Dukaz proto bude dokoné¢en nasledujicim Lematem 11.16. O

Lema 11.16. Pro kazdd prirozend a,b plati NSD(a,b) = NSD(a—b,b) = NSD(a,b—a).

Komenta#: Vsimnéte si, ze délitelnost je dobfe definovana i na zapornych celych ¢islech.

Dukaz: Ovéfime, ze ¢ = NSD(a — b,b) je také nejvétsi spolecny deélitel ¢isel a a b
(druhé ¢ést je pak symetricka).
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x Jelikoz ¢islo ¢ déli ¢éisla a — b a b, déli i jejich soucet (a — b) + b = a. Potom ¢ je
spolecnym délitelem a a b.

+ Naopak necht d néjaky spoleény délitel éfsel a a b. Pak d déli také rozdil a — b. Tedy
d je spolecny délitel cisel a — b a b. Jelikoz ¢ je nejvétsi spoleény délitel téchto dvou
¢isel, nutné d déli ¢ a zaveér plati. O

Modularni umocnovani

Dale naptiklad ,zbytkové“ umocnovani na velmi vysoké exponenty je podkladem znamé
RSA sifry. Pokud bychom takovou mocninu zkouseli poé¢itat hrubou silou jen opakovanym
nasobenim zakladu, vysledku bychom se nikdy v rozumném c¢ase nedockali.

Algoritmus 11.17. Bindrni postup umocnovdni.

Pro dand ¢isla a,b vypocteme jejich celoc¢iselnou mocninu (omezenou na zbytkové tridy
modulo m pro prevenci pretecent rozsahu celyjch ¢isel v pocitaci), tj. hodnotu a® mod m,
ndsledujicim postupem.

input a,b, m;

res < 1;

while b>0 do
if b mod 2>0 then res < (res-a) mod m;
b < |b/2]; a <+ (aa) mod m;

done

output res.

K dukazu spravnosti algoritmu pouzijeme indukci podle délky ¢ binarniho zapisu cisla b.
Véta. Algoritmus 11.17 skonéf a vzdy spravné vypoéte hodnotu a® mod m.

Dukaz: Baze indukce je pro £ =1, kdy b = 0 nebo b = 1. Pfitom pro b = 0 se cyklus
vubec nevykond a vysledek je res = 1. Pro b = 1 se vykond jen jedna iterace cyklu a
vysledek je res = a mod m.

Necht tvrzeni plati pro vsechny vstupy b délky ¢ = ¢ > 1 a uvazme vstup délky
¢ =i+ 1. Pak zfejmé b > 2 a vykonaji se alespon dvé iterace cyklu. Po prvni iteraci
budou hodnoty proménnych po fadé

ay =a? b= 1[b/2] a res=r = (a® ™*?) mod m.

Tudiz délka binarniho zapisu b, bude jen ¢ —1 = ¢ a podle indukéniho predpokladu zbylé
iterace algoritmu skonéi s vysledkem

b

res =71 -al mod m = (ab mod Q-CLQWQJ) mod m =a’ mod m.

|

Poznamka: Zamysleli jste se, jaky maji algoritmy v tomto oddile vlastné vyznam? Vzdyt kazdy
z predchozich dvou piikladu jisté sami vyfesite jednou jednoduchou smyckou. Podivejte se
v8ak (alespon velmi zhruba) na pocet kroku, které zde uvedené algoritmy potiebuji vykonat
k ziskani vysledku, a srovnejte si to s po¢ty kroku onéch ,,jednoduchych® algoritmu. Pro skutecné
velkd vstupni ¢isla zjistite propastny rozdil — s takovym zdanlivé jednoduchym algoritmem pro
umocnovani, tifeba ’foreach i+ 1,...b do res <+ res-a mod m; done’, se pro obrovské hod-
noty b vysledku nikdy nedockate, kdezto Algoritmus 11.17 stale pobézi velmi rychle. (Spocitate,
jak rychle?) Obdobné tomu bude i u dalstho Algoritmu 11.18.
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Relativné rychlé odmocnéni

Na zavér oddilu si ukdzeme jeden netradi¢ni kratky algoritmus a jeho analyzu a dukaz
zde ponechame oteviené. Dokéazete popsat, na ¢em je algoritmus zalozen?

Algoritmus 11.18. Celociselnda odmocnina.
Pro dané prirozené ¢islo x vypocteme dolni celou édst jeho odmocniny |v/x|:

input x;

P < X; res < 0;

while p>0 do
while (res+p)> < x do res < res+p;
p < [p/2];

done

output res.

Rozsifujici studium

Nas vyklad pohlizi na algoritmy a programovani tzv. proceduralnim neboli imperativnim
paradigmatem. Vedle toho existuji i jiné pristupy k programovani, jako zminéné funkciondlni
nebo logické. Na FI se s jinymi pristupy studenti seznami treba v predmétu IB015 Neim-
perativni programovani. Pro nas matematicky vyklad neni vybér vypocetniho paradigmatu

Smyslem této lekce bylo predevsim ukazat, ze u jednoduchych algoritmii Ize (a je vhodné)
je matematicky formalné zapisovat i dokazovat jejich spravnost. Samoziejmé je iluzorni
predpokladat, ze obdobné dikazy spravnosti podame i pro velké softwarové projekty citajici
az miliony radku, ale postupy a techniky naucené pri ovérovani jednoduchych algoritmi
s uspéchem vyuzijete i pri kontrole a ladéni jednotlivych kouskt velkych projektii.

Mnohé dalsi ukazky dokazovani zakladnich algoritmi najdete hned v kurzech zakladni
algoritmizace (jako jiz zminény kurz IB002). Mimo jiné se tam naucite dalsi uzitecné forma-
lismy, které (a¢ primo zaloZené na stejnych matematickych principech dokazovani a indukce)
vas zbavi ¢asti starosti se spravnym formalnim zapisem dukazu algoritmu a provedou vas
tak ,, pohodInéjsi cestou®. O ruznych pokrocilych technikach formalni verifikace programiu
se v pripadé zajmu dozvite v pokracujicim studiu.
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12 Nekonecné mnoziny, Zastaveni algoritmu

Uvod

Hloubavého ctenare muze snadno napadnout kacitska myslenka, pro¢ se vlastné
zabyvame dokazovanim spravnosti algoritmu a programu, kdyz by to prece (snad?) mohl
za nas délat automaticky pocita¢ samotny. Bohuzel to vsak nejde a je hlavnim cilem této
lekce ukazat matematické divody pro¢ tomu tak je.

Konkrétné si dokazeme, ze nelze algoritmicky rozhodnout, ani zda se dany algoritmus
na svém vstupu zastavi nebo ne. Hlavnimi nastroji, které pouzijeme, budou nekonecné
mnoziny a dikazova technika tzv. Cantorovy diagonaly, ktera se ve velké mite pouziva praveé
v teoretické informatice. Touto lekcl se tak kratce vymanime ze zajeti naivni teorie mnozin,
ktera v této oblasti ma své neprekonatelné limity. (Pro zvidavé — obdobné, ale mnohem

Cile

Zavedeme si ve zjednoduseném (a stéle ,, ponékud naivnim) pohledu nekone¢né mnoziny
a na nich techniku dukazu Cantorovou diagonalou. Pak tuto klicovou diikazovou techniku
teoretické informatiky vyuzijeme k diikazu algoritmické neresitelnosti problému zastaveni.

12.1 O nekonecnych mnozinach a kardinalité

Zatimco v naivni teorii jsme si velikost koneéné mnoziny definovali jednoduse jako pocet
jejich prvki vyjadieny prirozenym cislem, pro nekoneéné mnoziny je situace obtizna a
mnohem méné intuitivni. Co nam tieba brani zavést pro velikost nekonetné mmnoziny
symbol co? Ponejvice zdvazny fakt, ze neni ,nekoneéno® jako ,nekonecno* (Véta 12.2)!

Pravé proto si pro urceni mohutnosti nekoneénych mnozin musime vypomoci
nasledujicim primérem: Velikosti dvou hromadek jablek dokazeme i bez poc¢itani porov-
nat tak, ze budeme z obou hromadek po tadé odebirat dvojice jablek (z kazdé jedno), az
dokud prvni hroméddka neztstane prazdna — druhd hroméddka pak je vétsi (nebo nejvyse
rovna) té prvni.

Definice: Mnozina A je ,nejuyse tak velkd“ jako mnozina B, pravé kdyz existuje injek-
tivni funkce f : A — B. Mnoziny A a B jsou ,stejné velké® pravé kdyz mezi nimi existuje
bijekce. V pripadech nekonecnych mnozin pak misto “velikosti” mluvime formalné o jejich
kardinalite.

Komenta#: Uvedena definice kardinality mnozin funguje korektné i pro nekone¢né mnoziny:

* Napriklad N a Z maji stejnou kardinalitu (jsou ,stejné velké“, tzv. spoc¢etné nekonecné).

* Lze snadno ukazat, ze i QQ je spocetné nekonecnd, tj. existuje bijekce f : N — @, stejné
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jako bijekce h : N — N2,

+ Existuji ale i nekoneé¢né mnoziny, které jsou ,striktné veétsi®

S

@zﬂz @ 4 @ 6/2
2,

//734 5/3

@g&) o5
(1) /z’i @ 44 54 6/4
Q_@ 35 45 5/5 6/

@ 26 36 4/6 5/6 66

6/3

mnozina (piikladem je R ve Véte 12.2).

nez libovolna spocetna

* Pozdéji dokazeme, ze existuje nekone¢na posloupnost nekoneénych mnozin, z nichz kazda
je striktné vétsi nez vsechny predchozi.

Pro porovnavani velikosti mnozin nékdy s vyhodou vyuzijeme nasledujici pfirozené,
ale nelehké tvrzeni (bez dukazu):

Véta 12.1. Pro libovolné dvé mnoziny A, B (i nekonecné) plati, Ze pokud existuje injekce
A — B a zdroven i injekce B — A, pak existuje bijekce mezi A a B.

A

Cantorova diagonala, aneb kolik je realnych ¢isel

B

Prvnim klicovym poznatkem ukazujicim na neintuitivni chovani nekone¢nych mnozin je
nasledujici dukaz, ktery dal historicky vzniknout metodé tzv. Cantorovy diagondly.

Veéta 12.2. Neexistuje Zadné surjektioni zobrazeni g : N — R.

Dusledek 12.3. Neexistuje Zddné injektioni (tudiz ani bijektivni) zobrazeni h : R — N.
Neformdlné teceno, redlnyjch cisel je striktné vice nez vsech prirozenych.

Dikaz (Véty 12.2 sporem): Necht takové g existuje a pro zjednoduseni se omezme
jen na funkéni hodnoty v intervalu (0,1) tj. ponechme z kazdé funkéni hodnoty jen
jeji nezapornou necelou cast. Podle hodnot zobrazeni ¢ si takto muzeme ,usporadat*
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dekadické zapisy vsech redlnych ¢isel v intervalu (0, 1) po tadcich do tabulky:

g0)= 0.1 54 27578325

g(l)= 0. 4

g(2)= 0. 1
g(3)= 0. 3
g(4) = 0. 9

Nyni sestrojime ¢islo a € (0,1) nésledovné; jeho i-ta ¢islice za desetinnou ¢drkou bude
1, pokud v i-tém tadku tabulky na diagonale neni 1, jinak to bude 2. V nasem ptikladé
a=0.21211...

Kde se nase cislo a v tabulce nachazi? Nezapomenme, ze g byla surjektivni, takze «
nékde musi byt. Konstrukce vsak ukazuje, ze « se od kazdého cisla v tabulce 1isi na aspon
jednom desetinném misté, a to je spor. (Az na drobny technicky detail s rozvojem .. .9,
ktery pro dosazeni jednoznacnosti zapisu v nasi tabulce preferujeme nad koneénym roz-
vojem takového ¢isla. Neboli misto 0.125 budeme do tabulky pséat 0.1249.) O

12.2 ,Naivni“ mnozinové paradoxy

Analogickym zpusobem k Veété 12.2 lze dokédzat nasledovné zobecnéni vyjadiujici se o
jakékoliv mnoziné a ji pritazené striktné vétsi mnozineé.
Véta 12.4. Necht M je libovolnd mnoZina. Pak existuje injektivni zobrazend f : M —
2M - qle neexistuje Zddné bijektivni zobrazeni g : M — 2M

Dukaz: Dokdzeme nejprve existenci f. Staci ale polozit f(x) = {z} pro kazdé x € M.
Pak f: M — 2M je zjevné injektivni.

Neexistenci g dokazeme sporem. Predpokladejme tedy naopak, Zze existuje bijekce
g: M — 2M . Uvazme mnozinu K C M definovanou takto:

K={zxeM|z¢ggx)}.
JelikoZ ¢ je bijektivni a K € 2™ musi existovat y € M takové, Zze g(y) = K. Nyni
rozlisime dvé moznosti:

—y€eg(y). Tj.y € K. Pak ale y & g(y) z definice K, coz je spor.

— y & g(y). To podle definice K znamend, ze y € K, tj. y € g(y), spor. 0

Komenta¥: Dvé navazujici poznamky.
o Technika pouzitd v dukazech Vét 12.2 a 12.4 se nazyva Cantorova diagonalni metoda,
nebo také zkracené diagonalizace.

Konstrukci mnoziny K lze zndzornit pomoci néasledujici tabulky:
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Symbol / resp. — 1k4, ze prvek uvedeny v zdhlavi sloupce patii resp. nepatii do mnoziny
uvedené v zdhlavi fadku. Tedy napi. d € g(b) a a € g(d). Mnozina K poté obsahuje ty
diagondlni prvky oznacené —, tj. ,prevraci vyznam diagonaly.

e 7 toho, Ze nekonetna mohou byt ,ruzné velkd“, lze lehce odvodit fadu dalSich faktu.
V jistém smyslu je napf. mnozina vSech problému vétsi nez mnozina vSech algoritmu
(obé mnoziny jsou nekonecné), a proto nutné existuji problémy, které nejsou algoritmicky
resitelné.

Cantoruv paradox

Naivni teorie mnozin, jak jsme si ji uvedli i v tomto pfedmétu, trpi mnoha neduhy a
nepiesnostmi, které vyplynou na povrch predevsim pii ,neopatrné manipulaci® s ne-
koneénymi mnozinami. Abychom se témto ,neopatrnostem® vyhnuli bez ptilisné forma-
lizace, dva zakladni z téchto paradoxu si nyni ukazeme.

Piiklad 12.5. Uvazime-li nyni nekonecnou posloupnost mnozin
A17 A27 A37 A47 e

kde Ay = N a A, = 2% pro kazdéi € N, je vidét, Ze vsechny mnoziny jsou nekonecné
a kazda je striktné vétsi nez libovolna predchozi.
Kde vsak v tomto Tfazeni kardinalit bude ,mnozina vsech mnozin“? Na tuto otazku, jak
sami asi citite, nelze podat odpoved. Co to vsak znamena? O

x Takto se koncem 19. stoleti objevil prvni Cantoruiv paradox nové vznikajici teorie
mnozin.

x Dnesni moderni vysvétleni paradoxu je jednoduché, prosté ,mnozinu vSsech mnozin®
nelze definovat, takova v matematice neexistuje.

Brzy se vSak ukazalo, ze je jesté mnohem hur. . .

Russeluv paradox

Fakt: Neni pravda, ze kazdy soubor prvku lze povazovat za mnozinu.
x Necht X = {M | M je mnozina takovd, ze M & M}. Plati X € X ?

— Ano. Tj. X € X. Pak ale X splauje X ¢ X.
— Ne. Pak X splnuje vlastnost X ¢ X, tedy X je prvkem X, tj., X € X.

* Obé mozné odpovédi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlasit za mnozinu. Jak je ale
néco takového vibec mozné?

Komenta¥: Vidite u Russelova paradoxu podobnost ptistupu s Cantorovou diagonalizaci?
Russeluv paradox se objevil zaciatkem 20. stoleti a jeho ,jednoduchost” zasahujici iplné
zéklady matematiky (teorie mnozin) si vynutila hleddni seriézniho rozfeSeni a rozvoj
formalni matematické logiky.

Pro ilustraci tohoto paradoxu, slyseli jste uz, ze ,,v malém méstecku zije holi¢, ktery holi
pravé ty muze méstecka, kteri se sami neholi“? Zminéné paradoxy naivni teorie mnozin
zatim v tomto kurzu nerozireSime, ale zapamatujeme si, ze vétSina matematickych a infor-
matickych disciplin vystaci s , intuitivné bezpec¢nymi“ mnozinami.
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12.3 Algoritmicka neresSitelnost problému zastaveni

Vyse vysvétlené myslenky diagonalizace a principu zdkladnich paradoxu naivni teorie
mnozin sice vypadaji ,,velmi matematicky“. Ptesto je vSak témér beze zmény lze aplikovat
i na bytostné informatickou otazku, zda lze algoritmicky poznat, pro které vstupy se dany
program vibec zastavi. Negativni odpovéd na tuto otdzku je jednim z fundamentdlnich
vysledku informatiky a pritom ma prekvapivée kratky a ¢isty dukaz diagonalizaci.

Fakt: Uvédomme si (velmi neformélné) nékolik zdkladnich myslenek.

*x Program v kazdém programovacim jazyce je konecna posloupnost slozena z konecné
mnoha symbolu (pismena, ¢islice, mezery, specidlni znaky, apod.) Necht ¥ je mnozina
vsech téchto symboli. Mnozina vSech programu je tedy jisté podmnozinou mnoziny
Uien Y, kterd je spocetné nekonecénd. Existuje tedy bijekce f mezi mnozinou N a
mnozinou vsech programu. Pro kazdé j € N ozna¢me symbolem P; program f(j). Pro
kazdy program P tedy existuje ¢ € N takové, ze P = P,.

x Kazdy mozny vstup kazdého mozného programu lze zapsat jako konecnou posloup-
nost symbolu z koneéné mnoziny I'. Mnozina vSech moznych vstupu je tedy spocetné
nekonecna a existuje bijekce g mezi mnozinou N a mnozinou vsech vstupu. Pro kazdé
j € N ozna¢me symbolem V; vstup ¢(j).

x Predpokladejme, ze existuje program Halt, ktery pro dané i, j € N zastavi s vystupem
ano/ne podle toho, zda P; pro vstup V; zastavi, nebo ne.

x Tento predpoklad déle dovedeme ke sporu dokazujicimu, ze problém zastaveni nema
algoritmické feseni.

Véta 12.6. Neexistuje program Halt, ktery by pro vstup (P;,V;) sprdvné rozhodl, zda se
program P; zastavi na vstupu V;.

Dukaz: Sporem uvazme program Diag s néasledujicim kodem:
input k;
if Halt(k,k) =ano then while true do ; done
(Program Diag(k) mé na rozdil od Halt jen jeden vstup k, coz bude dulezité.)
Fungovéani programu Diag 1ze znédzornit za pomoci nasledujici tabulky:

Symbol / resp. — 1k, ze program uvedeny v zdhlavi sloupce zastavi resp. nezastavi pro
vstup uvedeny v zahlavi radku. Program Diag ,zneguje” diagonalu této tabulky.
Podle naseho predpokladu (Diag je program a posloupnost P; zahrnuje vsechny pro-
gramy) existuje j € N takové, ze Diag = P;. Zastavi Diag pro vstup V;?
— Ano. Podle kédu Diag pak ale tento program vstoupi do nekonecéné smycky, tedy
nezastavi.
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— Ne. Podle kédu Diag pak ale if test neuspéje, a tento program tedy zastavi.
Ptedpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu. O

Komentaf¥: Otdzkami algoritmické (ne)fesitelnosti problému se zabyvé teorie vycislitelnosti.
Metoda diagonalizace se také ¢asto vyuzivd v teorii slozitosti k dukazu toho, ze dané dvé
slozitostni tfidy jsou ruzné.

Rozsifujici studium

Latka této lekce zabrousila az do teoretickych hlubin matematické logiky a teorie mnozin.
Dalsi studium v téchto oblastech se da ocekavat hlavné u studenti specificky zamérenych
teoretickym smérem (a miricich spise do akademické nez aplikacéni sféry), zajimajicich se o
matematiku samotnou nebo o teorii vycislitelnosti. Proto také uvedené pokrocilé poznatky
Lekce 12 nebudou vyzadovany u zkousky tohoto predmeétu.
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Zavérem

Gratulujeme vSem, ktefi se nasim nelehkym ucebnim textem ,prokousali“ az sem, a
prejeme mnoho uspéchu v dalsim studiu informatiky.

Nakonec znovu pripominame, ze nedilnou soucasti naseho studijniho textu je Inter-
aktivni osnova predmétu IBO00 v IS MU a v ni ptrilozené online odpovédniky urcené k
procvicovani prednesené latky.

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2020/IB000/index .qwarp
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