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numerace mnoziny

Definice (numerace mnoziny)

Numerace mnoziny M je surjektivni funkce v : N — M.
Je-li v navic totalni, mluvime o totalni numeraci mnoziny.

priklady
m numerace mnoziny M = {a, b, c}

m totalni numerace mnoziny M = {a, b, ¢}
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numerace mnoziny

m numerace mnoziny {0,2,4,6,8,...}

B numerace mnozinZ aQ

m numerovat Ize libovolnou nejvysSe spocetnou mnozinu

m chceme definovat totalni numeraci j-arnich vycislitelnych
funkci PU) (pro kazdé j > 1)
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index programu

m kazdému programu prifadime Cislo z N

m zvolime techniku, kterou pouzil Kurt Gédel

m predpokladame, Ze programy pouzivaji pouze proménné
X1,Xo, ...

m definujeme funkci code : P — N pro vSechna i,j,m > 1
a libovolné prikazy 6, d1, oo, . ..

code(x; == 0) = 2/
code(x; == x;—1) = 35/
code(x; == x;+1) = 711/
code(while x; # x; do §) = 13717/1900de()
code(begin 41; 62; ... 6m end) = 23code(61)2900d9(52) . (D) c%(0m)
code(be in end)

kde p; je i-té prvocislo, pficemz prvni prvocislo je 2
m code(P) nazyvame index programu P
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priklad

code(x; :=0) = 2'
code(x; := x; — 1)
code(x; = x;+ 1) = 7/11/
code(while x; # x; do §) = 13/17/19¢9(%)
end) =
end)

code(begin 61; 65; ...5m, end 23000’9(51)29"0"9(52) . . (Pg-m)©0%e(m)
code(be in end

Pempfy: COde(Pempty) =

begin

Xy :=0;

Xo = X1 + 1;

while x; # xo do begin end
end
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vlastnosti funkce code

Lemma

Funkce code : P — N je injektivni a totalni.

Dukaz:

Tvrzeni
Funkce code : P — N neni surjektivni.

Duikaz: napt. Cislo 12 neni indexem zadného programu. [
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standardni numerace programu

Pempty:  begin

X1 = 0;

Xo := X1+ 1;

while x; # x> do begin end
end

Definice (standardni numerace program)

Standardni (kanonicka) numerace programdu je funkce
num : N — P definovana takto:

code~'(n) jestlize n e range(code)

num(n) = {

Namisto num(0), num(1), ... obvykle piSeme Py, P4, .. ..
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standardni numerace vycislitelnych funkci

Definice (standardni numerace vycislitelnych funkci)

Necht j > 1. Standardni (kanonicka) numerace j-arnich
vyéislitelnych funkci je funkce oY) : N — PU) definovana takto:

(i — )
90(1)(1) - SDnum(i)
Index vyéislitelné funkce f € PU) je &islo i splriujici f = ©U)(j).

Misto )(0), pU)(1),... obvykle piseme o), ¥, ...

Pro j = 1 piSeme jen ¢q, ¢1, . . ..
Vycislitelnych j-arnich funkci je pouze spocetné mnoho.

VsSech vycislitelnych funkci je pouze spocetné mnoho.
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pocet indexu funkce

Lemma

Kazda vycislitelna funkce ma nekonec¢né mnoho riznych
indexa.

Dukaz:
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problém zastaveni

m existuji funkce, které nejsou vycislitelné

m neexistuje algoritmus rozhoduijici, zda dany program na
svém indexu zastavi

Funkce f : N — N definovana vztahem

(i) 1 Jjestlize ¢;(i) je definovano
) =
0 jestlize ¢j(i) neni definovano

neni vycislitelna.
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dukaz nerozhodnutelnosti problému zastaveni

(i) = 1 jestlize ¢;(i) je definovano
~ | 0 jestlize o;(i) neni definovano

Dukaz: (sporem) Necht f je po&itana programem halt. Pak
program confuse

begin
while halt(x;) = 1 do begin end:;
X1 = 1

end

pocita funkci
. 1L jestlize f(i) =1
Y(i) = - (.) B
1 jestlize f(i)=0
Necht e je index programu confuse. Pak
1L

u(e) = vele) = { 1
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diagonalizaCni metoda

Y
== o
DR [
R
— 4+ =3

confuse || + 1t ... |
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véta o numeraci

Véta (véta o numeraci)

Pro kazdé j > 1 existuje vyéislitelna funkce ® : N'*1 — N
takova, Ze pro véechna e, ay, . .., a; € N plati

d>(e,a1,...,aj):gog)(a1,...,aj).

m ® nazyvame univerzalni funkce pro standardni numeraci
j-arnich vycislitelnych funkci
m vete se také fika utm-véta (universal Turing machine)

1B107 Vycislitelnost a slozitost: standardni numerace, problém zastaveni, véta o numeraci 13/26



poznamky k dikazu véty o numeraci

intuitivni implementace univerzalni funkce @
ze vstupu (e, ay, . . ., g) dekdduj program Pe
simuluj program Pe na vstupu (a1, .. ., &)
pokud simulovany program P, skonci, dej na vystup jeho
vyslednou hodnotu

uskali intuitivni implementace
m simulovny program muze obsahovat libovolné velky
(konecény) pocet proménnych
m implementace ® ma ale fixni poCet proménnych
— kddovani vice proménnych do jedné
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parujici funkce

Definice (parujici funkce)

Totalné vydislitelné bijekci f : N? — N Fikame parujici funkce.

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3)
(3,0) (3,1) (3,2) (3,9)
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parujici funkce

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,0) (1.1) (1,2) (1,8)
(2,0) (2.1) (2.2) (2,3)

) 31) 3.2) (3.3)

Lemma

Funkce 7 : N2 — N definovana vztahem

i) = (i+j)(i2+j+ U

je parujici funkce.

Duikaz: 7 je bijekce (viz konstrukce) a totalné vycislitelna. [ |
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projekce

Lemma

Funkce 71 : N+— N a m : N — N definované jako

m(r(i,) =i a ma(7(i,f)) = J

jsou totalné vycislitelné funkce. Funkce nazyvame projekce.

Duikaz: program pro 4

begin
Xo :=0; x3:=0;
while T(Xg,O) < X1 dO Xo := Xo + 1;
while 7(x2, X3) # x; do begin x> := xo — 1; X3 := x3 + 1 end;
X1 7= Xo

end n
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standardni kodovaci funkce

Definice (standardni kédovaci funkce)

Pro v§echna k > 1 definujeme funkce 7y : N¥ — N nésledné:

(k) = i . . _
Tk(ity ooy lk) = (k1 (- oy ik—1), k) pro k > 1
Tyto funkce nazyvame standardni kodovaci funkce.
Odpovidajici projekce mg - N +— N jsou pro vSechna1 < | < k
definovany takto:

Tkt (T (s ooy ik)) =

T (T (i1, - -5 lk)) = ik
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pocitani projekci

Lemma

Existuje pevné cislo n takové, Ze pro kazdé k, | € N splrujici
1 < | < k je funkce my vycislitelna programem, ktery pouZiva
nejvyse n proménnych.

Dukaz:
m necht m je poGet proménnych potfebny k vypodétu 7
m programy pocitajici my, mo vystaci s m + 3 proménnymi
m 7y |lze pocitat pomoci 71, o
(i) = w1 (i)
(i) = ma(m (7)) prol>1
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pocitani funkci s omezenym poctem promeénnych

Lemma

Ke kazdému j > 1 existuje Cislo r a totalné vycislitelna funkce
short : N — N takova, Ze
0 _ 0
B e’ = (pshort(e)
m a program Pgpoye) pOUZiva nejvyse j + r promennych

Dukaz: Necht program P, pouziva proménné xi, . .., Xx.
Program Pspo(e)
m zakdduje tyto proméné do proménné U
m simuluje program P s vyuzitim projekci
B pouziva pouze
m j vstupnich proménnych
m m proménnych pro vypocet T
m n proménnych pro vypocet projekci (viz pfedchozi lemma)
m pomocné proménné U, V, W
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pocitani funkci s omezenym poctem promeénnych

program Pgport(e):

: (k — j)-krat
U:=7(U,0),

modifikace programu P

X1 := w1 (U)
end
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pocitani funkci s omezenym poctem proménnych

modifikace programu Pe:

begin

Xi:=x;+ 1

W:.=7r(W,V), /I V misto m(U)

1]
=
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pocitani funkci s omezenym poctem proménnych

modifikace programu Pe:

begin
V= mq(U);
W = m(U);
while V # W do begin
while x; # x; do § modifikovana verze §;
V= mi(U);
W = (V)
end
end

m program Pgpo(e) POCita tutéz j-arni funkci jako Pe

m funkce short spocita z indexu programu Pg index
programu Pgport(e), 1j- provede zde uvedenou konstrukci W
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preklad programu na ctverice

dalsi uskali implementace univerzalni funkce ¢

® neni snadno patrné, v jakém poradi instrukce vykonavat
(Pokracovat dalsi instrukci nebo se vratit k testu?
Ke kterému testu?)

m program proto prevedeme na Ctvefice
(navésti, instrukce, naveésti pro false, navésti pro true)

begin
while x; # x» do (1, x1 # x2, 4, 2)
while x; # x; do . (2, x1 # x4, 1, 3)
X1 =Xy +1; 3, x1:=x1+1, 2, 2)
Xo = X4 (4, Xo 1= Xy4, 57 5)
end

m konecné posloupnosti Ctvefic Ize kddovat prirozenymi Cisly
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funkce pro praci se ¢vericemi

Lemma

Existuje totalné vycislitelna funkce quad : N — N takova, Ze
quad(e) je kdd posloupnosti Ctveric reprezentujici program Pe.

Necht L/ST je kod posloupnosti étvefic. Dukaz véty o numeraci

pouziva i tyto totalné vycislitelné funkce:

max(LIST) vraci nejvySsi naveésti v LIST (tj. konec programu)

fetch(LIST,LBL) najde v LIST cCtvefici s ndvéstim LBL a vrati
kdd odpovidajici instrukce

next(LIST,LBL, BLN) najde v LIST Ctvefici s navestim LBL
a vrati navesti pro false pokud BLN = 0 nebo
navesti pro true pokud BLN = 1
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dikaz véty o numeraci

Dukaz: program poditajici univerzalni funkci ¢ : NN+1 — N:

begin
E = short(x1); Xq 1= Xi Xp :=X3; ... X = Xjqi Xjyq :=0;
LIST := quad(E);
LBL :=1;

MAX := max(LIST);

while LBL - MAX do begin
INST := fetch(LIST, LBL);
BLN := 0;

= code(xq := 0) then x; :=0;

if INST = code(xy := 0) then x := 0;

if INST = code(xy := xy + 1) then xy := xy + 1;
if INST = code(xy := xy — 1) then Xy := x; — 1;
if INST = code(xy := xp + 1) then xq := xo + 1;
if INST = code(xy := xo — 1) then Xy := xp — 1;

if INST = code(x := xi + 1) then x = x; + 1;
if INST = code(xy := xx — 1) then x, := x; — 1;
if INST = code(xy # xp) A Xy # Xo then BLN := 1;
if INST = code(xy # x3) A Xy # X3 then BLN := 1;

if INST = code(x_1 % Xk) A Xk_q # X then BLN := 1;
LBL := next(LIST, LBL, BLN);
end

end |
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