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numerace množiny

Definice (numerace množiny)

Numerace množiny M je surjektivnı́ funkce ν : N→ M.
Je-li ν navı́c totálnı́, mluvı́me o totálnı́ numeraci množiny.

přı́klady
numerace množiny M = {a,b, c}

totálnı́ numerace množiny M = {a,b, c}
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numerace množiny

numerace množiny {0,2,4,6,8, . . .}

numerace množin Z a Q

numerovat lze libovolnou nejvýše spočetnou množinu
chceme definovat totálnı́ numeraci j-árnı́ch vyčı́slitelných
funkcı́ P(j) (pro každé j ≥ 1)
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index programu

každému programu přiřadı́me čı́slo z N
zvolı́me techniku, kterou použil Kurt Gödel
předpokládáme, že programy použı́vajı́ pouze proměnné
x1, x2, . . .

definujeme funkci code : P→ N pro všechna i , j ,m ≥ 1
a libovolné přı́kazy δ, δ1, δ2, . . .

code(xi := 0) = 2i

code(xi := xj − 1) = 3i5j

code(xi := xj + 1) = 7i11j

code(while xi 6= xj do δ) = 13i17j19code(δ)

code(begin δ1; δ2; . . . δm end) = 23code(δ1)29code(δ2). . . (p8+m)code(δm)

code(begin end) = 1

kde pi je i-té prvočı́slo, přičemž prvnı́ prvočı́slo je 2
code(P) nazýváme index programu P
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přı́klad

code(xi := 0) = 2i

code(xi := xj − 1) = 3i5j

code(xi := xj + 1) = 7i11j

code(while xi 6= xj do δ) = 13i17j19code(δ)

code(begin δ1; δ2; . . . δm end) = 23code(δ1)29code(δ2). . . (p8+m)code(δm)

code(begin end) = 1

Pempty : code(Pempty ) =

begin
x1 := 0;
x2 := x1 + 1;
while x1 6= x2 do begin end

end
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vlastnosti funkce code

Lemma

Funkce code : P→ N je injektivnı́ a totálnı́.

Důkaz:

�

Tvrzenı́

Funkce code : P→ N nenı́ surjektivnı́.

Důkaz: např. čı́slo 12 nenı́ indexem žádného programu. �
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standardnı́ numerace programů

Pempty : begin
x1 := 0;
x2 := x1 + 1;
while x1 6= x2 do begin end

end

Definice (standardnı́ numerace programů)

Standardnı́ (kanonická) numerace programů je funkce
num : N 7→ P definovaná takto:

num(n) =

{
code−1(n) jestliže n ∈ range(code)

Pempty jinak

Namı́sto num(0),num(1), . . . obvykle pı́šeme P0,P1, . . ..
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standardnı́ numerace vyčı́slitelných funkcı́

Definice (standardnı́ numerace vyčı́slitelných funkcı́)

Necht’ j ≥ 1. Standardnı́ (kanonická) numerace j-árnı́ch
vyčı́slitelných funkcı́ je funkce ϕ(j) : N 7→ P(j) definovaná takto:

ϕ(j)(i) = ϕ
(j)
num(i)

Index vyčı́slitelné funkce f ∈ P(j) je čı́slo i splňujı́cı́ f = ϕ(j)(i).

Mı́sto ϕ(j)(0), ϕ(j)(1), . . . obvykle pı́šeme ϕ(j)
0 , ϕ

(j)
1 , . . ..

Pro j = 1 pı́šeme jen ϕ0, ϕ1, . . ..

Vyčı́slitelných j-árnı́ch funkcı́ je pouze spočetně mnoho.

Všech vyčı́slitelných funkcı́ je pouze spočetně mnoho.
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počet indexů funkce

Lemma

Každá vyčı́slitelná funkce má nekonečně mnoho různých
indexů.

Důkaz:

�
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problém zastavenı́

existujı́ funkce, které nejsou vyčı́slitelné
neexistuje algoritmus rozhodujı́cı́, zda daný program na
svém indexu zastavı́

Věta

Funkce f : N 7→ N definovaná vztahem

f (i) =

{
1 jestliže ϕi(i) je definováno

0 jestliže ϕi(i) nenı́ definováno

nenı́ vyčı́slitelná.
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důkaz nerozhodnutelnosti problému zastavenı́

f (i) =

{
1 jestliže ϕi(i) je definováno
0 jestliže ϕi(i) nenı́ definováno

Důkaz: (sporem) Necht’ f je počı́taná programem halt . Pak
program confuse

begin
while halt(x1) = 1 do begin end;
x1 := 1

end
počı́tá funkci

ψ(i) =

{
⊥ jestliže f (i) = 1
1 jestliže f (i) = 0

Necht’ e je index programu confuse. Pak

ψ(e) = ϕe(e) =

{
⊥
1

�
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diagonalizačnı́ metoda

0 1 2 . . . n . . .

P0 ↑ ↓ ↓ . . . ↑ . . .
P1 ↑ ↓ ↑ . . . ↓ . . .
P2 ↓ ↓ ↓ . . . ↓ . . .

...
...

...
...

. . .
...

Pn ↓ ↓ ↑ . . . ↑ . . .
...

...
...

...
...

. . .

confuse ↓ ↑ ↑ . . . ↓ . . .
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věta o numeraci

Věta (věta o numeraci)

Pro každé j ≥ 1 existuje vyčı́slitelná funkce Φ : Nj+1 → N
taková, že pro všechna e,a1, . . . ,aj ∈ N platı́

Φ(e,a1, . . . ,aj) = ϕ
(j)
e (a1, . . . ,aj).

Φ nazýváme univerzálnı́ funkce pro standardnı́ numeraci
j-árnı́ch vyčı́slitelných funkcı́
větě se také řı́ká utm-věta (universal Turing machine)
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poznámky k důkazu věty o numeraci

intuitivnı́ implementace univerzálnı́ funkce Φ

1 ze vstupu (e,a1, . . . ,aj) dekóduj program Pe

2 simuluj program Pe na vstupu (a1, . . . ,aj)

3 pokud simulovaný program Pe skončı́, dej na výstup jeho
výslednou hodnotu

úskalı́ intuitivnı́ implementace
simulovný program může obsahovat libovolně velký
(konečný) počet proměnných
implementace Φ má ale fixnı́ počet proměnných

→ kódovánı́ vı́ce proměnných do jedné
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párujı́cı́ funkce

Definice (párujı́cı́ funkce)

Totálně vyčı́slitelné bijekci f : N2 7→ N řı́káme párujı́cı́ funkce.

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) . . .

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) . . .

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) . . .

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) . . .

...
...

...
...

. . .
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párujı́cı́ funkce
(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) . . .

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) . . .

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) . . .

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) . . .

...
...

...
...

. . .

Lemma

Funkce τ : N2 7→ N definovaná vztahem

τ(i , j) =
(i + j)(i + j + 1)

2
+ i

je párujı́cı́ funkce.

Důkaz: τ je bijekce (viz konstrukce) a totálně vyčı́slitelná. �
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projekce

Lemma

Funkce π1 : N 7→ N a π2 : N 7→ N definované jako

π1(τ(i , j)) = i a π2(τ(i , j)) = j

jsou totálně vyčı́slitelné funkce. Funkce nazýváme projekce.

Důkaz: program pro π1

begin
x2 := 0; x3 := 0;
while τ(x2,0) < x1 do x2 := x2 + 1;
while τ(x2, x3) 6= x1 do begin x2 := x2 − 1; x3 := x3 + 1 end;
x1 := x2

end
�
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standardnı́ kódovacı́ funkce

Definice (standardnı́ kódovacı́ funkce)

Pro všechna k ≥ 1 definujeme funkce τk : Nk 7→ N následně:

τ1(i1) = i1
τk (i1, . . . , ik ) = τ(τk−1(i1, . . . , ik−1), ik ) pro k > 1

Tyto funkce nazýváme standardnı́ kódovacı́ funkce.
Odpovı́dajı́cı́ projekce πkl : N 7→ N jsou pro všechna 1 ≤ l ≤ k
definovány takto:

πk1(τk (i1, . . . , ik )) = i1
...

πkk (τk (i1, . . . , ik )) = ik
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počı́tánı́ projekcı́

Lemma

Existuje pevné čı́slo n takové, že pro každé k , l ∈ N splňujı́cı́
1 ≤ l ≤ k je funkce πkl vyčı́slitelná programem, který použı́vá
nejvýše n proměnných.

Důkaz:
necht’ m je počet proměnných potřebný k výpočtu τ
programy počı́tajı́cı́ π1, π2 vystačı́ s m + 3 proměnnými
πkl lze počı́tat pomocı́ π1, π2

πk1(i) = πk−1
1 (i)

πkl(i) = π2(πk−l
1 (i)) pro l > 1

�
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počı́tánı́ funkcı́ s omezeným počtem proměnných

Lemma

Ke každému j ≥ 1 existuje čı́slo r a totálně vyčı́slitelná funkce
short : N 7→ N taková, že

ϕ
(j)
e = ϕ

(j)
short(e)

a program Pshort(e) použı́vá nejvýše j + r proměnných

Důkaz: Necht’ program Pe použı́vá proměnné x1, . . . , xk .
Program Pshort(e)

zakóduje tyto proměné do proměnné U
simuluje program Pe s využitı́m projekcı́
použı́vá pouze

j vstupnı́ch proměnných
m proměnných pro výpočet τ
n proměnných pro výpočet projekcı́ (viz předchozı́ lemma)
pomocné proměnné U,V ,W
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počı́tánı́ funkcı́ s omezeným počtem proměnných

program Pshort(e):

begin
U := τ(x1, x2);
U := τ(U, x3);
...
U := τ(U, xj);
U := τ(U,0);
...
U := τ(U,0);

 (k − j)-krát

modifikace programu Pe

x1 := πk1(U)
end
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počı́tánı́ funkcı́ s omezeným počtem proměnných

modifikace programu Pe:

xi := xl + 1

begin
V := πkl(U);
V := V + 1;
W := πk1(U);
W := τ(W , πk2(U));
W := τ(W , πk3(U));

...
W := τ(W ,V ); // V mı́sto πki(U)

...
W := τ(W , πkk (U));
U := W

end
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počı́tánı́ funkcı́ s omezeným počtem proměnných

modifikace programu Pe:

while xi 6= xl do δ

begin
V := πki(U);
W := πkl(U);
while V 6= W do begin

modifikovaná verze δ;
V := πki(U);
W := πkl(U)

end
end

program Pshort(e) počı́tá tutéž j-arnı́ funkci jako Pe

funkce short spočı́tá z indexu programu Pe index
programu Pshort(e), tj. provede zde uvedenou konstrukci �
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překlad programu na čtveřice

dalšı́ úskalı́ implementace univerzálnı́ funkce Φ

nenı́ snadno patrné, v jakém pořadı́ instrukce vykonávat
(Pokračovat dalšı́ instrukcı́ nebo se vrátit k testu?
Ke kterému testu?)
program proto převedeme na čtveřice
(návěštı́, instrukce, návěštı́ pro false, návěštı́ pro true)

begin
while x1 6= x2 do

while x1 6= x4 do
x1 := x1 + 1;

x2 := x4
end

−→

(1, x1 6= x2, 4, 2)
(2, x1 6= x4, 1, 3)
(3, x1 := x1 + 1, 2, 2)
(4, x2 := x4, 5, 5)

konečné posloupnosti čtveřic lze kódovat přirozenými čı́sly
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funkce pro práci se čveřicemi

Lemma

Existuje totálně vyčı́slitelná funkce quad : N 7→ N taková, že
quad(e) je kód posloupnosti čtveřic reprezentujı́cı́ program Pe.

Necht’ LIST je kód posloupnosti čtveřic. Důkaz věty o numeraci
použı́vá i tyto totálně vyčı́slitelné funkce:
max(LIST ) vrácı́ nejvyššı́ návěštı́ v LIST (tj. konec programu)
fetch(LIST ,LBL) najde v LIST čtveřici s návěštı́m LBL a vrátı́

kód odpovı́dajı́cı́ instrukce
next(LIST ,LBL,BLN) najde v LIST čtveřici s návěštı́m LBL

a vrátı́ návěštı́ pro false pokud BLN = 0 nebo
návěštı́ pro true pokud BLN = 1

IB107 Vyčı́slitelnost a složitost: standardnı́ numerace, problém zastavenı́, věta o numeraci 25/26



důkaz věty o numeraci

Důkaz: program počı́tajı́cı́ univerzálnı́ funkci Φ : Nj+1 → N:
begin

E := short(x1); x1 := x2; x2 := x3; . . . xj := xj+1; xj+1 := 0;
LIST := quad(E);
LBL := 1;
MAX := max(LIST );
while LBL 6= MAX do begin

INST := fetch(LIST , LBL);
BLN := 0;
if INST = code(x1 := 0) then x1 := 0;
.
.
.

if INST = code(xk := 0) then xk := 0;
if INST = code(x1 := x1 + 1) then x1 := x1 + 1;
if INST = code(x1 := x1 − 1) then x1 := x1 − 1;
if INST = code(x1 := x2 + 1) then x1 := x2 + 1;
if INST = code(x1 := x2 − 1) then x1 := x2 − 1;

.

.

.
if INST = code(xk := xk + 1) then xk := xk + 1;
if INST = code(xk := xk − 1) then xk := xk − 1;
if INST = code(x1 6= x2) ∧ x1 6= x2 then BLN := 1;
if INST = code(x1 6= x3) ∧ x1 6= x3 then BLN := 1;
.
.
.

if INST = code(xk−1 6= xk ) ∧ xk−1 6= xk then BLN := 1;
LBL := next(LIST , LBL, BLN);

end
end �
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