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obraz a vzor mnoziny

Definice (obraz a vzor mnoziny)

Pro f : Nk - N a mnoZiny A C NK a B C N definujeme
obraz mnoZiny A pri zobrazeni f jako mnoZinu

f(A) = {f(a) | a € dom(f) N A}
a vzor mnoZiny B pfi zobrazeni f jako mnoZinu

f~1(B) = {a| a € dom(f) a f(a) € B}.
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uzaveroveé vlastnosti rekurzivnich mnozin

T¥ida rekurzivnich mnozin je uzaviena na U, N a doplnék.

Necht B C N je rekurzivni mnoZina a f : NK — N je toténé

vycislitelna funkce. Pak f~1(B) je rekurzivni mnoZina.

Necht A C N¥ a B C N/ jsou rekurzivni mnoZiny. Pak
J Y.
A x B C Nkt je rekurzivni mnoZina.

Duikaz:
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uzaveérové vlastnosti r.e. mnozin

W = dom(y;)

Pro kazdé k, | > 1 existuje totalne vycislitelna funkce
h: N2 — N takovd, Ze pro libovolné r.e. mnoZiny WX C Nk a
w! C N plati

CIUR
Wi Wi = Wiy

Dulikaz:
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uzaveérové vlastnosti r.e. mnozin

Existuji totalné vydislitelné funkce hy, h, : N> — N takové, Ze
pro kaZdeé r.e. mnoZiny W;, W; plati:

B W UW = Wi

. W N W th(l',j)

Dukaz:
Wi U W, = Whi i)

Wi Wy = Whyij)
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uzaveérové vlastnosti r.e. mnozin

Existuje totalné vycislitelné funkce f : N> — N takova, Ze pro
kaZdou vycislitelnou funkci ¢; a kaZdou r.e. mnoZinu W; plati

oi(W)) = Wy -

Dukaz: o;(W)) = {¢;(a) | a € dom(y;) N W;}

Vime, Ze existuje tot. vyCislitelna funkce t : N — N takova, ze
range(ypx) = dom(pyk))- u
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uzaveérové vlastnosti r.e. mnozin

Existuje totalné vyéislitelné funkce g : N> — N takovd, Ze pro
kaZdou vycislitelnou funkci ¢; a kaZdou r.e. mnoZinu W; plati

o7 (W) = W)

Dukaz: ;' (W) = {a| a € dom(y;) a pi(a) € W;}

IB107 Vycislitelnost a slozitost: uzavérové vlastnosti rekurzivnich a r.e. mnozin, véta o projekci, 10. Hilberttv problém 715



projekce a rez relace

Definice (projekce a fez)

Necht R C N¥ je k-arni relace pro k > 2. MnoZina
{(a1,...,8i_1,8i+1,-.-,8) | Ja; € N tak, Ze (ay,...,ax) € R}

se nazyva i-ta projekce relace R. MnoZina
{(a1,.-.,8-1,811,---,8) | (@1,...,8i_1,b,8i11,...,8) € R}

se nazyva i-ty rez relace R pro pevné zvolené b € N.
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uzavrenost na projekce a rezy

Libovolny fez rekurzivni mnoZiny je rekurzivni mnoZina.

Libovolny fez r.e. mnoZiny je r.e. mnoZina.
Libovolna projekce r.e. mnoZiny je r.e. mnoZina.

Dukaz:

Predchozi tvrzeni Ize formulovat efektivné.
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uzavrenost na projekce a rezy

Tvrzeni

Projekce rekurzivni mnoZiny nemusi byt rekurzivni.
Libovolna projekce rekurzivni mnoZiny je r.e. mnoZina.

Dukaz:
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véta o projekci

Véta (véta o projekci, véta o existenénim kvantifikatoru)

Necht A C N¥ je r.e. mnozZina. Pak existuje rekurzivni mnoZina
B C N¥t+ takova, Ze A je (k + 1)-ni projekci mnoZiny B.

Dukaz:

m pro jednoduchost predpokladejme k = 1
m pro vhodné j € N plati A = W; = dom(y;)

Dusledek

MnozZina je r.e., prave kdyZ je projekci rekurzivni relace.
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Priklad: DokaZte, Ze mnozina A= {e | 7 € range(ve)} je r.e.
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shrnuti uzavérovych vlastnosti

tfida rekurzivnich mnozin

B je uzaviena na:
m U, N aplikované na relace stejné arity
m doplnék, x, vzor pfi totalné vycislitelném zobrazeni f
m fez

B neni uzavrena na:
m projekce

m obecné neni uzavrena na:
m obraz pfi totalné vycislitelném zobrazeni f
m vzor pfi vyCislitelném zobrazeni g

tfida r.e. mnozin
B je uzaviena na:
m U, N aplikované na relace stejné arity
m X, obraz i vzor pfi vyCislitelném zobrazeni f
m projekce, fez
m neni uzaviena na:
m doplnék
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10. Hilberttv problém

10. Hilbertav problém (1900)

Naleznéte algoritmus, ktery rozhodne, zda polynomicka rovnice
s celoCiselnymi koeficienty ma celociselné feseni.

David Hilbert Jurij Vladimirovic¢

z Alexandrie Matijasevic¢
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10. Hilberttv problém

Definice (diofanticka relace)

Relace R C Nk se nazyva diofanticka, pravé kdyZ existuje
polynom P(x1,..., Xk, Y1,---,Y;) S celoCiselnymi koeficienty
a k + | proménnymi splriujici:

3(by,...,b) € N takové, Ze

(ar,...,a) € R P(ai,...,ak, by,...,b) =0

Véta (Matijasevi¢, 1970)

Relace je r.e., pravée kdyZ je diofanticka.
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