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respektovánı́ funkcı́

Definice (respektovánı́ funkcı́)

Množina A ⊆ N respektuje funkce, jestliže platı́

i ∈ A a ϕi = ϕj =⇒ j ∈ A.

A respektuje funkce, právě když A respektuje funkce
∅, N
konečná neprázdná množina A ⊆ N
{i | ϕi je prostá}
{i |Wi = {42}}
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1. Riceova věta

Věta (1. Riceova věta)

Neprázdná vlastnı́ podmnožina N (tedy A splňujı́cı́ ∅ 6= A ( N),
která respektuje funkce, nenı́ rekurzivnı́.

Důkaz: (sporem)
předpokládejme, že A je rekurzivnı́
necht’ ε je prázdná funkce (dom(ε) = ∅) a {i | ϕi = ε} ⊆ A
necht’ θ je nějaká vyč. funkce splňujı́cı́ {i | ϕi = θ} ⊆ A
necht’ f (i) je tot. vyčı́slitelná funkce vracejı́cı́ kód programu

begin x2 := Φ(i , i); x1 := θ(x1) end

tedy f (i) ∈ A ⇐⇒ i ∈ K a tudı́ž K je rekurzivnı́ (spor) �
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použitı́ 1. Riceovy věty

A = {i | ϕi je prostá} nenı́ rekurzivnı́

Existujı́ nerekurzivnı́ množiny, které nerespektujı́ funkce.
(Jejich nerekurzivita nenı́ důsledkem 1. Riceovy věty.)
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důsledky 1. Riceovy věty

1 Množina všech indexů programů s daným
vstupně-výstupnı́m chovánı́m, která nenı́ rovna ∅ nebo N,
nenı́ rekurzivnı́.

2 Nenı́ rozhodnutelné, zda má funkce ϕi danou netriviálnı́
vlastnost, která nenı́ závislá na jejı́m indexu.
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1. Riceova věta pro relace

Definice (respektovanı́ funkcı́ relacemi)

Množina R ⊆ Nk respektuje funkce, jestliže (ai , . . . ,ak ) ∈ R a
ϕa1 = ϕb1 , . . . , ϕak = ϕbk implikuje (b1, . . . ,bk ) ∈ R.

{(i , j) | ϕi = ϕj}
{(i , j , k) | ϕi(3) + ϕj(4) = ϕk (5)}

Věta (1. Riceova věta pro relace)

Necht’ R ⊆ Nk respektuje funkce. Pak R je rekurzivnı́, právě
když R = ∅ nebo R = Nk .
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2. Riceova věta

Věta (2. Riceova věta)

Necht’ A ⊆ N respektuje funkce a necht’ existujı́ vyčı́slitelné
funkce θ, θ′ : N→ N takové, že θ ≤ θ′ a dále:

{i | ϕi = θ} ⊆ A
{i | ϕi = θ′} ⊆ A

Pak A nenı́ r.e.

Důkaz:
ξ(i , j) =

{
θ′(j) je-li ϕi(i) definováno
θ(j) jinak

ξ je vyčı́slitelná (přı́klad 2.10 ze cvičenı́)
existuje TVF f splňujı́cı́ ξ(i , j) = ϕf (i)(j) (translačnı́ lemma)
pak f (i) ∈ A ⇐⇒ i ∈ K , tedy K = f−1(A)

vzor r.e. množiny při TVF f je r.e. množina
ovšem K nenı́ r.e. a proto ani A nenı́ r.e. �
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použitı́ 2. Riceovy věty

B = {i | ϕi nenı́ totálnı́} nenı́ r.e.

Existujı́ množiny, které nejsou r.e. a nelze to dokázat
2. Riceovou větou. Napřı́klad {i | ϕi(x) = 1 pro všechna x}.
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3. Riceova věta

Věta (3. Riceova věta)

Necht’ A ⊆ N respektuje funkce a necht’ existuje vyčı́slitelná
funkce θ : N→ N splňujı́cı́:

{i | ϕi = θ} ⊆ A
{i | ϕi ≤ θ a dom(ϕi) je konečná množina} ⊆ A

Pak A nenı́ r.e.

Důkaz:
µ(i , j) =

{
⊥ jestliže Pi zastavı́ na i během j kroků
θ(j) jinak

µ je vyčı́slitelná
existuje TVF f splňujı́cı́ µ(i , j) = ϕf (i)(j) (translačnı́ lemma)
i ∈ K =⇒ ϕf (i) = θ =⇒ f (i) ∈ A
i ∈ K =⇒ dom(ϕf (i)) a ϕf (i) ≤ θ =⇒ f (i) ∈ A
celkem i ∈ K ⇐⇒ f (i) ∈ A, tedy K = f−1(A) . . . �
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použitı́ 3. Riceovy věty

C = {i | ϕi = f}, kde f je pevně zvolená totálně vyčı́slitelná
funkce, nenı́ r.e.

Množina všech indexů programů s daným nekonečným
vstupně-výstupnı́m chovánı́m nenı́ rekurzivně spočetná.

Existujı́ množiny, které nejsou r.e. a nelze to o nich dokázat
Riceovými větami.
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