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vycislitelnost funkci

m funkce f : Nk — N je vycislitelna kdyz

m funkce f je totalné vydislitelna, je-li vydislitelnd a dom(f) = N¥
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numerace vycislitelnych funkci

m pro kazdé k > 0 Ize vSechny vycislitelné funkce typu
f(K) . Nk — N “ogislovat” jako

Kk k k
T R KN L

tak, aby platily

véta o numeraci

véta o parametrizaci
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vycislitelné vlastnosti mnozin

m mnozina A C N¥ je rekurzivni, je-li jeji charakteristicka funkce
xa : NK — N vy¢islitelna, kde

m mnozina A C N¥ je rekurzivné spocetna (r.e.), pokud
A = dom(f) pro n&jakou vy&islitelnou funkei f : Nk — N

m problém zastaveni K

m doplnék problému zastaveni (problém nezastaveni) K
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numerace r.e. mnozin a uzavérové vlastnosti

m pro kazdé k > 0 Ize véechny r.e. podmnoziny N¥ “o&islovat”

jako
k k k
WO W Wil

tridarek. | tridar.e.
mnozin mnozin
U, N aplikované na relace stejné arity
doplnék
kartézsky soucin x
projekce
fez

vzor pri tot. vyCislitelném zobrazeni

vzor pfi vycislitelném zobrazeni

obraz pfi (tot.) vycislitelném zobrazeni
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dalsi vlastnosti r.e. mnozin

m veéta o projekci

m 1. Riceova véta

m 2. a 3. Riceova véta
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mnoziny a problémy: prehled terminologie

problém \ mnozina

Ma objekt O vlastnost V? A={(0) | Omavlastnost V} C N

A je rekurzivni,
je rozhodnutelny tj. x4 je totalné vycislitelna,

?
tj. 3 program rozhodujici x € A

je nerozhodnutelny A neni rekurzivni

A je rekurzivné spocetna,

je castecne rozhodnutelny | tj. A= dom(f) pro néjakou vyc. fci f,
neboli semirozhodnutelny | tj. 3 program, ktery zastavi jen na vstupech z A,
tj. 3 program, ktery generuje A

je rozhodnutelny <—- Aje rekurzivni <—
je CasteCné rozhodnutelny A je rekurzivné spocetna
a jeho doplInék taky a jeji dopInék taky
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intuice pro redukci

A= {neN|nje délitelné 13}
B = {n e N| nje délitelné 26}
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intuice pro redukci

K = {i € N | (i) je definovano}
B = {n e N| nje délitelné 26}
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redukce

Definice (m-redukce, m-ekvivalence)

Necht A, B C N. Rekneme, Ze A se m-redukuje na B, piseme
A <pm B, pravé kdyz existuje totalné vycislitelna funkce f : N — N
takova, Ze
xeA < f(x)eB.
Funkci f nazveme redukci A na B.
A a B jsou m-ekvivalentni, psano A =m, B, pokud A<, B a B <, A.

Plati A<p,Ba B<;n C = A<y C (1. <pje tranzitivni).
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priklad redukce

K ={i| ¢i(i) je definovano}
J ={ifpi(i) =1}

K<md:
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priklad redukce

K ={i| ¢i(i) je definovano}
J ={ifpi(i) =1}

J<np K:
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redukce a rozhodnutelnost

Necht A <, B.
B je rekurzivni = A je rekurzivni.

B je rekurzivne spocetna —> A je rekurzivné spocetna.

Dukaz: A <., B, tedy existuje tot. vycislitelna funkce f spliujici
xceA <= f(x)eB
B je rekurzivni, tedy xg je tot. vyCislitelna

Bje r.e., tedy B = dom(g) pro néjakou vycislitelnou funkci g
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redukce a rozhodnutelnost

Dusledek

Necht A <, B.
A neni rekurzivni = B neni rekurzivni.
A neni rekurzivné spocetna — B neni rekurzivné spocetna.

Dusledek

Necht A=, B.
A je rekurzivni <= B je reKkurzivni.

A je rekurzivné spoCetna < B je rekurzivné spocetna.
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typické aplikace

m dikaz (¢aste€né) rozhodnutelnosti A

m dUkaz nerozhodnutelnosti B
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r.e. mnoziny a K

Je-iACNre., pak A<m K.

Dukaz: Necht g je vycislitelna funkce spliiujici A = dom(g).

begin
y =9(i);
X1 = 1
end
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tézka a uplnd mnozina

Definice (tézka a Uplna mnozina)
Necht C je tfida podmnozin mnoZiny N a A C N. Rekneme, Ze A je
C-tezka, pravé kdyZ pro kazdou mnoZinu B € C plati B <, A. Je-li
navic A € C, pak A nazyvame C-Uplna nebo uplna v tride C.

Dusledek

Mnozina K je dplna v tfide vsech rekurzivné spocetnych mnoZzin.
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Turinguv stroj

Definice (Turinglv stroj)

(Deterministicky) Turingtiv stroj (Turing Machine, TM) je devitice
M= (Q,X%,T,>,U,0,q0, Qacc, Grej), kde

Q je konecna mnoZina, jejiZz prvky nazyvame stavy,
Y je kone¢na mnoZina, tzv. vstupni abeceda,

I" je konecna mnoZina, tzv. pracovni abeceda, ¥ C T,
> € I \ X je leva koncova znacka,

LI € I \ X je symbol oznacujici prazdne policko,

6: (Q~{Qacc, Qrej}) x I — QxT x{L,R}

je totalni pfechodova funkce,

B Qo € Q je pocatecni stav,

B Gacc € Q je akceptujici stav,

B gy € Q je zamitajici stav.
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Turinguv stroj

Dale pozadujeme, aby pro kazdé g € Q \ {Qacc, Grej} €Xistoval
p € Q takovy, Ze 6(g,>) = (p, >, R) (1j. nelze sjet hlavou z pasky ani
prepsat ).

Notace: Y =uuuuyuyy...

Definice (konfigurace Turingova stroje)

Konfigurace Turingova stroje je trojice
(9,z,n) € Qx {yU” |y e "} x Ny, kde

m g je stay,

m yL ¥ je obsah pasky,

®m n znaci pozici hlavy na pasce.
Pocatecni konfigurace pro vstup w € £* je trojice (qo, >wL“,0).
Akceptujici konfigurace je kazda trojice tvaru (Qace, Z, n).
Zamitajici konfigurace je kaZda trojice tvaru (Qrej, Z, N).
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krok vypoctu Turingova stroje

Definice (krok vypoctu)

Na mnoziné vsech konfiguraci stroje M definujeme binarni relaci

krok vypoctu }7 jako

(g.2',n+1)  pokudi(p,zn) = (q,b,R)
(p.z:n)  Fip
(q? Zlvn_ 1) pOKUda(pv Zn) = (q7 ba L)

kde z, je n-ty znak z (pficemz z je nejlevéjsi znak z) a z' vznikl ze
Z nahrazenim znaku z, znakem b.
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vypocet Turingova stroje

Definice (vypocet)

Vypocet TM M na vstupu w je maximalni (kone¢na nebo
nekonecna) posloupnost konfiguraci Ky, K1, Ko, . . ., kde Ky je

pocatecni konfigurace pro w a K; ‘7 Ki 1 pro vsechna i > 0.

m stroj M akceptuje slovo w, pravé kdyz vypocet M na w je
konecny a jeho posledni konfigurace je akceptujici

m stroj M zamita slovo w, pravé kdyz vypoCet M na w je
konecny a jeho posledni konfigurace je zamitajici

m stroj M pro vstup w cykli, pravé kdyz vypoCet M na w je
nekonecény

m jazyk akceptovany strojem M definujeme jako mnozinu
L(M) ={w € X* | M akceptuje w}
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vicepaskovy Turingav stroj

Pro kazdy vicepaskovy Turinguv stroj existuje (jednopaskovy)
Turinguv stroj akceptujici stejny jazyk.
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nedeterministicky TuringUv stroj

Definice (nedeterministicky Turinguv stroj)

Nedeterministicky Turinguv stroj M je definovan stejné jako det. TM
S vyjimkou prechodové funkce 5, ktera je definovana jako totalni
funkce § : (Q ~ {Qace, Qrej}) x I — 2@xTxALAY

m vétSina pojmu se definuje stejné jako u deterministického TM
m v definici kroku vypoctu }7 piSeme (g, b, R) € 4(p, zn)

namisto 4(p, z») = (g, b, R) a podobné pro (q, b, L)
m stroj M akceptuje slovo w, pravé kdyz existuje vypocet M na
w, ktery je kone€ny a jeho posledni konfigurace je akceptujici

Pro kaZdy nedeterministicky TM existuje deterministicky TM
akceptujici stejny jazyk.
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Turingovy stroje a tridy jazyku

Jazyk L je rekurzivne spocetny neboli r.e. (tj. generovany gramatikou
typu 0) <= L je akceptovany néjakym Turingovym strojem.

Definice (Gplny Turinguv stroj, rekurzivni jazyk)

Turinglyv stroj se nazyva upliny, je-li kazdy jeho vypocet konecny
(akceptujici nebo zamitajici). Jazyk se nazyva rekurzivni, pokud je
akceptovany néjakym uplnym Turingovym strojem.

Terminologie
m (obecny) TM M akceptuje/rozpoznava/prijima jazyk L(M)
m Uplny TM M rozhoduje jazyk L(M)
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uzaverové vlastnosti rekurzivnich a r.e. jazyku

trida rek.
jazyku

trida r.e.
jazyku

U,N

zfetézeni, mocniny

(pozitivni) iterace

doplnék

Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyZ jsou jazyky L a L r.e.
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kodovani a univerzalni Turingav stroj

m kazdy TM M lze zakédovat do fetézce (M) € {0,1}*
m kazdé slovo w Ize zakddovat do fetézce (w) € {0,1}*
m dvojice (M, w) Ize zakddovat jako (M, w) = (M)#(w)

Existuje univerzalni Turinguv stroj U, ktery dokaZe simulovat
libovolny zadany TM na zadaném vstupu w:

U akceptuje (M, w) <= M akceptuje w
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problém zastaveni (halting problem)

Definice (problém zastaveni)

Problem zastaveni je problém rozhodnout, zda dany TM M ma na
daném slové w nad jeho vstupni abecedou konecny vypocet.
Problem ztotoZnime s jazykem

HALT = {{(M,w) | M je TM a vypocet M na w je konecny}.

Véta
Problém zastaveni je castecné rozhodnutelny.

Véta
Problém zastaveni je nerozhodnutelny.
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Turingovy stroje a funkce

m obsah pasky jednopaskového deterministického Turingova
stroje po skonceni vypoctu Ize vnimat jako jeho vystup

m pokud stroj M na vstupu w zastavi s obsahem pasky >yl 1%
(kde y nekonci na L), pak y je jeho vystupem znaCenym M(w)

Definice ((totalné) vycislitelna funkce)

Funkce f : ©* — &* je vycislitelna, pokud existuje TM M, ktery
zastavi prave na vstupech z dom(f) a pro kazde slovo w € dom(f)

plati M(w) = f(w).

Funkce je totalne vycislitelna, pokud je vycislitelna a totalni.
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redukce jazyku

Definice (m-redukce)

Necht A C * a B C &* jsou jazyky. Rekneme, Ze A se m-redukuje
na B, piseme A <, B, pravé kdyZ existuje totalne vycislitelna
funkce f : ** — ®* takova, Ze

weA <~ f(w)eB.

Funkci f nazveme redukci A na B.

Véta
Necht AC ¥* a B C ®* jsou jazyky a A <m B.
B je rekurzivni = A je rekurzivni.
B je rekurzivné spocetny — A je rekurzivné spocetny.
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problém akceptovani

Definice (problém akceptovani)

Problem akceptovani je problém rozhodnout, zda dany TM M
akceptuje dané slovo w nad jeho vstupni abecedou. Problém
ztotoZnime s jazykem

ACC = {(M,w) | M je TM a M akceptuje w}.

Véta
Problem akceptovani je nerozhodnutelny.

Dukaz: HALT <, ACC
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nerozhodnutelnost problému akceptovani

HALT <, ACC:

HALT = {{M,w) | M je TM a vypocet M na w je koneCny}
ACC = {(M,w) | M je TM a M akceptuje w}

Plati také ACC <, HALT atudiz HALT =, ACC.
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Postlv systém

Definice (Postlv systém)

Postuv system P nad ebecedou ¥ je konecna mnoZina dvojic

P = {Bju%@e?Jgig@.

Resenim systému P je koneénad neprdzdna posloupnost pfirozenych
cisel iy, ip, ..., ix takova, Ze1 < ijj<na

Qj Qj, - . O = ,3,'1,8,'2 o /Bik-

Priklad:

P — | o —1 | —
{abc’b’ ’ }
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Postuv korespondencni problém (PCP)

Definice (Postlv korespondencni problém (PCP))

Posttv korespondencni problém (PCP) je problém rozhodnout, zda
ma Postuv systéem P néejakeé reseni.

PCP = {(P) | P je Postuv systém, ktery ma nejake feseni}

Definice (inicialni Postlv korespondencni problém (inPCP))

Inicialni Postuv korespondencni problém (inPCP) je problém
rozhodnout, zda ma Postiyv systém P feseni zacinajici Cislem 1.

inPCP = {(P) | P je Posttiv systém a ma reseni zacinajici cislem 1}
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nerozhodnutelnost PCP

Véta
PCP neni rozhodnutelny.

Dukaz: Postupné ukazeme ACC <, inPCP <, PCP.
inPCP <., PCP:

Zkonstruujeme totalné vycislitelnou funkci f tak, ze f((P)) = (P’),
kde P’ ma feSeni <= P ma feSeni zacCinajici 1.

(] L] ] )
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nerozhodnutelnost PCP

ACC <., inPCP:
HQ > WHD>GWH ... #D> ... Qacc---F#
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