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casova slozitost algoritmu

m pocet “krok(” vypoctu
m zavisi na vstupu a vypocetnim modelu
m jako zakladni model pouzijeme Turinguv stroj

m zkoumame nejhorsi pripad, tedy maximalni pocet kroku
v zavislosti na délce vstupu

m Ize zkoumat i prumerny pripad
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casova slozitost deterministického Turingova stroje

Definice (Casova slozitost TM)

Necht M je uplny deterministicky (jednopdskovy nebo vicepaskovy)
Turinguv stroj se vstupni abecedou ¥.. Pro kazdé w € ¥* definujeme
tr(w) jako podet krokii vypodtu stroje M na vstupu w. Casova
slozitost stroje M je pak funkce Tp, : N — N definovana vztahem

Tra(n) = max{ty(w) | w e ="}

Rikame, ze M pracuje v ¢ase Ta(n).
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priklad

M = ({qO) Q1 9 Qacm Qrej}, {07 1}7 {07 1) [>7 I—'}a |>7 Ua 67 q07 Qacm Qrej)

5| o 0 1 N

qO (qO7I>7R) (q0707 R) (q1717R) (qaCC~)_7_)
a1 (Qrep_a_) (Q1, 1’R) (qaCC)_a_)
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priklad

M = ({q07 q17ra So, s'laqaCCa Qrej}, {07 1 }a {05 17Xa >, l—l}7 >, |—|757 q07 Qaca Qrej)

) > 0 1 X L

Q | (9,>,R) (9,0,R) (ag1,1,R) (r,u,L)
a1 (ql’eja_a_) (Q1,1,R) (r7|—|7L)

r | (so,>,R) (r,0,L) (r,1,L) (r,X,L)

So (51, X,R)  (Qrej,——) (S0, X, R) (Qacc; — —)
51 (1,0,R) (. X,L) (st X,R) (Qrejs—,—)

>|0(0|0|1T |11 |U|U
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motivace pro asymptotickou analyzu

m jaka slozitost je lep&i: 6n nebo n? + 5?

m na delSich vstupech jsou vypocty obvykle delsi
B zajima nas chovani pro n — co
m konstantni faktor neuvazujeme (vypocet Ize zrychlit)
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véta o zrychleni

Véta (o zrychleni)

Pro kazdy deterministicky uplny TM M a pro kazdé m > 1 Ize
zkonstruovat deterministicky dplny TM M’ tak, Zze L(M) = L(M') a

Tm(n)

(n) <
Tae(n) < =

+n+1.

Dukaz:
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Definice (asymptoticka horni zavora)

Nechtf,g : N — Rt jsou funkce. Rekneme, Ze g je asymptoticka
horni zavora pro f, a piseme f € O(g) nebo f = O(g), jestlize
existuji konstanty ¢, ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati

f(n) < c-g(n).

Priklad: 150 + 3 +11n+7

IB107 Vycislitelnost a slozitost: ¢asova slozitost algoritmu, ¢asové sloZitostni tfidy 9/21



pocitani s O-notaci

m logaritmy: O(log n)
m scitani: O(n®) + O(n)

m mocniny: 29(")
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priklad

TM M rozhodujici {0¥1% | k > 0} Ize popsat i takto:
Zjisti, zda vstup obsahuje néjakou 0 za 1. Pokud ano, zamitne.
Dokud je na pasce néjaka 0, projizdi pasku a vzdy Skrtne jednu
0 a jednu 1. Pokud se nepovede k néjaké 0 najit 1, zamitne.

Pokud po vyskrtani vSech 0 zbude na pasce néjaka 1, zamitne.
Jinak akceptuje.
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deterministické Casové slozitostni tfidy probléma

casova slozitost probléemu = nejmensi ¢asova slozitost, s jakou lze
dany problém rozhodnout

Definice (¢asova slozitostni tfida probléma)

KaZda funkce f : N — R definuje (deterministickou) ¢asovou
slozZitostni tfidu problému

TIME(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym deterministickym

jedno- nebo vicepaskovym TM M
s ¢asovou sloZitosti Ty(n) = O(f(n))}.
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priklad

L = {0K1¥ | k > 0}
m ukéazali jsme jednopaskovy det. TM rozhodujici L v ¢ase O(n?)
m existuje jednopaskovy det. TM rozhoduijici L v ¢ase O(nlog n)
Zjisti, zda vstup obsahuje néjakou 0 za 1. Pokud ano, zamitne.
Dokud paska obsahuje néjakou 0 i 1, opakuje nasleduijici:
Pokud je celkovy poCet 0 a 1 n pasce lichy, zamitne. Pokud je
sudy, Skrtne kazdy lichy vyskyt 0 a kazdy lichy vyskyt 1.
Jestlize na pasce zlistane néjaka 0 nebo 1, zamitne. Jinak
akceptuje.
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priklad

L = {0K1¥ | k > 0}
m neexistuje jednopaskovy det. TM rozhoduijici L s mensi
sloZitosti nez O(nlog n)
(plati, ze kazdy jazyk rozhodnutelny jednopaskovym det. TM
v ¢ase o(nlog n) je regularni)
m existuje dvoupaskovy deterministicky TM rozhoduijici L v Case
O(n), tedy L je ve tfidé TIME(n)
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vliv vypocetniho modelu

m na rozdil od vycislitelnosti, ve slozitosti na vypocetnim modelu
zalezi

m rozdil je i mezi jednopaskovym a dvoupaskovym
deterministickym TM

m jaky model zvolit?

m je volba deterministického vicepaskového TM spravna?

m rozdily jsou u béZnych sekvencnich deterministickych
vypocetnich modeld pomérné malé

m napf. RAM (random-access machine) pracujici v ¢ase f(n) Ize
prevest na vicepaskovy deterministicky TM pracujici v Case
O(f3(n) - (f(n) + n)?)

m nedeterminismus pfinasi vyrazny rozdil
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prevod vicepaskového TM na jednopaskovy

Pro kaZdy vicepaskovy deterministicky TM pracujici v ¢ase f(n) > n

Ize sestrojit ekvivalentni jednopaskovy deterministicky TM pracujici
v éase O(f3(n)).

Dukaz:

neprazdny obsah k pasek a polohy hlav zapiSeme za sebe na 1
pasku — O(n)
simulace jednoho kroku
m Zjistit informace pod hlavami = projit pasku,
kazda plvodni paska ma max. f(n) neprazdnych poli — O(f(n))
m provést krok, zapsat nové symboly a posunout hlavy
(pfipadné pridat dalSi policka na plvodni pasky
odsunutim obsahu dalSich pasek, max. k policek) — O(f(n))
simulujeme f(n) krokl — celkem O(n) + O(f3(n)) [
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casova slozitost nedeterministického Turingova stroje

Definice (Casova slozitost nedeterministického TM)

Necht M je dplny nedeterministicky Turingtv stroj se vstupni
abecedou ¥.. Pro kazdé w € L* definujeme t\(w) jako pocCet kroku
nejdelsiho vypodtu stroje M na vstupu w. Casova sloZitost stroje M
je pak funkce Trq : N — N definovana vztahem

Tra(n) = max{ty(w) | we ="}

IB107 Vycislitelnost a slozitost: ¢asova slozitost algoritmu, casové sloZitostni tridy 17/21



nedeterministické ¢asové slozitostni tridy problému

Definice (nedeterministicka Casova slozitostni tfida problému)

KaZda funkce f : N — R definuje (nedeterministickou) ¢asovou
slozitostni tfidu problému

NTIME(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym nedeterministickym
jedno- nebo vicepaskovym TM M
s ¢asovou sloZitosti Tr(n) = O(f(n))}.

Z definic plyne TIME(f(n)) C NTIME(f(n)).
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prevod nedeterministického TM na deterministicky

Pro kazdy nedeterministicky jednopaskovy TM pracujici v ¢ase
f(n) > n Ize sestrojit ekvivalentni deterministicky jednopaskovy TM
pracujici v éase 2°((M).

Dukaz: Nedet. TM M, ktery ma z kazdé konfigurace max. k
prechod(, simulujeme 3-paskovym deterministickym strojem, ktery
prohledava strom vypoctl M do Sirky. Pro kazdy uzel provedeme
znovu vypocet z inicialni konfigurace.

Strom vypod&td méa hloubku nejvyse f(n) a tudiz méa nejvyse k(")
listi a méné nez 2 - k(" uzlh. — O(k"(M) uzla
Simulace vypocCtu do jednoho uzlu zabere nejvySe O(f(n)) kroku.
3-paskovy stroj tedy pracuje v ¢ase O(f(n) - k(M) = 20(("),

Pfevod na jednopaskovy det. stroj:
(20(f(m)y2 — 20(2f(n) — 20(f(n), -

IB107 Vycislitelnost a slozitost: ¢asova slozitost algoritmu, ¢asové sloZitostni tridy 19/21



deterministické nedeterministické

P = PTIME = [,y TIME(n¥) NP = Uyey NTIME(n)
EXPTIME = gy TIME(2™)  NEXPTIME = [y NTIME(27)

P C NP C EXPTIME C NEXPTIME

m bézné deterministické sekvencni modely vypoctu Ize mezi
sebou prevadét s polynomialnim nardstem ¢asové slozitosti
— definice P a EXPTIME nejsou citlivé na volbu modelu

m EXPTIME je obvykle slozitost algoritmd feSicich problém
hrubou silou

Cook-Karpova teze

P obsahuje pravé vSechny prakticky resitelné problémy.

IB107 Vycislitelnost a slozitost: ¢asova slozitost algoritmu, ¢asové sloZitostni tridy 20/21



vztah P a NP

P<NP

m asi nejznaméjsi otevieny problém teoretické informatiky
m Vel se, ze plati P C NP
m dusledky do pocitacové bezpecnosti

m Clay Mathematics Institute (CMI) vypsal 1.000.000 USD za
reSeni
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