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polynomialni redukce

Definice (polynomialni redukce)

Necht A C * a B C ¢* jsou jazyky. Rekneme, Ze A se
polynomialné redukuje na B, piseme A <, B, pravé kdyZ existuje
totalni funkce f : ¥* — ®*, ktera je vycislitelna deterministickym
Turingovym strojem pracujicim v polynomialnim Case a takova, Ze

weA <= f(w)eB.

Funkci f nazveme polynomialni redukci A na B.

Plati A<p B a B<p,C = A<, C (1. <pje tranzitivni).

IB107 Vycislitelnost a slozitost: polynomialni redukce, SAT, 3SAT, CLIQUE 2/21



polynomialni redukce a slozitostni tridy

Necht A <, B.
mBeP = AcP
mBeNP = Ac NP

Dukaz: Necht f je redukce A na B v polynomialnim ¢ase a Mg je
TM rozhodujici B. Stroj M 4 rozhodujici A na vstupu w

spocita f(w)
spusti M na vstupu f(w) a vrati stejny vysledek jako Mg
Je-li Mg deterministicky, pak je i M 4 deterministicky. Krok 1 Ize
proveést v polynomialnim Case vzhledem k |w/|, krok 2
v polynomiélnim ¢ase vzhledem k |f(w)|, coz je polynomialni
i vzhledem k |w|. M4 tedy pracuje v polynomialnim Case. [
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polynomialni redukce a slozitostni tridy

Definice (t€zka a Uplna mnozina ve slozitostni tride)

Necht C je slozitostni tfida splriujici NP C C. Jazyk L nazveme
C-tezky, pravé kdyZz pro kazdy jazyk L' € C plati L' <, L. Je-li navic
L € C, pak L nazyvame C-upiny nebo tplny ve tride C.
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SAT je NP-Gplny

Véta (Cookova-Levinova véta)

SAT = {{¢) | ¢ je splnitelna vyrokova formule} je NP-Upiny.
Dukaz: SAT e NP jsme jiz dokazali.
Ukazeme, Zze SAT je NP-téZky, ti. Ac NP —= A <, SAT.

Necht M je nedeterministicky TM rozhoduijici A v ¢ase p(n), kde p
je polynom. Pro kazdé slovo w sestrojime vyrokovou formuli ¢,
ktera je splnitelna, pravé kdyz stroj M ma akceptujici vypocet na w.
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SAT je NP-Gplny

Kazdy vypocet stroje M pracujiciho v Case p(n) na slové w délky n
|ze reprezentovat tabulkou:

Vytvofime &, aby platilo:
o je splnitelné <= existuje tabulka reprezentuijici
akceptuijici vypocet na w
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SAT je NP-Gplny

O = Bgg A Dgtart A Pmove N q>accept

e = “kazdé x; s plati <= v tabulce na pozici /, j je symbol s,
kdese C= QUTU{#}”

b= A [V e A (A ~Gjenni)]

p(n)+1  seC s,teC
p(n)+3 S#t

|¢ce|l ’ € (’)(pz(n))
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SAT je NP-Gplny

S = Do A Pstart A Prmove N <I>accept

bgiart = “na prvnim fadku je inicialni konfigurace pro w = wy ... wj

Pgtart = X114 N X120 N X135 N
X1 4m N X15wm N o0 AN X4 pr3w, N
Xtn+au N Xpes0 AN oo N X p(n)+2,u0 N X1, p(n)+3,4

|Pstart| € O(p(n))
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SAT je NP-Gplny

¢ = (Dcell A (Dstart A (Dmove A ¢accept
dmove = “kazdé dva po sobé jdouci fadky odpovidaji kroku vypoctu”

popiSeme pomoci “legalnich oken” 2 x 3

pfiklady legélnich oken pro §(gi, b) = {(go, ¢, L), (g2, a, R)}:
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SAT je NP-Gplny

® = (Dcell A ¢start A (Dmove A <I>accep'[

Dmove = “kazdé okno 2 x 3 v tabulce je legalni” (okna se prekryvaji)

Xij—1,a Xij,a A Xij+1,a A
DPrmove = /\ \/ J—1a J:a2 J 3

Xjiq.j— N Xiztja N\ Xjia1f
1<i<p(n)+1 legalni okno =12 +1.),85 i+1./41,2

1<j<p(n)+3 ai|a|as
a4 |8s|8p

| Pmove| € O(pz(n))
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SAT je NP-Gplny

¢ = q>cell N Pstart A Pmove N q)accept

qDaocept — “V tabU|Ce Je StaV Qacc”

Gaccept = V' Xijguce
1 <i<p(n)+1
1<j<p(n)+3

|Daccept| € O(P?(N))

IB107 Vycislitelnost a slozitost: polynomialni redukce, SAT, 3SAT, CLIQUE 11/21



SAT je NP-Gplny

® = (Dcell A q)start A (Dmove A CDaccep'[
9] = O(p?(n)) + O(p(n)) + O(P?(n)) + O(p?(n)) = O(p?(n))

Poget proménnych x; ; s zavisi je O(p?(n)), tedy zavisi na n = |w|.
Proménnou Ize zakodovat do binarni abecedy O(log n) znaky.
Tedy |(®)| = O(p?(n) - log n), coz znamena |(®)| = O(p?(n) - n).

(®) ma polynomialni délku vzhledem k n = |w| a Ize spocitat
v polynomiélnim Case. Tedy A <, SAT. [
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konjunktivni normalni forma (cnf) vyrokovych formuli

literal = je proménna nebo jeji negace

klauzule = disjunkce literalt

formule v cnf = konjunkce klauzuli

formule v 3cnf = formule v cnf, kde kazda klauzule ma 3 literaly
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problém 3SAT

Definice (problém 3SAT)

Problem 3SAT je problém rozhodnout, zda je dana vyrokova formule
v 3cnf splnitelna.

3SAT = {{¢) | ¢ je splnitelna formule v 3cnf}

Véta
3SAT je NP-Upiny.

Dulkaz: 3SAT € NP:
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3SAT je NP-Uplny

3SAT je NP-187ky, ti. Ac NP = A <, 3SAT:

zkonstruujeme ¢ jako v dukazu NP-tézkosti SATu

® prfevedeme na ekvivalentni ¢’ v cnf pomoci ekvivalence

(eAY)Vp=(pVp)A(WVp)
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3SAT je NP-uplny

¢’ prevedeme na ¢” v 3cnf pomoci vztaht
h
Vi
hvikbvh
VbV /3 V

hvbv...Vig

®” je splnitelnd < @’ je spinitelna < ¢ je splnitelna
|®”| € O(p?(n)). Tedy A <, 3SAT. [ |
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redukce a C-tézkost

Lemma

Necht C je sloZitostni tfida splnujici NP C C.

AjeC-tézkj a A<, B = B je C-tézky

Dukaz:

Dusledek

Je-li A NP-tplny, A <, B a B € NP, pak B je také NP-Uplny.
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problém CLIQUE

Definice (k-klika)

Neorientovany graf G ma k-kliku, pokud v ném existuje tplny
podgraf s k vrcholy.

Definice (problém CLIQUE)

Problem CLIQUE je probléem rozhodnout, zda dany graf G ma
k-kliku pro dané k.

CLIQUE = {(G, k) | G je graf s k-klikou}
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CLIQUE je NP-tplny

CLIQUE je NP-apiny.

Dlkaz: CLIQUE € NP:

CLIQUE je NP-t&2ky: 3SAT <, CLIQUE
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CLIQUE je NP-tplny

NeChJ[QOZ(éH V by \/C1)/\(32\/b2V02)/\.../\(ak\/bk\/Ck).
Zkonstruujeme graf G = (V, E), kde
mV= {a1,b1,c1,a2,b2,02,...,ak,bk,ck} a
m £ ={{v;, v} | v1, v2 nejsou ze stejné klauzule a
v1 neni negaci v» nebo naopak}

e=(XVYVZ)AN(-XVayV-z)A(XV-yV-y)

© je spinitelna <= existuje splnujici pfitfazeni <= G ma k-kliku
Zaroven |G| = O(|¢|?) a tedy 3SAT <, CLIQUE. [
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dalsi NP-uplIné problémy

m problém hamiltonovské cesty HAMPATH

m problém obchodniho cestujiciho
(rozhodovaci problém: existuje cesta do dané velikosti?)

m problém okachli¢ckovani (tiling problem)

Eternity Il
m 256 dilkd (16 x 16)
m 2.000.000 dolaru za feSeni
m béhem 3 a pul roku nenalezeno

Pokud je néjaky NP-upiny problém v P, pak P = NP.
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