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prostorova slozitost algoritmu

m pamét pouzita pfi vypoctu

m zavisi na vstupu

m jako zakladni model pouzijeme Turinguv stroj

m zkoumame nejhorsi pripad, tedy maximalni pocet prectenych
policek pasky v zavislosti na délce vstupu

m Ize zkoumat i prumerny pripad
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prostorova slozitost Turingova stroje

Definice (prostorova slozitost deterministického TM)

Necht M je uplny deterministicky (jednopdskovy nebo vicepaskovy)
Turinguv stroj se vstupni abecedou Y. Pro kazdé w € ¥* definujeme
sm(w) jako pocet policek pasky, které stroj M Cte pfi vypoctu na
vstupu w. Prostorova sloZitost stroje M je pak funkce Sy - N — N
definovana vztahem

Sm(n) = max{sp(w) | w e £"}.

Definice (prostorova slozitost nedeterministického TM)

Definice prostorove slozitosti uplného nedeterministického
Turingova stroje se lisi jen tim, Ze sy((w) oznacuje maximalni pocet
policek pasky, které stroj M cte pfi néjakém vypoctu na vstupu w.
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Priklad

M = ({qO) Q1 9 Qacm Qrej}, {07 1}7 {07 1) [>7 I—'}a |>7 Ua 67 q07 Qacm Qrej)

5| o 0 1 N

qO (qO7I>7R) (q0707 R) (q1717R) (qaCC~)_7_)
a1 (Qrep_a_) (Q1, 1’R) (qaCC)_a_)
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komprese prostoru

Pro kazdy deterministicky uplny TM M a pro kazdé m > 1 Ize
zkonstruovat deterministicky dplny TM M’ tak, Ze L(M) = L(M') a

Sa(n) = [SMT(H)] +n+2.

Dukaz:

ProtoZe prostor Ize komprimovat, pouzivame asymptotickou notaci.
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prostorové slozitostni tridy problému

prostorova slozitost problému = nejmensi prostorova slozitost,
s jakou Ize dany problém rozhodnout

Definice (prostorové slozitostni tfidy probléma)

KaZda funkce f : N — R definuje prostorové sloZitostni tfidy
problému:

SPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym det. TM M
s prostorovou sloZitosti Sy(n) = O(f(n))}

NSPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym nedet. TM N
s prostorovou sloZitosti Syr(n) = O(f(n))}
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SAT € SPACE(n)

SAT = {{¢) | ¢ je splnitelné vyrokové formule}

SAT muze byt rozhodovan deterministickym tfipaskovym TM M:
m na 2. pasku postupné zapisujeme vSechna ohodnoceni
proménnych
m na 3. pasce pro dané ohodnoceni ovéfime, zda splnuje ¢
m akceptujeme, pokud narazime na splfujici ohodnoceni
m zamitneme, pokud zadné ohodnoceni neni splnujici

Prostor Ize pouzit opakované.
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determinismus a nedeterminismus, ¢as a prostor

Pro kazdou funkci f : N — R™ plati:
TIME(f(n)) € NTIME(f(n))
SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))
TIME(f(n)) € SPACE(f(n))
NTIME(f(n)) € NSPACE(f(n))
SPACE(f(n)) C TIME(k"(") pro vhodné k € N
B NSPACE(f(n)) € NTIME(k"(M) pro vhodné k € N

—~~ ~—

Dukaz:
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Savitchova véta

Véta (Savitchova véta)

Pro kaZdou funkci f : N — R splriujici f(n) > n plati:

NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n))

Standardni prevod nedet. TM na deterministicky nefunguje:
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Savitchova véta

Dukaz: Necht A je nedet. TM s prostorovou sloZitosti f(n). Stroj
upravime tak, aby pred akceptovanim smazal pasku a posunul
hlavu zcela vlevo. Ma tedy jen jednu akceptujici konfiguraci Cacc.
Vypodet stroje ma maximainé k’(") kroki.

Ekvivalentni deterministicky stroj M implementuje proceduru
comp(cy, ¢, t), ktera akceptuje, pokud Ize ve stroji N béhem
nejvyse t kroku prejit z konfigurace ¢y do ¢y, jinak zamita. Je-li ¢,
inicialni konfigurace stroje A/ pro w, stacéi tedy spustit

comp(Cw, Cace, k'M).

comp(cy, Cy, t) Ize implementovat rekurzivné:
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Savitchova véta

Algoritmus pro comp(cy, ¢o. 1):

t = 1: Otestujeme, zda plati ¢; = ¢, nebo ¢; W Co.

Pokud plati, akceptujeme, jinak zamitneme.

t > 1: Pro kazdou konfiguraci ¢’ stroje N vyuZzivajici nejvyse
f(n) policek
m spustime comp(cy, ¢/, [5]) a comp(c’, ¢z, [5]),
m pokud oboji akceptuje, akceptujeme.

Pokud zadné ¢’ nevedlo k akceptovani, zamitneme.

Prostorova slozitost:
m comp potrebuje prostor na ¢y, ¢p, ¢’ a t (a néco konstantniho):
m hloubka rekurzivniho volani:
m celkem: |
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polynomialni prostorové slozitostni tridy

PSPACE = (_J SPACE(n¥) NPSPACE = || NSPACE(n*)
keN keN

PSPACE = NPSPACE

Dukaz: Plyne pfimo z definice (C) a ze Savitchovy véty (D). |
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sublinearni prostorové slozitostni tridy

m chceme podchytit prostor vyuzivany nad ramec vstupu
m upravime vypocetni model:
m (vicepaskovy) Turinglv stroj se specialni vstupni paskou
m vstupni paska je kone€na, za vstupem je koncova znacka <
m vstupni pasku Ize pouze Cist, nelze na ni zapsat
m Cteni ze vstupni pasky se nezapocitava do poctu prectenych
poliCek s (w)

m v tomto modelu je kazdy regularni jazyk v SPACE(1)

L = LOGSPACE = SPACE(log n)
NL = NLOGSPACE = NSPACE log n)

PFiklad: {01k | k > 0} € L
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vztahy prostorovych a ¢asovych tfid

L € NL € P C NP € NPSPACE = PSPACE C EXPTIME C NEXPTIME

NL ¢ PSPACE P C EXPTIME
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problém TQBF

QBF = kvantifikované vyrokové formule (proménné v doméné {0, 1})
IxXVy (X V y) A (=x V —y))

Predpokladame, ze QBF formule jsou v prenexni formé
(tedy kvantifikatory jsou pouze na zacatku formule).

Definice (problém TQBF (true quantified Boolean formula))

Problem TQBF je problém rozhodnout, zda je dana QBF formule
bez volnych proménnych pravdiva.

TQBF = {{p) | ¢ je pravdiva QBF formule bez volnych proménnych}

TQBF je PSPACE-tplny.
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TQBF je PSPACE-uplny

Dukaz: TQBF ¢ PSPACE: Ize fesSit rekurzivni procedurou f(y):

Je-li p tvaru 3x(¢’), spustime t(¢'[x — 0]) a t(¢'[x — 1]).
Pokud alespon jedno z volani akceptuje, akceptujeme. Jinak
zamitneme.

Je-li p tvaru Vx(¢'), spustime t(¢'[x — 0]) a t(¢'[x — 1]).
Pokud obé volani akceptuji, akceptujeme. Jinak zamitneme.

Pokud ¢ neobsahuje kvantifikatory, snadno vyhodnotime
a akceptujeme, pokud je ¢ pravdiva. Jinak zamitneme.

Prostorova sloZitost:
m v jednom zavolani t si pamatujeme pouze néco konstantniho
m hloubka rekurzivniho volani:
m celkem:
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TQBF je PSPACE-uplny

TQBF je PSPACE-tézky: ukdZzeme A € PSPACE — A <, TQBF

Necht M je TM s prostorovou sloZitosti n* rozhodujici A. Tedy M
pracuje v &ase d(™). Predpokladame, ze M ma jednu akceptujici
konfiguraci cacc. Dlkaz kombinuje myslenky dukazt NP-tézkosti
SATu a Savitchovy véty.

Pro kazdé slovo w sestrojime QBF formuli ¢, ktera je pravdiva,
praveé kdyz existuje vypocet stroje M z inicialni koknfigurace pro w
Cstart do akceptujici konfigurace cace s nejvyse d(™) kroky.
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TQBF je PSPACE-uplny

Induktivné definujeme formuli ¢, , fikajici, ze existuje vypocet
stroje M z ¢y do ¢, s nejvysSe t kroky:

t=1: &, ., 4 Jepravdiva, pravé kdyZ ¢, = ¢, nebo c; |W Co.

R A CHNECRONCNS I A

Pak CD = E|C1 , C2 (¢C1:Cstart /\ q)CZ:CaCC /\ ¢/C1 c d(nk))
|®| je polynomialni vzhledem k |w| = na ¢ je pravdiva < wec A
Celkem A <, TQBF pro kazdé A € PSPACE. [ |
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