IB107 Vycislitelnost a slozitost 0. ledna 2021, 100 minut

1. (25 bodii) Rozhodnéte, zda je nasledujici funkce f : N2 — N vyéislitelna.
o ©;(107)  pokud ¢; neni rozsifenim funkce ¢,
fli.4) = N
1 jinak
Své rozhodnuti dokazte. (Pro dikaz, Ze funkce je vycislitelnd, staci napsat
while-program, ktery ji pocitd.)
Reseni: Sporem dokézeme, Ze f neni vyéislitelnd. Predpokladejme, ze f
je vycislitelna.
Nejdiive definujeme funkce g, h : N — N tak, aby platilo:
() 1 pokud z > 108 a ¢;(z—108) = L
PoON) = 1 inak
L pokud z > 108 a ¢;(z—108) = L a £—108 # ¢
P ( ) = .
1 jinak

Funkce g, h jsou totdlné vycislitelné, g(i) vraci pro dané i kéd programu

begin
if ;1 > 108 then ®(i,z; — 108);
T =1

end

a h(i) vraci pro dané i kéd programu:

begin
if z1 > 108 A x1—108 # i then ®(i, 27 — 108);
r1 =1

end

Pokud ¢;(i) # L, pak jsou funkce o ;) a ;) identické. Pokud ¢;(i) = L,
pak se tyto funkce lis{ pravé na vstupu 7 + 108, kde @g¢;) (i +108) = L a
©n(i)(i+108) = 1. Tedy p4(;) neni rozsitenim @y, ;), prave kdyz ¢;(i) = L.

Pro kazdé i plati ¢,;)(107) = 1. Celkové dostavame:

i€ K < ¢i(i)=1 <= @y neni rozsffenim ¢y
= f(9(),h(i)) = @g;) (107) = 1
< f(g(4),h(i)) je definovdno

Jelikoz jsou funkce g, h totalné vycislitelné a o funkci f predpokladame,
ze je vycislitelna, je vycislitelna i funkce s : N — N definovand vztahem
s(i) = f(g(i), h(i)). Z vyse uvedeného plyne, ze s(i) je definovand prévé

pro i € K. Proto K je defini¢nim oborem vyd¢islitelné funkce a tudiz r.e.
To je spor s faktem, ze K neni r.e.



