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1. (25 bod̊u) Rozhodněte, zda je následuj́ıćı funkce f : N2 → N vyč́ıslitelná.

f(i, j) =

{
ϕi(107) pokud ϕi neńı rozš́ı̌reńım funkce ϕj

⊥ jinak

Své rozhodnut́ı dokažte. (Pro d̊ukaz, že funkce je vyč́ıslitelná, stač́ı napsat
while-program, který ji poč́ıtá.)

Řešeńı: Sporem dokážeme, že f neńı vyč́ıslitelná. Předpokládejme, že f
je vyč́ıslitelná.

Nejdř́ıve definujeme funkce g, h : N→ N tak, aby platilo:

ϕg(i)(x) =

{
⊥ pokud x ≥ 108 a ϕi(x−108) = ⊥
1 jinak

ϕh(i)(x) =

{
⊥ pokud x ≥ 108 a ϕi(x−108) = ⊥ a x−108 6= i

1 jinak

Funkce g, h jsou totálně vyč́ıslitelné, g(i) vraćı pro dané i kód programu

begin
if x1 ≥ 108 then Φ(i, x1 − 108);
x1 := 1;

end

a h(i) vraćı pro dané i kód programu:

begin
if x1 ≥ 108 ∧ x1−108 6= i then Φ(i, x1 − 108);
x1 := 1;

end

Pokud ϕi(i) 6= ⊥, pak jsou funkce ϕg(i) a ϕh(i) identické. Pokud ϕi(i) = ⊥,
pak se tyto funkce lǐśı právě na vstupu i + 108, kde ϕg(i)(i + 108) = ⊥ a
ϕh(i)(i+108) = 1. Tedy ϕg(i) neńı rozš́ı̌reńım ϕh(i), právě když ϕi(i) = ⊥.

Pro každé i plat́ı ϕg(i)(107) = 1. Celkově dostáváme:

i ∈ K ⇐⇒ ϕi(i) = ⊥ ⇐⇒ ϕg(i) neńı rozš́ı̌reńım ϕh(i)

⇐⇒ f(g(i), h(i)) = ϕg(i)(107) = 1
⇐⇒ f(g(i), h(i)) je definováno

Jelikož jsou funkce g, h totálně vyč́ıslitelné a o funkci f předpokládáme,
že je vyč́ıslitelná, je vyč́ıslitelná i funkce s : N → N definovaná vztahem
s(i) = f(g(i), h(i)). Z výše uvedeného plyne, že s(i) je definovaná právě
pro i ∈ K. Proto K je definičńım oborem vyč́ıslitelné funkce a tud́ıž r.e.
To je spor s faktem, že K neńı r.e.


