IB107 Vycislitelnost a slozitost 0. ledna 2021, 100 minut

1. (25 bodii) Rozhodnéte, zda je nasledujici funkce f : N2 — N vyéislitelna.

) = ©;(107) pokud pro né&jaké y € W; N W; plati ;(y) = ¢;(y)
’ 1 jinak

Své rozhodnuti dokazte. (Pro dikaz, Ze funkce je vycislitelnd, staci napsat
while-program, ktery ji pocitd.)

Reseni: Funkce f je vycislitelnd, pocita ji napifklad nésledujici program.

begin
n = 0;
flag == 0;
while flag = 0 do begin
y = m(n);
z = ma(n);

if Sc(x1,y,2) =1 A Sc(za,y,2) = 1 then
if ®(21,y) = ®(x2,y) then flag :=1;

n:=n++1;
end
x1 = ®(x1,107);
end

Program pro vstup (i, j) postupné prohleddva viechny dvojice (y, 2) € N2.
Pro kazdou dvojici ovéii, zda programy F; a P; skoné¢i na vstupu y béhem
z kroku (a tudiz y € W; N W;) a nésledné zda ¢;(y) = ¢,(y). Pokud
dvojice splni obé podminky, program vrat{ hodnotu ¢;(107).



2. (40 bodu) Bindrnf operaci ¢ na mnozindch A, B C N definujeme jako
AoB={ilicAaijesudé}U{i|i€ B aije liché}.
Rozhodnéte a dokazte, zda je na tuto operaci uzaviend

(a) tiida vSech rekurzivnich mnozin,

(b) tfida vSech rekurzivné spocetnych mnozin.

Reseni: Obé tiidy jsou uzaviené na operaci <.

(a) Necht A, B C N jsou rekurzivn{ mnoziny. Pak jejich charakteristické
funkce x 4, x5 jsou TVF. Mnozina A¢ B je také rekurzivni, nebot jeji
charakteristickd funkce je vycislitelna napiiklad timto programem:
begin

y =21 mod 2;

if y = 0 then x; := xa(71);

if y =1 then 1 := xp(x1);
end

(b) Necht A, B jsou r.e. mnoziny, tedy A = dom(p;) a B = dom(y;)
pro néjaké i, j € N. Mnozina A ¢ B je také r.e., protoze je defini¢nim
oborem vy¢islitelné funkce poc¢itané timto programem:
begin

y =21 mod 2;

if y = 0 then ®(i, 1 );

if y = 1 then &(j, 21 );
end



3. (35 bodu) Rekneme, 7e neorientovany graf obsahuje dvojitou k-kliku pro
dané k > 1, pokud obsahuje dvé ruzné k-kliky, které sdili alespon jeden
spoleény vrchol. Dokazte, ze problém rozhodnout, zda dany neoriento-
vany konecény graf G pro dané k obsahuje dvojitou k-kliku, je NP-uplny.
Formalné problém definujeme jako mnozinu

DOUBLE-CLIQUE = {(G,k) | G je graf obsahujici dvojitou k-kliku}.

Reseni: Nejprve ukézeme, ze DOUBLE-CLIQUE € NP. Problém rozho-
duje napiiklad nedeterministicky TM, ktery nejdrive zjisti, zda vstup je
tvaru (G, k). Pokud tomu tak neni, stroj zamitne. Je-li k vétsi nez pocet
vrcholu v grafu G, stroj také zamitne. Nyni stroj nedeterministicky vy-
bere dvé podmnoziny vrcholu grafu G tak, aby kazdd obsahovala pravé
k vrcholu. Pokud jsou tyto mnoziny totozné nebo maji prazdny prunik,
stroj zamitne. Nyni staci ovéfit, ze vrcholy v kazdé mnoziné tvoii k-kliku.
Pokud tomu tak je, stroj akceptuje. V opacném piipadé zamitne. Popsany
vypocet lze provést v polynomidlnim poctu kroku vzhledem k velikosti
vstupu.

NP-tézkost dokdzeme redukci CLIQUE <, DOUBLE-CLIQUE z NP-
uplného problému CLIQUE. Redukéni funkci f definujeme takto:

e Pokud vstupni Fetézec neni{ kédem dvojice (G, k), pak funkce f d4
na vystup stejny retézec.

e Je-li vstupem kéd dvojice (G, k), pak funkce f vrati kéd (G, k + 1),
kde G’ je graf obsahujici dvé kopie grafu G a navic jeden pridany
vrchol, ktery mé hranu do kazdého vrcholu. Pokud G = (V, E), pak
G’ formalné definujeme jako (V', E’), kde V' = {v,v' | v € V} U {w}
a b = {{U17v2}ﬂ {Ullﬂvé} ‘ {Ulav2} € E} U { {v,w}, {Ulvw} | vE V}
Pokud graf G obsahoval n vrcholu, pak G’ obsahuje 2n + 1 vrcholu.

Redukéni funkce je zjevné totalné vycislitelnd deterministickym TM pra-
cujicim v polynomidlnim case.

Zbyva dokézat, ze x € CLIQUE < f(x) € DOUBLE-CLIQUE.

“—=" Pokud x € CLIQUE, pak z je kédem dvojice (G, k), kde G obsahuje
k-kliku. Nechf W je mnozina vrcholi této k-kliky. Pak G’ obsahuje
dvé (k + 1)-kliky, kde jedna je tvofena vrcholy W U {w} a druhd
vrcholy {v' | v € W} U {w}. Jednd se o ruzné kliky, které vsak maji
spolecny vrchol w. Tedy f(x) = (G',k+ 1) € DOUBLE-CLIQUE.

“<—=" Pokud f(x) € DOUBLE-CLIQUE, pak f(z) = (G',k+1) a G’ je graf
obsahujici dvojitou (k+1)-kliku. Vezméme jednu z téchto (k+1)-klik.

cess

tak celd tato (k + 1)-klika mus{ leze v jedné kopii grafu G rozsifené
o vrchol w. Vypustime-li z této (k + 1)-kliky

— vrchol w, pokud je v ni obsazen, nebo

— jeden libovolny vrchol, pokud (k + 1)-klika neobsahuje w,

ziskame nutné k-kliku v jedné z kopii grafu G. Graf G tedy obsahuje
k-kliku a proto plati z € CLIQUE.



