Priklady z predmetu IV100: Distribuované vypocty

Na prednaske sme ukazovali, Ze neexistuje deterministicky algoritmus na problém dohody
medzi dvoma procesormi v modeli so stratou sprav (v skratke: mame dva procesy so znadmymi
identifikdtormi pracujtice v synchrénnom rezime, kazdy z nich m4 vstupnid hodnotu 0/1; cielom
je napisat protokol, v ktorom po fixnom poéte krokov sa oba procesy vidy rozhodni na td istd
hodnotu, pricom ak maji na zaciatku oba 0, musia sa dohodntit na 0 a ak maji na zaéiatku oba
1 a Ziadna sprava sa nestrati, musia sa dohodnuf na 1). Modifikujme model tak, ze spravy sa sice
mozu stracat Iubovolne, ale v ziadnom kole sa nestratia vSetky poslané spravy. D4 sa problém
dohody pre dva procesory deterministicky riesit v takto modifikovanom modeli?

Graf G s n vrcholmi nazveme takmer uplny, ak vznikne z dplného grafu K, odobratim
nanajvys 42 hréan. Popiste, ako by pracoval asymptoticky optimélny algoritmus na volbu $éfa
v takmer tuplnych grafoch (v zédkladnom modeli, t.j. asynchrénne, bez zmyslu pre orientéciu, s
identifikdtormi, . ..) a zdévodnite jeho optimalitu.

Navrhnite asynchrénny algoritmus pre volbu $éfa na d-rozmernej hyperkocke, ktory pracuje
s poctom sprav O(n), kde n = 2¢. Prepokladajte, ze hyperkocka méa zmysel pre orientaciu.

Uvazujme model byzantinskych chyb z prednasky: procesy maju identifikatory, komunikuji
v synchrénnom rezime, mozu posielat spravy kazdy kazdému a poznaji identifikdtory susedov
(t.j. proces vie, ze sprava, ktord mu prisla je od procesu s identifikdtorom x). Na zaciatku si
zobudené vetky procesy. V systéme moze byt f chybnych procesov, ktorych spravanie nie je nijak
obmedzené (mo6zu posielat tplne hociaké spravy). Proces s minimalnym identifikdtorom (vsetci
vedia, ktory to je, lebo poznaji vsetky identifikdtory) je ”generdl”, ktory méd vstupni hodnotu
x € {0,1}. Chceme riegit nasledovny problém: V koneénom ¢ase kazdy dobry proces v skonéi s
hodnotou z, € {0,1}, pricom vsetky dobré procesy skonéia s rovnakou hodnotou a ak je general
dobry, je x,, = x pre kazdy dobry proces v, t.j. vSetci ”poslichnu” generdla. (Ak je generdl chybny,
dobri sa m6zu dohodntit hociako, ale musia povedat vsetci to isté). Zdovodnite, aké velké moze
byt f (v zdvislosti od n), aby tloha bola riesitelna? Navrhnite algoritmus pre pripustné hodnoty

1.

Uvazujme n > 2 procesov spojenych obojsmernymi linkami do kruhu. Procesy startuju
naraz, pricom na za¢iatku mé kazdy proces ¢ vstupni hodnotu z; € {0,1}. Procesy nemaji
identifikatory. Cielom je zistit (tak, Ze kazdy proces v koneénom ¢ase zastane s odpovedou 0 alebo
1), €& je v kruhu aspon 42 procesov so vstupnou hodnotou 1.

Uvazujme dva pripady:

e procesy poznaju n a pracujui asynchrénne
e procesy nepoznaju n a pracujui synchrénne

Analyzujte riesitelnost tlohy v oboch pripadoch (t.j. ak je tiloha riesitelnd, popiste algoritmus;
ak nie je riesitelna, dokdzte).

@ Najdite ¢o najlepsi horny odhad poc¢tu krokov potrebnych na routovanie permutécie pomo-
cou greedy “farthest-to-go” algoritmu na stromoch.

Sief m4 topoldgiu lubovolného stromu, t.j. medzi kazdymi dvoma vrcholmi existuje prave jedna
cesta. Na zaciatku m4 kazdy uzol jeden paket a kazdy uzol je cielom jedného paketu. Algoritmus
je rovnaky ako bol na prednéske: za¢ina sa naraz a postupuje sa v synchrénnych krokoch, pricom
pakety sa presiivajui po najkratsich (jedinych) cestdch a spomedzi paketov ¢akajicich na jednej
linke sa v kazdom kroku vyberie ten, ktorého ciel je najvzdialenejsi.

Horny odhad O(f(n)) znamend, Ze pre lubovolny strom s n vrcholmi a Tubovolné rozloZenie
cielov paketov algoritmus skonéi po najviac O(f(n)) krokoch.




D4 sa riesit problém volby §éfa v silno stvislych orientovany grafoch? Orientované grafy su
také, Ze sprava moze {st po linke iba jednym smerom. Orientovany graf je silno stvisly, ak existuje
orientovand cesta medzi kazdymi dvoma vrcholmi.

Navody a rady k rieSeniam

D4 sa. Predpokladajme, ze mame dva procesy spojené linkou. Zoberme si nasledovny
jednoduchy dvojkolovy algoritmus, ktory budi symetricky vykondvaf obidva procesy: v prvom
kole posli svoju vstupni hodnotu. V druhom kole, ak si v prvom kole nedostal spravu, nerob nic,
inak posli svoju hodnotu. Plati, Ze po dvoch kolach kazdy proces pozna vstupnu hodnotu druhého
procesu: v prvom kole poslali sprdvu oba procesy, a teda aspon jedna sa dorucila. Ak sa dorudcili
obe, oba procesy poznaji obe vstupné hodnoty. Ak sa dorucila iba jedna spréva z procesu A do
procesu B, proces B pozna po prvom kole obe vstupné hodnoty. Zaroven v prvom kole dostal
spravu iba B, takZe v druhom kole posle spravu iba B. KedZe je tdto sprava jedind, nestrati sa, a
po druhom kole aj A poznd obe vstupné hodnoty.

Staéi si zobraf algoritmus z predndsky (algoritmus B z prilohy) a uvedomit si, ze ak sa
nejaky proces dostane na level viicsi ako N/2, tak sa tam uz Ziaden iny proces nemoze dostat (to
priamo vyplyva z Lemy 3). TakZe ak je N > 84, sta¢i bezo zmeny spustif algoritmus B a zopakovaf
dokaz z prilohy. Ostdva problém, ako zistit, ¢i N > 84 (procesy nepoznaji N, iba svoj stuperi).
Vieme, ze ak graf ma najviac 84 vrcholov, tak méa najviac (2:83182) hrén. Takze najprv kazdy
proces iniciuje nezévislé prehladavanie do hibky, ktoré bude maf TTL (time-to-live) 2.3482. Ak
sa podari prehladat cely graf, proces poznd maximum, inak vie, ze N > 84. KedZe prehlad4vania
majui konstantny TTL, dokopy prispeju linedrne vela spravami.

Optimalita vyplyva priamo zo zadania — trieda takmer tplnych grafov pokryva aj iplné grafy.

Majme n-rozmernt hyperkocku. Nech v = (iy,—1,%n—2,...,%0) je vrchol tejto hyperkocky,
potom d-rozmernd podkocka uréend vrcholom v je podkocka pozostévajica z vrcholov (i,_1,. ..,
td-1, 0,...,0) az (ip-1,...,44-1,1,...,1). Susednd podkocka tejto podkocky je tvorend vrcholmi
(in,h..wl —Z'd,170,...70) az (’L’nfl,...,l —’L.d,hl,...?l).

Hlavna myslienka rie§enia je nasledovna: najskor sa bude volit §¢f na 1-rozmernych podkockach,
potom na 2-rozmernych, atd. Ak sa vrchol stane $éfom d-rozmernej hyperkocky, posle spravu
$éfovi susednej d-rozmernej hyperkocky a ¢aka na spravu od neho. Na zaklade obdrzanej spravy
sa rozhodne, ¢i sa stane $éfom celej d+ 1-rozmernej hyperkocky, alebo prejde do neaktivneho stavu.

Vrcholy v neaktivnom stave musia routovat spravy. Toto routovanie véak musi byt dost
efektivne na to, aby bol celkovy pocet sprav linedrny. Preto si kazdy neaktivny vrchol bude
pamiitat najkrat$iu cestu k vrcholu, ktory ho ”zajal”, t.j. od ktorého dostal spravu, po ktorej
presiel do neaktivneho stavu.

Budeme pouzivat spravy, ktoré st 4-ice < id,l, path,to_go >. Taktito spradvu posle aktivny
vrchol s identifikdtorom id po tom, ¢o sa stane §éfom I-rozmernej podkocky. Této spréva musi byt
dorucend $éfovi susednej I-rozmernej podkocky. Premennd path bude zaznamenavat, po hranich
ktorych dimenzii sprava presla. Na zaklade toho adresat zisti, akd je najkratsia cesta k odosiela-
telovi spravy. Premennd to_go uréuje, ako treba spravu routovat v najblizsich krokoch.

Ak dostane neaktivny vrchol spravu < id, [, path,0 >, posle ju po najkratsej ceste k vrcholu,
ktory ho zajal. Na ceste k tomuto vrcholu sa routuje iba podla premennej to_go. Ak je tento vrchol
neaktivny, opit posiela spravu po najkratsej ceste k vrcholu na vyssom leveli, az sa sprava dostane



k adresatovi.

Program:

var active : boolean;
id : integer;
level, chief_path : integer;

Initialization:
active = true;
level = 1;
send < id,level, 1,0 > to 0;

procedure Forward( < attacker_id,l, path,to_go > ):
let 4-th bit is set in to_go
send < attacker_id,, path xor 2, to_goxor 2° > to ;

On receipt < attacker_id,l, path,to_go > from q:
if to_go <> 0 then
Forward( < attacker_id,l, path,to_go > );
else if not active then {l > level}
Forward( < attacker_id,l, path, chief _path > );
else if [ > level then
process message later
else {I = level}
if attacker_id > id then
active = false;
chief_path = path;
else
level = level+1;
if level < n then
send < id, level,2'¢V'=1 0 > to level — 1;
else
I am leader

Spravnost algoritmu je vidno z platnosti nasledujicich tvrdeni?:

e v kazdej d-rozmernej podkocke je nanajvys 1 vrchol na leveli d

v kazdej d-rozmernej podkocke je aspon 1 vrchol na leveli aspon d
kazdy vrchol bud’ postipi na d'alsf level, alebo prejde do neaktivneho stavu

kazdy neaktivny vrchol poznd najkratsiu cestu k vrcholu, ktory ho zajal (k svojmu $éfovi)

e sprava na leveli d chodi len v rdmci d-rozmernej podkocky

Analyza zlozitosti:

Nech N je pocet vsetkych vrcholov hyperkocky. Na leveli d je 2% aktivnych vrcholov. Kazdy

posle spravu, ktord sa routuje na nanajvys d> hopov. Spolu sa teda posle >in

= O(n) sprév.

Cielom je ukézaf, Ze problém generala zo zadania a problém dohody s ekvivalentné. Na
jednej strane, ak by sme mali algoritmus, ktory vie riesit problém generslov, vieme pomocou neho

1Ktoré sa daji dokazat indukciou vzhladom na d.



riesit aj problém dohody takto: postupne je kazdy proces i general a ozndmi ostatnym svoju
hodnotu. Ak je dobry, vSetci dobri sa zhodni na jeho hodnote. Ak je chybny, vsetci dobri sa
dohodnii na nejakej (rovnakej) hodnote. Nakoniec si vSetci urobia hlasovanie — d4 sa ukézat, 7Ze
to je spravny vysledok.

Na druhej strane, ak by sme mali algoritmus pre problém dohody, tak vieme riesit problém
generala: v prvom kole general posle vSetkym svoju hodnotu. Potom spustime algoritmus na
problém dohody.

V prvom pripade je tloha riesitelnd: kazdy proces posle spravu s TTL n. Sprava obieha
po kruhu a pamit4 si, kolko jednotick stretla. Ked obehne n krokov, prisla do procesu, ktory ju
vyslal, takZe tento vie odpoved.

V druhom pripade tloha riesitelna nie je. Predpokladajme, Ze by existoval taky algoritmus.
Zoberieme nejaké fixné n a pustime ho na kruhu velkosti n su samymi nulami. Algoritmus bude
bezat r kol a potom vsetky procesy terminuji s odpovedou 'nie’. Zoberme teraz vicsi kruh,
ktory bude mat blok 3nr nil a blok 42 jednotiek. Proces, ktory je v strede bloku nil, dostdva
pocas prvych r kol rovnaké spravy ako v predchadzajicom vypocte, takze po r koldch terminuje
s odpovedou ’'nie’, o je chyba.

@ Zoberme si hociakt hranu u — v a ukézme, 7e vietky pakety, ktoré cez nu chci prejst, cez
nu aj skutocne prejdi po najviac n — 1 krokoch. Predstavme si, ze by kazdy vrchol z ¢asti pred u
cheel poslat paket do ¢asti za v. V skutoénosti to tak nemusi byt, ale to nasu situdciu iba zlepsi.
Staéi indukciou ukazat, ze do u budi pakety prichddzat dost rychlo na to, aby v kazdom kroku
mohol niekto prejst po hrane u — v.

D4 sa. Ked'ze nds netrapi pocet sprav, staéi zobrat algoritmus KKM z prednésky, overit,
7e nikde nevyuZiva obojsmernost a pouZit hociaké traverzovanie (napr. modifikované ”s pravou
rukou pri stene”), ktoré funguje v orientovanych grafoch.




Priloha: algoritmus na volbu §éfa v tiplnych grafoch

Majme N procesov zapojenych do tuplného grafu. Kazdy z nich ma jednoznacné ID a vie
rozlisif medzi svojimi linkami. Okrem roéznych ID si procesy identické a pracuji asynchrénne.
Na zaciatku je zobudenych niekolko (aspori jeden) procesov. Ked proces dostane spravu, zobud{
sa. Uvazujeme obojsmerné full-duplex FIFO linky. Kazda poslana sprava v koneénom c¢ase pride
do ciela. Algoritmus je zapisany tak, Ze pri zobudeni (spontdnnom alebo Tubovolnou spréavou) sa
najprv vykond sekcia Init a potom sa vykonava kéd Specifikovany v sekcii Code. Pri prichode
spravy nastane “prerusSenie” a spracuje sa prislusny odsek On receipt; potom sa pokracuje vo
vykondvani v sekcii Code alebo (pomocou prikazu goto) v inej sekcii. Pre uréenie casovej zlozitosti
predpokladame, ze dorucenie spravy po linke trva maximalne 1 ¢asovi jednotku a vSetky interné
vypocty trvaja 0 ¢asovych jednotiek.

Algoritmus A

Naivny algoritmus, v ktorom kazdy vrchol posle vSetkym ostatnym spravu, ze chce byt §éf a
caka, ¢i mu to dovolia. Iba procesu s najvyssim ID vSetky ostatné procesy schvélia kandidatiru.
Algoritmus pre proces vo vrchole v:

const: N  :integer On receipt (elect,id;) from Neigh[i]:
ID :integer er L.
Neigh: [1..N-1] link if id; > ID send (accept) to Neighli]
var: leader: boolean
count : integer
[ - integer On receipt (accept) from Neighli]:
Init: count + +
count := 0

leader := false
On receipt (leader, id;) from Neighlil:

Code:

fori=1to N—1do

send (elect, ID) to Neighli]
while count < N — 1 wait
fori=1to N —1do

send (leader, ID) to Neighli]
leader := true

Skonci algoritmus

Aby sme dokézali spravnost, treba ukdzat, Ze v Iubovolnom vypoéte sa prave jeden proces
stane $éfom. Predpokladajme sporom, Ze sa ani jeden nestane $éfom. Kazdy zobudeny proces
posle spréavy vietkym ostatnym procesom, teda aj procesu s najvyssim ID a tym ho zobudi (ak uz
nebol zobudeny). Proces s najvyssim ID pogle elect vietkym ostatnym procesom a dostane naspéft
vietky accept spravy (lebo Ziaden z procesov neskonéil — to by musel dostat spravu leader alebo
sa sam vyhlasit za §éfa ) a vyhldsi sa za §éfa. Dalej predpokladajme, Ze sa za §éfa vyhldsia aspon
dvaja. V tom pripade musel ten s mensim ID niekedy dostaf accept spravu od toho s vaésim ID,
€o je spor.

Po kazdej hrane sa posielaji v jednom smere maximalne 3 spravy, teda pocet sprav je O(n?).
Proces s maximdlnym ID dostane za 2 ¢asové jednotky naspiif vietky accept spravy, celkova
zlozitost je teda O(1).



Algoritmus B

Mierne rafinovanejsi algoritmus, v ktorom sa kazdy proces snazi ziskavat povolenia sekvenéne. Pri
porovnavani sa neberie do uvahy iba ID, ale aj “level” (t.j. pocet porazenych procesov). Proces
posiela spravy capture a vidy ¢aks na odpoved accept. T4 vsak pride iba vtedy, ked vyhral.
Odpoved na spravu capture zavisi od toho, & uz proces bol raz porazeny. Ak nie, rozhoduje
velkost [Level,id] (lexikograficky). Ak &no, porovnanie nerobi on, ale jeho “rodi¢” (t.j. proces,
ktory ho poslednykrat “zajal”). Algoritmus pre proces vo vrchole v:

parent := Neighli]
send (accept) to parent
goto Dead
else if state = captured
send (help, [level;,id;]) to parent
receive msg from parent
Tnit: if msg = defeat
o send (accept) to Neighli]
parent := Neighli]

state : {active, captured, killed}
level : integer

parent : link

msg : {victory, defeat}

1 : integer

state := active
level := 0
leader = false

const: N : integer On receipt (capture, [level;,id;]) from Neighli]:

1D : integer . . . .

Neigh : [1..N-1] link if s;ﬁaie 'e_{actlve,lélllled} and [level;,id;] > [level, I D]
var: leader : boolean stave = caplute

Code:

fori=1to N —-1do
send (capture, [level, ID]) to Neighli]
receive (accept) from Neighli]
level + +

leader = true

On receipt (help, [level;,id;]) from Neigh[i]:

if [level;,id;] < [level, ID]
send (victory) to Neighli]
else
send (defeat) to Neighli]
if state = active

state := killed
goto Dead

fori=1to N —1do
send (leader, ID) to Neighli]
Dead:

loop forever On receipt (leader,id;) from Neighli]:

Skondci algoritmus

Opit najprv ukdzeme, Ze v fubovolnom vypoéte sa prave jeden proces stane $éfom. DokdZeme
takuito lemu:

Lema 1 V lubovolnom wvypoéte existuje pre kazdy level | = 0,...,N — 1 aspori jeden proces, ktori
bol pocas vypoctu na leveli l.

Dékaz: Pre I = 0,1 je tvrdenie trividlne. Dalej postupujme sporom. Zoberme maximélny level
taky, ze v priebehu vypoctu bol nejaky proces na leveli | ale ziaden proces nebol na leveli [ + 1.
Zoberme proces v s maximalnym ID 4 spomedzi procesov na leveli . Ked'ze v nepostipil o level,
nastala jedna z troch moznost{: niekto mu zmenil stav na “captured” (resp. “killed”) alebo v
poslal capture a nedostal odpoved. Zmenit stav je mozné iba spravami capture alebo help,
ak obsahuju vécsi (lexikograficky) proces. To je ale spor s tym, Ze v je (v tomto usporiadani)
maximalny. TakZe v poslal sprdvu capture povedzme procesu v’. Ak v’ bol aktivny alebo zabity,
posle okamzite odpoved accept (lebo je lexikograficky mensi). Ak v’ je zajaty, opyta sa svojho
rodiéa; ten je viak podla predpokladu tiez lexikograficky mensi ako v, takze v postipi o level. O



Ked'7e v priebehu vypoétu existoval (apon jeden) proces s levelom N — 1, aspoii jeden proces
sa vyhlasi za $éfa. Teraz dokazeme este jednu lemu:

Lema 2 Nech v je aktivny proces (state = active) s levelom l. Potom existuje | zajatjch procesov
ktoré patria v (t.j. ich premennd parent ukazuje na v).

Doékaz: Proces postiipi o level iba vtedy, ked dostal accept. Poslanie spravy accept je vidy
doprevadzané zmenou stavu na “captured” a nastavenim parent. Takze pri kazdom postipeni
o level sa pocet zajatych procesov zvicsi. Tento pocet sa moze zmensit iba ak si niektory z nich
nastavi parent inam. Z koédu ale vyplyva, ze potom v prejde do stavu “killed” a nie je viac aktivny.
O

Z uvedenej lemy vyplyva, Ze na leveli N — 1 moze byf pocas celého vypoétu najviac jeden
proces. (dokaz: zoberme prvy proces, ktory sa dostane na level N — 1; vSetky zvySné procesy si
v stave “captured” a na mensom leveli; ked'ze v stave “captured” vidy vykondvaji sekciu Dead,
Ziaden z nich uz nikdy viac nepostipi o level). Takze za $éfa sa vyhldsi prdve jeden proces.

Ideme ukazovat pocet sprav. Zrejme ak nejaky proces postiipi o level, spotrebuje na to konstantny
pocet sprav (capture, prip. help+defeat, accept). Ak nejaky proces posle capture a napriek
tomu neposttipi o level (t.j. nedostane accept) prestane byt aktivny a vymenf sa tieZ konstanty
pocet sprav (capture, prip. help+victory). Neaktivne procesy neposielaji sponténne spravy.
7 toho vyplyva, ze proces na kazdom leveli sposobi poslanie konstantného poctu sprav. Teraz
dokazeme takito lemu:

Lema 3 V lubovolnom vijpocte je najviac N/(L + 1) procesov, ktoré niekedy dosiahli level I.

Doékaz: Pre kazdy proces v, ktory dosiahol niekedy level [ ozna¢me C, tie procesy, ktoré patrili
v (t.j. boli zajaté a parent mali nastavené na v) vtedy, ked dosiahol level I. Zrejme |C,| = I.
Ukazeme, ze mnoziny C, si po dvoch disjunktné. Dokazeme to indukciou na cCas, kedy proces
dosiahol level I. Prvy proces v, dosiahol level [ a mal mnozinu C,,. Predpokladajme, Ze procesy
V1, ..., U, dosiahli level [ a mnoziny C,, , ..., Cy, s navzajom disjunktné. Majme proces vg1, ktory
je na leveli I — 1 a ide posttipit na level . Zrejme mu teraz patri [ — 1 procesov, ktoré nepatria do
Cy, U...UC,, (vk+1 nemohol ziskaf Ziadny proces, ktory uz raz mal rodi¢a na leveli [). Takisto na
postup na level | neméze vy41 pouzit proces z C,, U...UC,, (to by ho zabilo), takze musi pridaf
iny proces. o

N—1
Z uvedeného vyplyva, Ze v lubovolnom vypocte sa maximélne l% krat posunie nejaky
=1

N—1

proces o level. Kedze > % = N(Hy —1) = Nlog N, v celom algoritme sa pouzije O(N log N)
=1

Sprav.

Na urcenie ¢asovej zlozitosti najprv ukdzeme, ze proces, ktory bude zvoleny za $éfa sa zobudi
najneskor O(IN) ¢asovych jednotiek po zaciatku. Staci ukdzat, Ze najneskor O(N) ¢asovych jed-
notiek po zaciatku niektory proces postipi aspon na level 1 (potom uz neméze byt zvoleny §éf
s levelom 0). Ako dlho mézZe trvaf situdcia, Ze vietky procesy st na leveli 07 Zrejme tak dlho,
pokial vietky capture spravy idd do procesov s viiésim ID. To zrejme moze byt najviac N — 1
(N sprav uz nutne vytvori cyklus). Takze najneskor po O(N) casovych jednotkéch je zobudeny
§éf. Séf vady v konstantnom Case postiipi o level, takze celkové zlozitost je O(N).

Poznamka: Casova zlozitost O(N) ostane zachovand, aj ked pouzijeme model kedy po jednej
linke v jednom smere moze ist vidy iba jedna sprava. V tom pripade ale neplati, ze $éf zajme
kazdy vrchol v konstantnom case.



