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Priklad

vy

P¥ipomeiime si vzoretek pro kombina&ni &islo:

(k> K _ke(k=1)--(k=nt1)

n

onl-(k—n)! n-(n—1)---1

Posledni z t&chto vyrazi dava smysl i pro k redlné (n musi byt
prirozené — jednd se o polet &initeld). Urlete, Cemu se rovnd (7”")
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Priklad

Urlete, &emu se rovna (_},/2).

v
Reseni
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Poznamka

Z3kladem pro nas bude vztah mezi posloupnostmi
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(an)nzo - (307 a1, az,.. -)7
tzv. (formdlnimi) mocninnymi Yadami
n__ 2
ap X =agtar-X+axy-x +---
n=0

(jednd se jen o jiny zdpis posloupnosti) a jim pFisluinymi
generujicimi funkcemi f(x) — sou&et mocninné ¥ady. Nap¥.
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tedy e* je generujici funkci posloupnosti (0l %
generujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).




Poznamka

Zobecnéna binomicka véta: pro libovolné realné k plati

(1+x)* = i (ﬁ) - x".

n=0

Pojd' me toto reinterpretovat s vyuZitim (_k) =(-1)"- (”tf}l):

n

om0t =2 () o

n=0
B k—1
n=0

Pro k = 1 jsou v8echna kombinaéni &isla rovna 1 a dostaneme
vzorec pro soulet geometrické ¥ady jako specidlni p¥ipad.




Poznamka

V dal$im se nam bude je3té krom soultu nekonecné geometrické
fady
1

1—x

0
ZXn:1+X+X2—|—'--:
n=0

hodit také vzorec pro soucet kone¢né geometrické fady
_1—x
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Kolika zplisoby mizeme pomoci ¢eskych minci zaplatit platbu
N = 100, resp. jiné hodnoty?



cocalc.com

Priklad

Kolika zplisoby mizeme pomoci ¢eskych minci zaplatit platbu
N = 100, resp. jiné hodnoty?

Reden{
Jedn3 se o priklad témé&F totozny s poslednim z minulého tydne.
Vysledkem je koeficient u x1%° ve vyrazu

(1—|-X—|—X2—|—---)(1+X2—|—X4+---)(1+X5+X10—|—---)-'-
1 1 1 1 1 1
1—-x 1—-x2 1—x> 1-—x10 1-—x20 1 x50

V tomto pfipadé vysledek nezjednodusime, nicméné systémy
poditalové algebry, nap¥. sage volné dostupny na cocalc. com,
jsou schopny tento koeficient snadno spoditat:



cocalc.com

Reseni

var(’x’)
f=1/1-x)*1/(1-x"2)*1/(1-x"5)*1/(1-x"10)*1/(1-x"20) *1/ (1-x"50)
r = taylor(f, x, 0, 100)

r.coefficients(sparse = false) [100]

da vysledek 4562.




Priklad

Urcete kolika zplsoby je mozné naplnit tasku n kusy uvedenych
druh(i ovoce, pficemz jednotlivé kusy téhoZ druhu nerozliujeme,
nemusi byt vyuZity v8echny druhy a navic:

@ jablek mize byt libovolny podet,
@ banadnl musi byt sudy pocet,

@ hruek musi byt ndsobek 4,

@ pomeranée mohou byt nejvyse 3 a

@ pomelo miZe byt pouze jedno (nebo Zadné).
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Regeni

Tady jiz pfiklad dopo&itdme do konce v ruce. Jedna se o koeficient
u x" ve vyrazu

(T+x+x24+)Q++x )L+ +x8+)
(I x+x2+x3)(1+x)




Reseni
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Tady jiz p¥iklad dopo&itdme do konce v ruce. Jednd se o koeficient
u x" ve vyrazu

(T+x+x2 4+ )Q+2+ x4+ )+ B+ )
x4+ X2+ X3+ x)
1 1 1 1-x* 1-x°

T1ox 1—-x2 1—x* " 1—-x 1—x
1 2 (n+2\ ,
‘(1—x)3‘,§< 2 )X

Hledany potet tedy je ("5?).




Rozvifite do mocninnych Fad raciondlni funkce
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x+2° 2x3—-3x2+1°




Rozvifite do mocninnych Fad raciondlni funkce

X 24+ x+1
x+2° 2x3—-3x2+1°

Regeni
Zakladem je rozklad na parcidlni zlomky, v prvnim p¥ipadé je to
trivialni:

o0

X —2 -1 n
T E R e ey R Bl
=13 0(1/2) 1 = Y[ = 0]~ (-1/2)") X
n=0 n=0

kde [n = 0] zna&i hodnotu tohoto logického vyrazu, tj.: pro n =0
je hodnota 1, jinak je hodnota 0.
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Priklad

Rozvifite do mocninnych Fad raciondlni funkce
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Regeni

Podobné pro druhy zlomek:

x24+x+1 _ x24+x+1
2x3-3x2+1  (x—1)2(2x+1)
A B C
= +

T ox—1 (x—1)2 T ox+1
A(x —1)(2x+ 1)+ B(2x + 1) + C(x — 1)?
(x —1)2(2x + 1)




Regeni

Podobné pro druhy zlomek:

xX+x+1 x4+ x+1
2x3—-3x2+1  (x-—1)?(2x+1)
A B C

=1 1P Bl

_A(x—1)(2x+1) 4+ B(2x + 1) + C(x — 1)?
B (x —1)?2(2x+1)

dostavame tedy pro neznamé koeficienty rovnici

Alx —1)(2x + 1)+ B(2x+ 1)+ C(x —1)> = x* + x + 1,




ReSeni
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dostavame tedy pro nezndmé koeficienty rovnici
Ax—1)(2x+1)+B@2x+1)+ C(x —1)> =x® + x +1,

kterou bud Ye$ime rozndsobenim a porovninim koeficientii nebo
vhodnym dosazovanim: vzdy se hodi dosadit kofeny jmenovatele,
tj. 1 a —1/2, jako t¥eti hodnotu dosadime libovolné &islo:

x:l'B-3:3 - B=1

1

_3
4
+

X:O:A( N)+B+C=1 = A:%

(také by %lo rovnici zderivovat a dosadit x = 1, coZ by dalo
A-3+ B -2 =3). Vypottené konstanty dosadime do rozkladu:




Reseni

Vypoctené konstanty dosadime do rozkladu:

x*+x+1  1/3 L1 1/3
2x3-3x24+1 x-1 (x—-1)2 2x+1
-1/3 1 1/3

=T x [@ 22 ' T [ 29

B (1) S
n=0 n=0 n=0

= i(—m +(n+1)+1/3-(=2)") - x".

n=0




Urcete vytvotujici funkce posloupnosti
e (1,2,3,4,5,...),
(1,4,9,16,25,...),
(1,1,2,2,4,4,8,8,...),
(9,0,0,2-16,0,0,4-25,0,0,8-36,...),
(9,1,-9,32,1,-32,100, 1, —100, .. .).




Priklad
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Reseni

V prvnim p¥ipadé hledame soudet

Z("H)‘Xn:z:(,ﬁl) < (1—1x)2'




Priklad

Urcete vytvotujici funkce posloupnosti
e (1,2,3,4,5,...),
e (1,4,9,16,25,...),
e (1,1,2,2,4,4,8,8,...),
e (9,0,0,2-16,0,0,4-25,0,0,8-36,...),
e (9,1,-9,32,1,—-32,100, 1, -100,...).

V druhém p¥ipadé hleddme souget > (n + 1)? - x", p¥itemz:




Regeni

V druhém p¥ipadé hleddme souget > (n+ 1)2 - x", p¥item? se
pokusime vyjadFit (podobné jako v rozkldu na parcidlni zlomky):

rn () (1) ()

Podle zobecn&né binomické véty pak totiz mizeme > (n+ 1) - x”
spotitat jako

AZ(";z)-x”+B'Z("J1r1>-x”+C-Z<"§O>~x”
1

1 1
B A ey A

Zbyva najit nezname koeficienty A, B, C, rozepidme proto
kombinaéni &isla:




carea () (e ()

243042
n2+2n+1:A.% (n+1)+C
21 3n+2

Hledané koeficienty jsou tedy A= 2, B = —1, C = 0 a nakonec

i 1 1
D (n+1)2x"=2. 1—x2 (1—x)?




Priklad
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Regeni

Ve tfetim pFipadé rozdélme posloupnost na souéet dvou
posloupnosti: (1,0,2,0,4,0,8,0,...)+(0,1,0,2,0,4,0,8,...). Pro
kaZdou dostaneme snadno formulku, hleddme proto soudet

ZQn X X2n 4 Z2n X X2n+1_




Regeni

Ve tretim p¥ipadé hleddme soutet > 27 - x27 4 3727 . x2n+1,
Upravou ziskdme

Zzn . X2n + Z2n . X2n+1 _ Z(2X2)n +x- Z(2X2)n

1 1
S 1o TN 12
_ 1+x

1 —2x2

Zkuste tuto ¥adu seéist pomoci rozkladu na parcialni zlomky a
porovnejte vysledek se zadanim.




Priklad

Urcete vytvotujici funkce posloupnosti
e (1,2,3,4,5,...),
e (1,4,9,16,25,...),
e (1,1,2,2,4,4,8,8,...),
e (9,0,0,2-16,0,0,4-25,0,0,8-36,...),
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Ve &tvrtém pFipadé hleddme soutet - 27 - (n + 3)2 - x3.




Reseni

Ve &tvrtém p¥ipadé hleddme souget > 27 - (n + 3)? - x3".

> 2" (04323 =) (n+3)7 - (2F)".

Opét vyjad¥ime (n + 3)2 pomoci kombina&nich &isel

ora (1) (e ()

n® 4 3n+2
2

n? +3n+2
' 2

P +6n+9=A. +B-(n+1)+C

=2 +3-(n+1)+4

Hledané koeficienty jsou tedy A =2, B =3, C = 4 a nakonec

1 1 1
2 3\n
S (23 =2~ 13, : _
(n+3)°-(2x°) (1—2x3)3+3 (1—2x3)2+4 T 5.3




V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplsoby je mozné vybrat
soubor 70 mi¢ka?
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Regeni

Jedn3 se o koeficient u x0 v

(LT+x+-+) T+ x+ +x) 1+ x4+ +x)

1_X31 1_X41 1_X51

1-x 1-—x 1—x

(1—x3)( = x*)(1 - x*)
(1-x)3

1— X3l — 54 _ 514 72
(1-x)3




Regeni
Podle zobecnéné binomické véty pak

B AL il e
(1—-x)?

2
:(1_X31_X41_X51+X72+,,.).Z<n—£ >-Xn

Koeficient u x’® dostaneme vyndsobenim prvnich &ty¥ Elenii v
zavorce odpovidajicimi ¢leny v druhé sumé — tak, aby exponent

Y RICRIORTE)




Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu 12 hracimi kostkami padne
soucet 307
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Reseni

Potet véech moZnych hodi je samoziejmé& 612, potet p¥iznivych
hodii je roven koeficientu u x30 v

(x +x2 453 + x* + x5 + x5)12

12
_ <X — X7> = x12(1 — x6)12. 1

1—x (1—x)12

a tedy koeficientu u x*® v (1 — x%)12. ﬁ tj.

(- ()@ )+




Regeni

a tedy koeficientu u x18 v (1 — x8)12. ﬁ tj.

12 12\ 5, (12) 1 [12) 45 — (n+11\ ,
()= ()« ()= (5)re) 2 (30)
Vysledna pravdépodobnost je tak rovna

() (G2 - ()G + () G1) -

12\ (11
612 (3 ) (11) — 0’ 8815%

K vysledku Ize dojit také principem inkluze a exkluze a pfikladu z
minule.




