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Ur&ete primitivni kofen modulo 41.




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Reseni

ProtoZe je 41 prvotislo, mame ¢(41) = 41 — 1 = 40 a ¥ad kazdého
¢isla déli 40:

40
/N
8 20
\4/ \10
AN
N/




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Reseni

ProtoZe je 41 prvotislo, mame ¢(41) = 41 — 1 = 40 a ¥ad kazdého
¢isla déli 40:
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Hleddme &islo a ¥adu 40. Podle Eulerovy véty a*® = 1, budeme
kontrolovat, zda a®® # 1, a® # 1.




Ur&ete primitivni kofen modulo 41.

Reseni
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Plati totiz: jestlize ¥ad a neni 40, pak 2?0 =1 nebo 2% = 1.




Ur&ete primitivni kofen modulo 41.

Reseni
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Plati totiz: jestlize ¥ad a neni 40, pak 2?0 =1 nebo 2% = 1.
Obecné je potFeba testovat mocniny s exponentem (m)/p, kde p
je prvotislo délici ¢(m), v nagem ptipadé o(41) = 40 = 23 .5,
proto se testuji exponenty 40/2, 40/5.




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Regeni

ProtoZe a =1 ma ¥ad 1, zatneme s a = 2:




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Regeni

Protoze a =1 md ¥ad 1, zaéneme s a = 2: poditame

20=2 22=4, 2*=16, 282=256=10

a kone&ng& 210 = 100 = 18,




Regeni

Urcete primitivni kofen modulo 41.

Protoze a =1 md ¥ad 1, zaéneme s a = 2: poditame
20=2 22=4, 2*=16, 282=256=10
a kone&né& 219 = 100 = 18, takze

220 =216 . 2% = 18.16 =1, 28 = 10.




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Regeni

Protoze a =1 md ¥ad 1, zaéneme s a = 2: poditame

20=2 22=4, 2*=16, 282=256=10
a kone&né& 219 = 100 = 18, takze
220 =216 . 2% = 18.16 =1, 28 = 10.

Vidime, Ze ¥ad &isla 2 je 20, pripadné jesté mensi a nejednd se o
primitivni kofen modulo 41.




Urlete primitivni kofen modulo 41.

Reseni

Pokracujeme s a = 3: poditdme

takZe
=0 = 33=1.

Vidime, Ze ¥ad &isla 3 je 8 (mensi byt opravdu nemiiZe, dokaZte to
z diagramu délitell) a nejednd se o primitivni ko¥en modulo 41.




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Cislo a = 4 zkouSet nemusime, nebot 410 = 220 =1 a m4 tedy ¥4d

maximaln& 10. Obecn& mocnina &isla, které neni primitivnim
kofenem, nemfiZe byt primitivnim kofenem.




Urcete primitivni kofen modulo 41.

Reseni

Cislo a = 4 zkouSet nemusime, nebot 410 = 220 =1 a m4 tedy ¥4d
maximaln& 10. Obecn& mocnina &isla, které neni primitivnim
kofenem, nemfiZe byt primitivnim kofenem.

Pokracujeme s a = 5: poditame

51=5 52=25 5*=10, 58=18 5!°=37,

takze

520 =516.54 =37.41 =1, 58 = 18.
Vidime, Ze ¥ad &isla 5 je 20, pfipadné jesté mensi a nejednd se o
primitivni kofen modulo 41.




Ur&ete primitivni kofen modulo 41.

Pokracujeme s a=6 = 2 - 3, proto

60=2%.30=-71.(-1)=-1, 62=2%.32=10-1=10.

Konetné jsme nasli primitivni kofen 6 modulo 41.




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

ProtozZe je 6 primitivni kofen, jsou vSechny zbytky
6°,6',67,...,6%

rizné (a 6° = 640),




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni
ProtozZe je 6 primitivni kofen, jsou vSechny zbytky

6°,6',62,....6%

riizné (a 6° = 640), zaroveii jsou nesoud&lné s 41 a je jich
»(41) = 40,




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

ProtozZe je 6 primitivni kofen, jsou vSechny zbytky
6°,6',67,...,6%

riizné (a 6° = 640), zaroveii jsou nesoud&lné s 41 a je jich

©(41) = 40, takZe tvofi redukovanou soustavu zbytki, tj. jednd se
pravé o vSechny zbytky 1,...,40. MdZeme proto primitivni kofeny
hledat mezi témito &isly.




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

ProtozZe je 6 primitivni kofen, jsou vSechny zbytky
6°,6',67,...,6%

riizné (a 6° = 640), zaroveii jsou nesoud&lné s 41 a je jich

©(41) = 40, takZe tvofi redukovanou soustavu zbytki, tj. jednd se
pravé o vSechny zbytky 1,...,40. MdZeme proto primitivni kofeny
hledat mezi témito &isly.

6° = 1 ma ¥ad 1, 61 ma ¥ad 40, presufime se tedy k 62.




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

Zjevné
(62)20 = 640 =1

takZe 62 ur&ité nebude primitivnim korenem (ve skute¢nosti ma ¥ad

presn& 20),




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni
Zjevné
(62)20 = 640 = 1’

takZe 62 ur&ité nebude primitivnim korenem (ve skute¢nosti ma ¥ad
presn& 20), podobné& naptiklad

(615)8 = (63~5)8 = 63~40 =1.




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

Zjevné
(62)20 = 640 =1

takZe 62 ur&ité nebude primitivnim korenem (ve skute¢nosti ma ¥ad
presn& 20), podobné& naptiklad

(615)8 = (63~5)8 = 63~40 =1.

Mé&lo by byt viceméné jasné, Ze kdykoliv a" bude mit exponent r
soudélny s 40, bude jeho ¥ad mensi nez 40:




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Reseni

|
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Zjevné
(62)20 — 640 =1

takZe 62 ur&ité nebude primitivnim korenem (ve skute¢nosti ma ¥ad
presn& 20), podobné& naptiklad

(615)8 = (63~5)8 = 63~40 =1.

Mé&lo by byt viceméné jasné, Ze kdykoliv a" bude mit exponent r
soudélny s 40, bude Jeho ¥4d mendi neZ 40: bud bude exponent r
délitelny 2 a pak (a")° = 220 =1 nebo bude exponent r
dlitelny 5 a pak (a")8 = a5 = 1.




Urlete vsechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

Naopak a" bude primitivni kofen, pokud (r,40) = 1, demonstrujme
to na r = 3, tedy zkoumejme mocniny &isla a3, které davaji zbytek
1

() =a>*=3a"=1<40|35s<40|s.




Urlete vsechny primitivni kofeny modulo 41.

Regeni

Naopak a" bude primitivni kofen, pokud (r,40) = 1, demonstrujme
to na r = 3, tedy zkoumejme mocniny &isla a3, které davaji zbytek
1

() =a>*=3a"=1<40|35s<40|s.

V posledni ekvivalenci se vyuziva nesoudélnost 40 a 3, pomoci
kongruenci je to ndm dobfe znamé

3s=0=s=0 (mod40).




Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 41.

Kazdopadng vidime, Ze ¥ad a3 je vskutku 40 a jednd se o primitivni

kofen, podobné vSechna &isla a", kde r je nesoudélné s 40; jsou to
tedy pravé:

31, 33, 37, 39’ 311, 313, 317, 319, 321’ 323’ 327’ 329’ 331, 333, 337, 339‘

Samoztejmé vime, Ze jich je
©(40) = (23 -5) = (22 —-22) . (5 — 1) = 16.




Priklad

Spottéte n&jaké jednoduché linearnich kongruence, nap¥.
130x =150 (mod 232).

Regeni

Uvedend kongruence je ekvivalentni soustavé

232x =0 (mod232)
130x = 150 (mod 232)




Priklad

Spottéte n&jaké jednoduché linearnich kongruence, nap¥.
130x =150 (mod 232).

Regeni

Uvedend kongruence je ekvivalentni soustavé

232x =0 (mod232)
130x = 150 (mod 232)

kterou budeme dale upravovat ekvivalentnimi Gpravami —
pFi¢itdnim ndsobku jednoho Fadku k druhému:

— ,102x = 150 = 82 102x = 82

130x = 150 ——L 28x = 68




Spoctéte néjaké jednoduché linearnich kongruence, napt.
130x = 150 (mod 232).

Reseni

12x=82 —— L 18x=-122=110
28x = 68 —t1

28x =68 ————

18x =110 — L 8x=152=—-80

10x = —42 10x=—42 ——1

8x=-80 —* Lox=-232=0
2x = 38 2x = 38




Priklad

Spottéte né&jaké jednoduché lineadrnich kongruence, napt.
130x = 150 (mod 232).

Reseni

Pdvodni rovnice a tedy i plivodni soustava je ekvivalentni soustavé

2x =38 (mod232)
0x =0 (mod232)




Priklad

Spottéte né&jaké jednoduché lineadrnich kongruence, napt.
130x = 150 (mod 232).

Reseni

Pdvodni rovnice a tedy i plivodni soustava je ekvivalentni soustavé

2x =38 (mod232)
0x =0 (mod232)

Druha rovnice je zbyteéna, prvni rovnici lze vydélit koeficientem u
x — celou v&etné modulu!




Priklad

Spottéte né&jaké jednoduché lineadrnich kongruence, napt.
130x = 150 (mod 232).

Reseni

Pdvodni rovnice a tedy i plivodni soustava je ekvivalentni soustavé

2x =38 (mod232)
0x =0 (mod232)

Druha rovnice je zbyteéna, prvni rovnici lze vydélit koeficientem u
x — celou v&etn& modulu! (Ani jedno nemusi byt pravda v p¥ipadg,
kdy plvodni rovnice nema Feseni, viz déle!)




Priklad

Spottéte né&jaké jednoduché lineadrnich kongruence, napt.
130x = 150 (mod 232).

Reseni
Pdvodni rovnice a tedy i plivodni soustava je ekvivalentni soustavé

2x =38 (mod232)
0x =0 (mod232)

Druha rovnice je zbyteéna, prvni rovnici lze vydélit koeficientem u
x — celou v&etn& modulu! (Ani jedno nemusi byt pravda v p¥ipadg,
kdy plvodni rovnice nema ¥eseni, viz déle!) Dostdvame tak
ekvivalentné

x=19 (mod116)




Reseni

P¥ehlednéji Ize psat takto, kde vSechny po sobé jdouci dvojice
rovnic jsou ekvivalentni:

232x =0
130x = 150
102x = 82
28x = 68
18x = 110
10x = —42
8x = —-80

2x =38 (mod232) < x=19 (mod116)
0x=0




Poznamka

Ze je pot¥eba potitat a¥ do konce si demonstrujeme na dvou
jednoduchych p¥ikladech, prvné 4x =1 (mod 10):

10x =0
4x =1
2x =8 (mod10) < x=4 (modb)
O0x=5

Bez posledniho Fadku bychom se mohli mylné domnivat, Ze
x =4 (modb) je felenim.




Poznamka

V jiném pt¥ipadé 4x = 1 (mod 14) dostaneme podobné:

14x =0
4x =1
2x =11 (mod14)
Ox=7

V tomto pripadé dokonce predposledni rovnici vydélit dvéma nelze.




Poznamka

V jiném pt¥ipadé 4x = 1 (mod 14) dostaneme podobné:

14x =0
4x =1
2x =11 (mod14)
Ox=7

V tomto pripadé dokonce predposledni rovnici vydélit dvéma nelze.
Poznamenejme, Ze pokud je posledni rovnost splnéna, Ize
predposledni rovnici vzdy vydélit (to plyne z teorie, nebudeme to
déle rozebirat).




Spottéte n&jaké jednoduché linearnich kongruence, nap¥.
130x = 150 (mod 232).

Regeni

Redenim je tedy jedina zbytkova t¥ida modulo 116, zabyvejme se
jesté kratce poltem FeSeni jakozto zbytkovych tfid modulo 232,
stejné jak je formulovano zadani.




Spottéte n&jaké jednoduché linearnich kongruence, nap¥.
130x = 150 (mod 232).

Regeni

Redenim je tedy jedina zbytkova t¥ida modulo 116, zabyvejme se
jesté kratce poltem FeSeni jakozto zbytkovych tfid modulo 232,
stejné jak je formulovano zadani. Ve zbytkovych tfidiach modulo
232 se zbytkové tfidy modulo 116 vyskytnou kaZzdd dvakrat:

01...115 116117 ... 231=01 ... 11501 ... 115
116 116 116 116

J/

232 232




Spottéte n&jaké jednoduché linearnich kongruence, nap¥.
130x = 150 (mod 232).

Regeni

Redenim je tedy jedina zbytkova t¥ida modulo 116, zabyvejme se
jesté kratce poltem FeSeni jakozto zbytkovych tfid modulo 232,

stejné jak je formulovano zadani. Ve zbytkovych tfidiach modulo
232 se zbytkové tfidy modulo 116 vyskytnou kaZzdd dvakrat:

01...115 116117 ... 231=01 ... 11501 ... 115
116 116 116 116

J/

232 232

Zbytkova tfida 19 (mod 116) tedy odpovidd dvéma zbytkovym
t¥iddm 19 (mod 232) a 19 + 116 (mod 232). To jsou dv& Feeni
ptvodni dlohy.




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci

x=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)

Regeni
Podobné jako na konci posledniho p¥ikladu da 7 (mod 27) jedenact
zbytkovych t¥id modulo [27,11] = 27 - 11 = 297, konkrétn&

7,74+27,74+2.27,...,7+10-27.

Obdobné& zbytkova tfida —3 = 8 (mod 11) da dvacet sedm
zbytkovych t¥id

8,8+ 11,8+2-11,...,84+26-11.




Priklad

Vyf¥este soustavu kongruenci

x=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)

Regeni

Na téchto seznamech je pravé jedno Cislo spole¢né a to je FeSenim
dlohy. Tento postup je v3ak velmi neprakticky (exponencialni
¢asovd sloZitost).




Priklad

Vyf¥este soustavu kongruenci

x=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)

Regeni

Na téchto seznamech je pravé jedno &islo spole¢né a to je feSenim
dlohy. Tento postup je v3ak velmi neprakticky (exponencialni
Casova slozitost). O né&co lepsi je pocitat podobné jako v p¥ipadé
jedné rovnice — prvné prevedeme ob& kongruence na spole¢ny
modul [27,11] =27 - 11 = 297:

1liIx=77 (mod 297)
27x = 81 (mod 297)

a nyni postupnym upravovanim vyresime.




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci

xX=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)
Rezen
27x = 81 (mod 297)
11x =77 (mod 297)
Bx = —235 = 62 (mod 297)
x = —47 = 250 (mod 297)

Nevyhodou je potitani s relativng velkymi &isly (Fadové 297);
vhodnou modifikaci Ize potitat s &isly mendimi (¥adov& 27 a 11)
tim, Ze pravou stranu zapisujeme jako kombinaci 27 a 11:




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci

xX=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)
Regenf
27x = -3.27 (mod 297)
11x = 7-11 (mod 297)
Bx=-3.27—14-11 (mod 297)
X=6-27+35-11=6-27+8-11=250 (mod 297)




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci

xX=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)
Regenf
27x = -3.27 (mod 297)
11x = 7-11 (mod 297)
Bx=-3.27—14-11 (mod 297)
X=6-27+35-11=6-27+8-11 =250 (mod 297)

(protoze je 27 - 11 = 0, Ize koeficienty u 27 redukovat modulo 11,
resp. koeficienty u 11 redukovat modulo 27).




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci
xX=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)
Regeni
27x = —3-27 (mod 297)
11x = 7-11 (mod 297)
5x=-3-27—-14-11 (mod 297)
Xx=6-27+35-11=6-27+8-11 =250 (mod297)
(protoze je 27 - 11 = 0, Ize koeficienty u 27 redukovat modulo 11,
resp. koeficienty u 11 redukovat modulo 27). O n&co pfimo&a¥ejsi a
podobné efektivni je substituéni metoda.




Vyteste soustavu kongruenci

=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)

Reseni

Prvni kongruence x = 7 (mod 27) ma3 YeSeni pravé x = 27t + 7, to
dosadime do druhé kongruence a vyfeSime vzhledem k t:

2t +7=-3 (mod 11)
St=1 (mod 11)
t=9 (mod 11)




Vyreste soustavu kongruenci

=7 (mod 27)
x=-3 (mod 11)

Regen(
Opé&t miZeme psit t = 11s + 9 a toto dosadime do prvniho
vyjadreni:

x=27t+7=27-(11s+9)+ 7 = 297s + 250

To je jiz YeSenim soustavy (v “parametrickém tvaru"), Ize jej
samoziejmé& zp&tné zapsat jako kongruenci x = 250 (mod 297).




P¥iklad
Vyreste soustavu kongruenci

= (mod 10)
x=5 (mod 18)
=—4 (mod 25)

VyFe$ime poslednim zplsobem: z prvni rovnice mame x = 10t + 1,
dosadime do druhé, dostaneme 10t + 1 =5 (mod 18), tj.
10t = 4 (mod 18) a vy¥fesime vzhledem k t:




Ptiklad

Vyfeste soustavu kongruenci
x=1 (mod 10)
x=5 (mod 18)
x=—4 (mod 25)
Regeni
18t =0
10t=4
8t=—4
2t =8 (mod 18) & t=4 (mod9)
0t=0
Tedy t =95s+4 = x=10t+1=10-(9s+4) + 1 = 90s + 41.




Priklad

Vyreste soustavu kongruenci

x=1 (mod 10)
x=5 (mod 18)
x=—4 (mod 25)

Regeni

Redenim soustavy prvnich dvou kongruenci je x = 90s + 41, to
dosadime do t¥eti kongruence: 90s + 41 = —4 (mod 25), tj.
15s =5 (mod 25) a opé&t vyfesime vzhledem k s.

255 =0
15s =5
10s =20
5s = 10 (mod 25) & s=2 (modb)

0s=0



Priklad
Vyf¥este soustavu kongruenci

x=1 (mod 10)
x=5 (mod 18)
=—4 (mod 25)

Mame s = 2 (modb), tj. s = 5r + 2 a dosazenim ziskdme

X = 90s + 41 = 90 - (5r + 2) + 41 = 450r + 221

nebo ekvivalentn& x = 221 (mod 450).




Priklad

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Regeni

Lze ¥esit standardng, ale &isla budou vychdzet velkd. Alternativné
rozlozme 3564 = 4 - 81 - 11 na soudin prvociselnych mocnin a
pocitejme priklad prvné modulo 4, 81, 11 a na zavér dejme
vysledky dohromady pomoci CRT.

x =3 (mod 4) x =3 (mod 4)

46x = 24 (mod 81) <  x= -3 (mod8l)
5x =2 (mod 11) x =7 (mod11)




Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Regeni

Lze ¥esit standardng, ale &isla budou vychdzet velkd. Alternativné
rozlozme 3564 = 4 - 81 - 11 na soudin prvociselnych mocnin a
pocitejme priklad prvné modulo 4, 81, 11 a na zavér dejme
vysledky dohromady pomoci CRT.

x =3 (mod 4) x =3 (mod 4)
46x = 24 (mod 81) <  x= -3 (mod8l)
5x =2 (mod 11) x =7 (mod11)

Zacneme fesit od nejmensiho modulu: x = 4t 4+ 3 dosadime do
posledni kongruence: 4t + 3 = 7 (mod 11), tj. 4t =4 (mod 11)




Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Regeni

Lze ¥esit standardng, ale &isla budou vychdzet velkd. Alternativné
rozlozme 3564 = 4 - 81 - 11 na soudin prvociselnych mocnin a
pocitejme priklad prvné modulo 4, 81, 11 a na zavér dejme
vysledky dohromady pomoci CRT.

x =3 (mod 4) x =3 (mod 4)
46x = 24 (mod 81) <  x= -3 (mod8l)
5x =2 (mod 11) x =7 (mod11)

Zacneme fesit od nejmensiho modulu: x = 4t 4+ 3 dosadime do
posledni kongruence: 4t 4+ 3 = 7 (mod 11), tj. 4t =4 (mod11) ma
zjevné& Yedeni t = 1 (mod 11), takze t = 11s + 1,




Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Regeni

Lze ¥esit standardng, ale &isla budou vychdzet velkd. Alternativné
rozlozme 3564 = 4 - 81 - 11 na soudin prvociselnych mocnin a
pocitejme priklad prvné modulo 4, 81, 11 a na zavér dejme
vysledky dohromady pomoci CRT.

x =3 (mod 4) x =3 (mod 4)
46x = 24 (mod 81) <  x= -3 (mod8l)
5x =2 (mod 11) x =7 (mod11)

Zacneme fesit od nejmensiho modulu: x = 4t 4+ 3 dosadime do
posledni kongruence: 4t + 3 =7 (mod11), tj. 4t =4 (mod 11) ma
zjevn& Yeleni t =1 (mod11), takze t = 11s+ 1, tj. x =44s+7 a
dosadime do druhé kongruence: 44s + 7 = —3 (mod 81), tj.

44s = —10 (mod 81) a vyredime vzhledem k s.




Priklad

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Reseni

8ls=0
44s = —10
37s =10
7s = —20
2s =29
1s =55 (mod81)
0s=0

Dosazenim x = 44s + 7 = 44 - (81r 4+ 55) + 7 = 3564r + 2427, t;.
x = 2427 (mod 3564).




