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(Formální) mocninné °ady

De�nice

Bu¤ dána nekone£ná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Její
vytvo°ující funkcí rozumíme (formální) mocninnou °adu tvaru

∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x + a2x

2 + · · · .
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(Formální) mocninné °ady

V¥ta

Bu¤ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných £ísel. Platí-li pro n¥jaké

R ∈ R, ºe pro v²echna k � 0 je |ak | ≤ Rk , pak °ada

a(x) =
∑
k≥0

akx
k

konverguje pro kaºdé x ∈ (− 1
R ,

1
R ). Sou£et této °ady tedy de�nuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci ozna£ujeme rovn¥º a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okolí 0 je jednozna£n¥ ur£ena

p·vodní posloupnost, nebo´ má a(x) v 0 derivace v²ech °ád· a platí

ak =
a(k)(0)
k!

.
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P°ehled mocninných °ad

1
1− x

=
∑
k≥0

xk ,

ln
1

1− x
=
∑
k≥1

xk

k
,

ex =
∑
k≥0

xk

k!
,

(1+ x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk ,

1
(1− x)n

=
∑
k≥0

(
k + n − 1
n − 1

)
xk .

1
(1− αx)n

=
∑
k≥0

(
k + n − 1
n − 1

)
αk · xk .
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V dal²ím bude výhodné poloºit a−1 = 0, a−2 = 0, atd. (pak
m·ºeme s£ítat p°es v²echna k):∑

akx
k +

∑
bkx

k =
∑

(ak + bk)x
k .

α ·
∑

akx
k =

∑
(αak)x

k .

xn ·
∑

akx
k =

∑
ak−nx

k .

(
∑

akx
k) · (

∑
bkx

k) =
∑

ckx
k , kde

ck =
∑

i+j=k

aibj .

Posloupnost (ck) bývá také nazývána konvolucí posloupností
(ak), (bk).
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Ukaºme si d·leºitý p°íklad vyuºívající konvoluci posloupností:

P°íklad
1

1−x a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).

P°íklad

Zkusme pomocí vytvo°ujících funkcí najít explicitní vzore£ek pro
1+ 2+ · · ·+ 2k . Protoºe je 1

1−2x vytvo°ující funkce posloupnosti
(2k), je vytvo°ující funkcí pro posloupnost (1+ 2+ · · ·+ 2k) funkce

1
1−x ·

1
1−2x = 2 · 1

1−2x −
1

1−x .

Proto je zp¥tn¥ tato posloupnost rovna (2 · 2k − 1).

Rozklad na parciální zlomky!
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Rozklad na parciální zlomky � p°ipomenutí

Rozklad na parciální zlomky jsme jiº vid¥li d°íve p°i integraci
racionálních lomených funkcí, p°esto p°ipomeneme:

P°edpokládáme, ºe P(x)/Q(x) je podíl polynom·, kde
degP < degQ (jinak vyd¥líme se zbytkem) a P(x),Q(x)
nemají spole£né ko°eny.

Polynom Q(x) rozloºíme na ko°enové £initele.

Jsou-li v²echny ko°eny α1, . . . , α` jednoduché, pak

P(x)

Q(X )
=

A1

x − α1
+ · · ·+ A`

x − α`
.

Má-li ko°en α násobnost k , pak jsou p°íslu²né parciální zlomky
tvaru

A1

(x − α)
+

A2

(x − α)2
+ · · ·+ Ak

(x − α)k
.
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Rozklad na parciální zlomky � pokra£ování

V p°ípad¥ dvojice komplexn¥ sdruºených ko°en· nahrazujeme
s£itanec A/(x − α) s£ítancem (Ax + B)/(x2 + px + q) v£etn¥
p°íslu²ných mocnin jmenovatele.

Neznámé dopo£ítáme roznásobením a bu¤ porovnáním
koe�cient· u jednotlivých mocnin x nebo dosazením
jednotlivých ko°en·.

Výrazy A/(x − α)k p°evedeme na výrazy tvaru B/(1− βx)k
vyd¥lením £itatele i jmenovatele výrazem (−α)k . Tento výraz
jiº umíme rozvinout do mocninné °ady.
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Rozklad na parciální zlomky � vychytávka

Protoºe preferujeme 1− βx , bude lep²í jmenovatel rozloºit rovnou
na sou£in takovýchto £initel·, nap°.

1− 5x + 6x2 = (1− 2x)(1− 3x),

který obecn¥ získáme �oto£ením� polynomu � provedeme substituci
x = 1

t a vynásobme t2:

1− 51
t + 6 1

t2
= (1− 21

t )(1− 31
t )

t2 − 5t + 6 = (t − 2)(t − 3)

P°itom poslední tvar je jiº klasický rozklad na ko°enové £initele, ve
kterém m·ºeme pouºít nap°. známé vzore£ky pro ko°eny
kvadratického polynomu.
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Fibonacciho £ísla a zlatý °ez

P°ipome¬me, ºe Fibonacciho £ísla jsou dána rekurentním p°edpisem

F0 = 0,F1 = 1,Fk = Fk−1 + Fk−2 pro k ≥ 2.

Jiº d°íve jste si uvád¥li v²emoºné výskyty této posloupnosti
v p°írod¥, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn¥
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Na²im cílem bude (op¥t) najít formuli pro výpo£et n-tého £lenu
posloupnosti.

Poznámka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouºívají auto°i Concrete
mathematics velmi vhodné ozna£ení [logický predikát ] � výraz
je roven 1 v p°ípad¥ spln¥ní predikátu, jinak 0.
Nap°. [k = 1], [2|k] apod.
Pro vyjád°ení koe�cientu u xk ve vytvo°ující funkci F (x) se pak
£asto pouºívá zápis [xk ]F (x).

http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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P°íklad � pokr.

Uvaºme vytvo°ující funkci F (x) Fibonacciho posloupnosti. P°i
podmínkách F0 = 0, F1 = 1 je to F (x)− xF (x)− x2F (x) = x , a
tedy

F (x) =
x

1− x − x2
.

Na²im cílem je tedy odvodit vztah pro k-tý £len posloupnosti.
Vyuºijeme k tomu rozklad na parciální zlomky a dostaneme

x

1− x − x2
=

A

1− λx
+

B

1− µx
,

kde λ, µ jsou ko°eny t2 − t − 1 a A, B vhodné konstanty odvozené
z po£áte£ních podmínek. Odtud uº vcelku snadno vyjde
Fk = A · λk + B · µk , jak to známe z d°ív¥j²ka.
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P°íklad � záv¥r

S vyuºitím po£áte£ních podmínek dostáváme

Fk =
1√
5

(1+
√
5

2

)k

−

(
1−
√
5

2

)k
 .

Jist¥ je zajímavé, ºe tento výraz plný iracionálních £ísel je vºdy
celo£íselný.
Uváºíme-li navíc, ºe (1−

√
5)/2 ≈ −0.618, vidíme, ºe pro v²echna

p°irozená £ísla lze Fk snadno spo£ítat zaokrouhlením £ísla
1√
5
(1+
√
5

2
)k . Navíc je vid¥t, ºe limk→∞ Fk+1/Fk = λ ≈ 1.618, coº

je pom¥r známý jako zlatý °ez � objevuje se jiº od antiky
v architektu°e, výtvarném um¥ní i hudb¥.
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�e²ení rekurencí

Mocninné °ady jsou velmi silným nástrojem pro °e²ení rekurencí (a
to nejen lineárních!). Tím je mín¥no vyjád°ení £lenu ak jako funkci
k . �asto se s pomocí °ad poda°í vy°e²it na první pohled velmi
sloºité rekurence.
Obvyklý (tak°ka mechanický) postup pro °e²ení rekurencí se skládá
ze 4 krok·:

1 Zapí²eme jedinou rovnicí závislost ak na ostatních £lenech
posloupnosti. Tento vztah musí platit pro v²echna k ∈ N0

(p°edpokládajíce a−1 = a−2 = · · · = 0).
2 Ob¥ strany rovnice vynásobíme xk a se£teme p°es v²echna

k ∈ N0. Na jedné stran¥ tak dostaneme
∑

k≥0 akx
k , coº je

vytvo°ující funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t°eba
upravit na výraz rovn¥º obsahující A(x).

3 Zji²t¥ná rovnice se vy°e²í vzhledem k A(x).
4 Výsledné A(x) se rozvine do mocninné °ady, p°i£emº koe�cient

u xk udává ak , tj. ak = [xk ]A(x) .
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P°íklad

�e²te rekurenci

a0 = 0, a1 = 1

ak = 5ak−1 − 6ak−2

�e²ení

Krok 1: ak = 5ak−1 − 6ak−2 + [k = 1].

Krok 2: A(x) = 5xA(x)− 6x2A(x) + x .

Krok 3:

A(x) =
x

1− 5x + 6x2
=

1
1− 3x

− 1
1− 2x

.

Krok 4: ak = 3k − 2k .
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Quicksort � analýza pr·m¥rného p°ípadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro£ není
optimální):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Po£et porovnání p°i rozd¥lení (divide): k − 1.
2 (P°edpoklad náhodnosti): Pravd¥podobnost toho, ºe prvek

L[0] je i-tý nejv¥t²í, je 1
k .

3 Velikost t°íd¥ných polí ve fázi conquer : i − 1 a k − i .

Pro st°ední hodnotu po£tu porovnání tak dostáváme rekurentní
vztah:

Ck = k − 1+
k∑

i=1

1
k
(Ci−1 + Ck−i ) .
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Analýza Quicksortu pomocí vytvo°ujících funkcí

Vy°e²me nyní rekurenci

kCk = k(k − 1) + 2
k∑

i=1

Ci−1,C0 = C1 = 0

pomocí uvedeného postupu.∑
k≥0 kCkx

k =
∑

k≥0 k(k − 1)xk + 2
∑

k≥0
∑k

i=1 Ci−1x
k

xC ′(x) = 2x2

(1−x)3 + 2 xC(x)
1−x

Vy°e²íme tuto lineární diferenciální rovnici prvního °ádu(
(1− x)2C (x)

)′
= 2x

1−x , a tedy

C (x) =
2

(1− x)2

(
ln

1
1− x

− x

)
,

odkud kone£n¥ Ck = 2(k + 1)(Hk+1 − 1)− 2k .
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