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(Formalni) mocninné fady

Bud dana nekonecna posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

oo
Zakxk:ao+alx+agx2+--- .
k=0
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(Formalni) mocninné fady

Bud' (ag, a1, az, . .. ) posloupnost redlnych cisel. Plati-li pro néjaké
R € R, Ze pro viechna k > 0 je |ax| < R¥, pak rada

a(x) = Z apxk

k>0

konverguje pro kazdé x € (—%, %) Soucet této rady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednoznacné urcena
ptivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vsech radi a plati

a(k)(O)
k!

di =
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Prehled mocninnych rad

1
= X
1—x ’
k>0
| 1 xk
n = -
1—x k'’
k>1
k
X
=) 7
k>0
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V dalsim bude vyhodné polozit a_1 =0, a_, = 0, atd. (pak
miizeme sCitat pfes vSechna k):

° Z aka + Z kak = Z(ak + bk)Xk.
o a- > axk =Y (aak)xk.
o X" apxk =3 ap_xk.

o (3 akxk) - (3 brxk) = 37 ciexk, kde
Ck = Z a,-bj.

i+j=k

Posloupnost (cx) byva také nazyvana konvoluci posloupnosti

(ak), (bx)
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Ukazme si dilezity priklad vyuzivajici konvoluci posloupnosti:

=a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + az,...).

Priklad

Zkusme pomoci vytvorujicich funkci najit explicitni vzorecek pro
1+2+---+ 2k Protoze je ﬁ vytvorujici funkce posloupnosti
(2X), je vytvotujici funkci pro posloupnost (1 +2 + - - - 4 2K) funkce

. _ 1
1-2x 1—x"

Proto je zpétné tato posloupnost rovna (2 -2k — 1).

Rozklad na parcialni zlomky!
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Rozklad na parciélni zlomky jsme jiz vidéli dfive pfi integraci
racionalnich lomenych funkci, presto pfipomeneme:
o Predpokladame, ze P(x)/Q(x) je podil polynomii, kde
deg P < deg Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x)
nemaji spoleCné kofeny.

@ Polynom Q(x) rozloZzime na kofenové Cinitele.

@ Jsou-li viechny kofeny oy, ..., ap jednoduché, pak
P(x A A
) _ A A
Q(X) X — 07 X — Qy
@ Ma-li kofen « nasobnost k, pak jsou prislusné parcialni zlomky
tvaru
A A Ay
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Rozklad na parcialni zlomky — pokracovani

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenti nahrazujeme
scitanec A/(x — a) séitancem (Ax + B)/(x? 4+ px + q) véetné
prislusnych mocnin jmenovatele.

@ Neznamé dopocitame roznasobenim a bud porovnanim
koeficientd u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofent.

o Vyrazy A/(x — a) prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — fBx)k
vydélenim Eitatele i jmenovatele vyrazem (—a)k. Tento vyraz
jiz umime rozvinout do mocninné Fady.
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Rozklad na parcialni zlomky — vychytavka

Protoze preferujeme 1 — f3x, bude lepsi jmenovatel rozlozit rovnou
na soucin takovychto Ciniteldi, napf.

1 —5x 4 6x% = (1 —2x)(1 — 3x),

ktery obecné ziskame “otocenim” polynomu — provedeme substituci

X = % a vynasobme t2:

1-51+6%=(1-2L)(1-31)
t2—5t+6 = (t—2)(t—3)
Pritom posledni tvar je jiz klasicky rozklad na kofenové Cinitele, ve

kterém muazeme pouzit napf. znamé vzorecky pro kofeny
kvadratického polynomu.
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Fibonacciho ¢isla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho &isla jsou dana rekurentnim predpisem
Fo=0,F=1Fc=F_1+ Fr_opro k>2.

Jiz dfive jste si uvadéli véemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého €lenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz
je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, jinak 0.

Napr. [k = 1],[2|k] apod.

Pro vyjadreni koeficientu u x¥ ve vytvotujici funkci F(x) se pak
gasto pouziva zapis [x¥]F(x).



http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. PFi
podminkach Fo =0, F; =1 je to F(x) — xF(x) — x>F(x) = x, a
tedy
X

Flx)= ——
(x) 1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro k-ty ¢len posloupnosti.
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme

X A B

1—X—X2_1—)\X+1—Mx7

kde \, u jsou kofeny t> —t — 1 a A, B vhodné konstanty odvozené
z pocatecnich podminek. Odtud uz vcelku snadno vyjde
Fi=A- X<+ B- ik, jak to zname z dfivéjska.
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocate€nich podminek dostavame

1 (1+ﬁ)k (1—ﬁ)k
Fr=— —

V5 2 2
Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich Eisel je vzdy
celoCiselny.
Uvazime-li navic, ze (1 — \/g)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
pfirozena Cisla lze Fj snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
%(#)k Navic je vidét, ze limg o0 Fxy1/Fx = A = 1.618, coz
je pomér znamy jako zlaty Fez — objevuje se jiz od antiky
v architekture, vytvarném uméni i hudbé.
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Reseni rekurenci

Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feseni rekurenci (a
to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjadreni Elenu ax jako funkci
k. Casto se s pomoci fad podafi vyFesit na prvni pohled velmi
slozité rekurence.

Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feSeni rekurenci se sklada
ze 4 krokii:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich Elenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna k € Ny
(predpokladajice a_1 = a_p=---=0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x¥ a secteme pres viechna
k € No. Na jedné strané tak dostaneme >, -, akx¥, coz je
vytvofujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak tfeba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

© Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).

Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné fady, pricemz koeficient
u x¥ udava ag, tj. ax = [x¥]A(x) .
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Reste rekurenci

30:0,81:1

ax = bak_1 — bax_2

o Krok 1: ay =5ak_1 — 6ax_o + [k = 1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x2A(x) + x.
o Krok 3:
X 1 1

A(x) = - _ .
()= T o6 ~1-3x  1_2x

o Krok 4: a, = 3k — 2k,
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return gsort ([x for x in L[1:] if x<L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Pocet porovnani pfi rozdéleni (divide): k — 1.
@ (Predpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek
L[0] je i-ty nejvétsi, je +.
© Velikost tridénych poli ve fazi conquer: i —1 a k —i.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostdvame rekurentni
vztah:

K
1
Ck:k—l‘l'Z;(Ciflﬂ‘Ck—i)-
i—1
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kCo=k(k—1)+2> Ci1,C=C =0
i=1

pomoci uvedeného postupu.
® > k>0 kCixk = > ko k(k — 1)xk + 2> k>0 S Gioaxk
° XC,( ) (1 X)3 + 2xC(X)

@ Vyresime tuto ||nearn| diferencialni rovnici prvniho Fadu

((1—x)? C(X)) = , a tedy

)= _2X)2 <|n 1ix —x> ,

odkud konecng Cy = 2(k + 1)(Hgq1 — 1) — 2k.
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