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S vyuzitim standardnich vytvorujicich funkci uréime formuli pro
pocet b, tzv. péstovanych binarnich stromi na n vrcholech, které je
pro nade UCely mozné definovat jako kofen s uspofadanou dvojici
[levy binarni podstrom, pravy binarni podstrom]. Prozkoumanim
pfipadt pro mala n vidime, ze

bp=1,by =1,bp =2,b3 =5.
Délenim problému na levy a pravy strom dostaneme pro n > 1
bn = bgbp—1 + bibp_> + - - - + by_1by.

Vidime, Ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro viechna n € Np:

b, = Z bibp_k_1 + [n = O]

0<k<n

Tim mame hotov krok 1 (obecného postupu z minula).



Binarni stromy a Catalanova disla

0e000

V kroku 2 vynasobime obé strany x” a seteme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvorujici funkce, pak:

B(x) =) bpx" = zk: bibp—k—1x" + zk:[n = 0]x" =
n n, n,

=" byxk <Z b,,_k_lx"k> +1=
k n

=Y b (xB(x)) + 1 = B(x) - xB(x) + 1.
k

Prava strana rekurence na prvnim radku je koeficientem u x"!

v soucinu B(x) - B(x), tj. €lenem u x" v xB(x)?.
Je tedy xB(x)? vytvorujici po tutéz posloupnost jako B(x)

s vyjimkou prvniho Elenu u xP.
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V kroku 3 fesime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

1++v1—4x
2x '
Znaménko + ale nepfichazi v Gvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvorujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1. Naopak pro znaménko
— to tak dostaneme.
Pro vytvofujici funkci B(x) tedy plati

1—-+v1—4x

B(x) = o

Zbyva uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné fady.
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Rozvoj ziskdime pomoci zobecnéné binomické véty
1/2 1/2
12 k
(1 —4x) _Z<k) —4x) —1+22k( ) —4x)
k>0 k>1

a po vydéleni 1 — /1 — 4x vyrazem 2x dostaneme

B(x)=Y 7 p <k 1/i>( 4x)k—1 =

k>1

Z>:< 1/2> n+i":Z<2nn>n>:L"1.

n>0
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n

. 1 (2n
vrcholech je roven b, = 17 (n)
Tato vyznamna posloupnost se nazyva posloupnost Catalanovych
Cisel.

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binérnich
péstovanych stromi, vystupuji rovnéz jako:
e pocet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctverct, které neprekro€i diagonalu
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakid X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné takové fronty u pokladny (n lidi ma Skorunu a m
10korunu, listek stoji 5 K&.), Ze nezasobena pokladna miize
vzdy vratit
@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazi slozenych z levych a
pravych zavorek
@ pocet rznych triangulaci konvexniho (n + 2)-ahelniku.
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Exponenciélni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz Casto
objevuji jejich tzv. exponencialni varianty!.

gx) = Zgn%:-

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, ze exponencialni funkce e* je (exponencialni)
vytvorujici funkei pro zakladni posloupnost (1,1,1,1,...).

V zapéti v dikazu Cayleyho véty uvidime, ze je pouziti
exponencialnich vytvorujicich funkci vyhodné.

YPouzivaji se i dalsi typy vytvorujicich funkei (napf. v teorii cisel se pouzivaji
Dirichletovy vytvorujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™>), ale témi se zde
zabyvat nebudeme.
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Opét standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji jednoduché
operace nad mocninnymi fadami (coby exponencialnimi
vytvorujicimi funkcemi):
e Scitani (a;j + b;) posloupnosti &len po Elenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvofujicich funkci.
@ Vynasobeni (« - a;) vsech €lent posloupnosti stejnym skalarem
« odpovida vynasobeni « - a(x) pfisludné vytvorujici funkce.
@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvoruje posloupnost
(a1, a2, as3,...), tj. derivovani odpovida posuvu doleva o jedno
misto .
o Integrovani [ a(t)dt vytvofuje posloupnost
(0, a0, a1, az, as, ... ), tj. odpovida posuvu doprava o jedno
misto.
@ Soucin vytvorujicich funkci vytvofuje posloupnost se ¢leny
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafi, ktery
udava, ze poclet stromi (tj. graffi, v nichz jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#x(K,) = n"~2. Dokazeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvorujicich funkei.

Ozna¢me pro jednoduchost t, = k(Kp,). Lze snadno spoditat, ze

t1 =tp =1,t3 = 3, ts = 16. (Napf. vime, ze v pfipadé strom@ na 4
vrcholech musime z (g) = 20 potencialnich grafti s pravé 3 hranami
odebrat ty moznosti, kde tyto hrany tvofi trojahelnik. Téch je ale

pravé (3) = 4).
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Rekurentni vztah ziskame tak, ze zafixujeme jeden vrchol v a mozné
pfipady rozdélime podle poctu komponent v grafu, ktery dostaneme
z koster K, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim incidentni.
Pak pro n > 1

1 (n—1)!

m>0 " ky4-+km=n—1

Napf. pro n =4 mame t4 = 3t3 + 6t1tr + tf.
Osklivé vypadajici rekurenci zjednodusime substituci u, = nt,
(uvédomte si pfitom, Ze u, udava pocet tzv. kofenovych stromi).
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Dostavame pro n > 1
Un _ }: 1 2 : Uks . Yk
nl m! k1! Km!
m>0 kit thm=n—1 "1 m

1 2

a je vidét, ze vnitfni sumu dostaneme jako koeficient u x"~* v m-té

mocniné fady U(X) =), u,,f,—';. Proto je

a tedy
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Pro dokonceni vypoctu budeme potrebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou &¢(x) nazyvame fadu

Er(x) = (tk+ 1)k*1ik.

k!
k>0

Snadno je vidét, ze & = €, déle oznacujeme £(x) = &1(x).
Fakt: In £,(x) = x - £(x), tj. spec. £(x) = &€ ~
Srovnanim tohoto vztahu s vySe uvedenym U(x) = x eV vidime,
ze U(x) = x&(x).

Proto

ty = “7 = %![x"] O(x) = (n— D)I[x""YE(x) = n"2.
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Alternativni zavér vypoctu

Pokud vam prisel zavér vypoctu pfilis umély, zkusme to jesté
jednou, s vyuzitim tzv. Lagrangeovy inverzni formule:

Pokud vytvorujici funkce g(x) = 3,1 X" spliiuje vztah

x = f(g(x)),

kde f(0) = 0,f'(0) # 0, pak
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Alternativni zavér vypoctu

Resime U(X) = er(X), tj. U(X) spliuje vztah x = f(U(X)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

[xn]U(x):,l?[unl]< u )

ujev

1 nn—l nn—l

_1 n—17 .un _ _
_n[u Je “n(n—=1!  nl

Protoze & = [x"] U(x), dostavame odtud



Rekurzivné propojené posloupnosti
®000

Nékdy dokazeme snadno vyjadfit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.
Priklad

Kolika zptsoby mtizeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Reseni

Snadno zjistime, ze ¢ = 0, ¢ = 3, ¢c3 = 0, dale klademe ¢ =1
(nejde jen o konvenci, ma to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji“ zjistime, ze
Ch=2r_1+¢Ch2, rh=Cph1+r—2 rn=0,n =1, kde r, je pocet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.
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Reseni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
cp|1 0 3 0 11 0 41 O
m{0 1 0 4 0 15 0 56
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Reseni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2r,_1+ch2+[n=0], rm=cp1+ rn2.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x>C(x) +1, R(x) = xC(x) + x>R(x).
o Krok 3:
1—x2 X
CxX)= —— R(x) = ——.
(x) 1 — 4x2 4+ x*’ (x) 1—4x2 4+ x4
o Krok 4: Vidime, Ze obé funkce jsou funkcemi x?, usetfime si

praci tim, ze uvazime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), tj.

b7 C(x) = 7)1 — x2)D(x2) = [x"](1 — x)D(x), a tedy
Cn = dn - dn—l-
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Reseni (zavér)

Kofeny 1 — 4x + x2 jsou 2 + /3 a 2 — v/3 a jiz standardnim
zptisobem obdrzime

(2+\/§)”+(2—ﬁ)”
3-3 3+V3

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy séitanec pro
velkd n zanedbatelny a pro vSechna n lezi mezi 0 a 1, proto

= |2E2L ).

Qn =

3-v3

Napf. cpp = 413403.
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