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Problémy teorie &isel
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P¥irozena a cela ¢isla jsou nejjednodussi matematickou strukturou,
zkoumani jejich vlastnosti v8ak postavilo pred generace
matematik( celou ¥adu velice obtiznych problémi.

Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, p¥esto
v8ak dodnes nezndme jejich FeSeni.

V nékolika prednagkich se ted budeme zabyvat tlohami o celych

Cislech. Pfevazné v nich plijde o délitelnost celych ¢&isel, popfipadé
o FeSeni rovnic v oboru celych nebo pFirozenych &isel.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)
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Ptiklady problémd teorie &isel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekonené mnoho prvolisel p takovych, Ze i p+ 2 je prvocislo,

35 507 M 1% 1%, 14
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Ptiklady problémd teorie &isel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekonené mnoho prvolisel p takovych, Ze i p+ 2 je prvocislo,

@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoz
soulet délitel je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

[ = q424>  1b=4+2+9t3H 1y
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Ptiklady problémd teorie &isel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekonené mnoho prvolisel p takovych, Ze i p+ 2 je prvocislo,

@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoz
soulet délitel je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo v&tsi
neZ 2 je mozno psét jako soulet dvou prvotisel),
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Ptiklady problémd teorie &isel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekonené mnoho prvolisel p takovych, Ze i p+ 2 je prvocislo,

@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoz
soulet délitel je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo v&tsi
neZ 2 je mozno psét jako soulet dvou prvotisel),

e velkd Fermatova véta (Fermat's Last Theorem) — rozhodnout,
zda existuji pfirozena &isla n, x, y, z tak, ze n > 2 a plati
x" 4 y™ = z"; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vyresil Andrew Wiles v roce 1995.

W=l Ty =T
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké &astky milzeme zaplatit tak, aby nebylo potfeba
vracet?
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
petikorun. Jaké Castky miZeme zaplatit tak, aby nebylo potfeba

vracet? PYSIRS 2 povne
Ptame se tedy, pro ktera m isla n existuji p¥irozend k, £
tak, aby

2k +50 = n.

Asi se da vcelku snadno uvéfit, Ze libovolnou vyssi ¢astku takto
zaplatime, po pravdé jakoukoliv €astku s vyjimkou 1 K& a 3 K&.
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké &astky milzeme zaplatit tak, aby nebylo potfeba
vracet?

Ptdme se tedy, pro kterd pf¥irozena Cisla n existuji p¥irozena k, ¢

tak, ab T
’ 2k + 50 = n. nz (-1 (=)
L %2
Asi se da vcelku snadno uvéfit, Ze libovolnou vyssi ¢astku takto
zaplatime, po pravdé jakoukoliv €astku s vyjimkou 1 K& a 3 K&.
S vracenim pak zvlddneme zaplatit libovolnou &astku, tj. kazdé n

Ize vyjad¥it jako Z (_Z) 451 = 1
2k+50=n 277

pro n&jaka celd k, /. 2 (-qu_r S =n

Umime to pro jakékoliv hodnoty minci? Jak by to dopadlo t¥eba vJLﬂ:

pro 7Tk + 11¢ = n? A jak pro 2k +4¢ = n? vos W fownr I

Gro¥D
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Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b (neboli &islo b je délitelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,

Ze plati a- ¢ = b. PiSeme pak a ]bb./ g
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7 ¥/

Rekneme, Ze celé &islo a dé&li celé &islo b (neboli &islo b je d&litelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,
Ze plati a- ¢ = b. Piseme pak a | b.

=0 E—p— O =
P¥imo z definice plyne né&kolik jednoduchych tvrzeni : Cislo nula je
délitelné kazdym celym &islem; jediné celé &islo, které je délitelné
nulou, je nula; pro libovolné &islo a plati a | a;

/1 /2
="
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Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b (neboli &islo b je délitelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,
Ze plati a- ¢ = b. Piseme pak a | b.

P¥imo z definice plyne n&kolik jednoduchych tvrzeni : Cislo nula je__2 )
délitelné kazdym celym &islem; jediné celé &islo, které je délitelné
nulou, je nula; pro libovolné &islo a plati a | a; pro libovolna &isla

a, b, c plati tyto &ty¥i implikace: ? 2 vl Bp“
/"\-Q ]

N X ot
>0 alb A blc = alc U\S?m 17
/ID//L, A albAalc = alb+cAalb-c / \L/

/

c#0 = (a| b<= ac| bc) N

— a<b 3 2

5
1N/ 9 alb A b>0
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Zjistéte, pro ktera p¥irozena &isla n je &islo n? + 1 délitelné &islem 3.
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Sl w1 2 Y 5

2ot R

m%&?ﬂm ?0&99\ 2o, N po 0{.2%\'\(_3
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5 Wtq = Qﬁk)1+4 —ol+ 1= 5. (34%) 41
h=23kr1 2b. 7/3

9 WA = (3L s A bl 42 <3035 2) 12
n =34+l 5. ’L/
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Zjistéte, pro ktera p¥irozena &isla n je &islo n? + 1 délitelné &islem 3.

Uvidi se, Ze zdlezi pouze na zbytku n po déleni tfemi.
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Zjistéte, pro ktera p¥irozena &isla n je &islo n? + 1 délitelné &islem 3.

Uvidi se, Ze zdlezi pouze na zbytku n po déleni tfemi.

Zjistéte, pro ktera p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 dé&litelné &islem
n+ 1.

V23 el n= pele WEoae k) TRET)
WA g w1 € 120172
= N\ \(V‘i“o{\'\iﬂ\):‘z h & Z";)’ZIO;43
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolend &isla a € 7, m € N existuji’ jednoznacné

7

urlend &isla g € Z, r € {0,1,...,m— 1} tak, Zea=qgm+r.




Délitelnost
coeo

Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolend &isla a € 7, m € N existuji’ jednoznacné
urlend &isla g € Z, r € {0,1,...,m— 1} tak, Zea=qgm+r.
o Lo

Indukci: pro a < m zfejmé, pro a > m pak rekurzivné s vyuZitim
vysledku pro a — m (podil je pot¥eba zv&tsit o 1, zbytek zlstane

stejny). O]
b Y€ 1‘ %‘VX///\(_&”I'
e >
Vro GO ?0 ’ {1 Lo\/'&uﬂp

(At van~
(ZZ> wﬁsg V—Z:E’\)g*ﬂ%
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Cislo g, resp. r z véty se nazyva (nedplny) podil, resp. zbytek p¥i
déleni &isla a &islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je
zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

<

a r . r
— =g+ —, pfitom 0<— <1
m m m



— e L ' .
"—‘b O &\g\ V@& 3&2&)—7 QJQ") \’,
Cislo g, resp. r z véty se nazyva (nedplny) podil, resp. zbytek p¥i
déleni &isla a &islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi Je

zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r Jdo tvaru tuln Y
T ) | /\l - w~ - l _/3

a r . r
— =g+ —, pfitom 0<— <1
m m m

Dokazte, Ze jsou-li zbytky po délenf &isel a, b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po dé&leni ¢isla ab Cislem m.

o=l l/v\\-r\:y{s 01 M—O‘L) (/Q W\*)}‘)‘r
Lvn x X klv\,\—tlﬂ”‘aﬂw«_&q\
S L) i+ ir.s

A
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Nejvétsi spoledny délitel (ged)

Jednim z nejdilezitéjsich nastroji vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdzeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.
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Nejvétsi spoledny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jsich ndstroji vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdzeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

M&jme celd &isla a1, a2. Libovolné celé &islo m takové, Ze m | ay,
m | ap se nazyvd spole¢ny délitel &isel ai, ap. Spole¢ny délitel

m > 0 &isel ap, ap, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
délitelem Cisel a1, ap, se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel a1, a»
a znati se (a1, a2).

\

o ualo RIS et
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Nejvétsi spoledny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jsich ndstroji vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdzeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

M&jme celd &isla a1, a2. Libovolné celé &islo m takové, Ze m | ay,
m | ap se nazyvd spole¢ny délitel &isel ai, ap. Spole¢ny délitel
m > 0 &isel ap, ap, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
délitelem (V:%&, ap, se nazyva nejvétsi spolecny délitel &isel ay, a»
'
a znadf se (a1, ap). '
va))  jina'  wspD(a,0,)

Naptiklad (12,64) = 4. &CD (0\,Il Ay



(12,64) =7
2=
12 - YG&VE\J&«* N &
N T
I

B
1/ |
~0/ %
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M&jme celd &isla a1, ap. Libovolné celé &islo m takové, Ze a1 | m,
ay | m se nazyva spole¢ny ndsobek &isel a1, ay. Spoletny nasobek
m > 0 &isel ay, ap, ktery déli libovolny spole¢ny nasobek &isel aj, ap,
se nazyva nejmensi spole¢ny ndsobek &isel a1, ap a znali se [a1, a2).
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M&jme celd &isla a1, ap. Libovolné celé &islo m takové, Ze a1 | m,
ay | m se nazyva spole¢ny ndsobek &isel a1, ay. Spoletny nasobek
m > 0 &isel ay, ap, ktery déli libovolny spole¢ny nasobek &isel aj, ap,
se nazyva nejmensi spole¢ny ndsobek &isel a1, ap a znali se [a1, a2).

Poznamka

< |
N

N
<
N
N

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati

(a,b) = (b, 2), [3,b] = [b, ], (a,1) =1, [3,1] = 4], (2,0) = la].
[a,0] = 0. "T B & MLCLR vsil b

1 e AJAJr@@\L pote
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M&jme celd &isla a1, ap. Libovolné celé &islo m takové, Ze a1 | m,
ay | m se nazyva spole¢ny ndsobek &isel a1, ay. Spoletny nasobek
m > 0 &isel ay, ap, ktery déli libovolny spole¢ny nasobek &isel aj, ap,
se nazyva nejmensi spole¢ny ndsobek &isel a1, ap a znali se [a1, a2).

Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati

(a,0) = (b, a), [a,b] = [b, 4], (a,1) =1, [a,1] = |a], (3,0) = |2],
[a,0] = 0.

Analogicky se definuje i nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek vice nez dvou celych &isel a snadno se ndsledné
dokaze, Ze plati

(a1,---,an) = ((a1,-..,an-1), an)

[a1,...,an] = [[a1,- -, an—1], an]
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezdiivodnili, zda pro kaZdou dvojici a, b € Z
gisla (a, b) a [a, b] vilbec existuji. To si Ize hezky predstavit pres
roklad na prvodinitele, ale ten je vypoletn& velmi ndro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezdiivodnili, zda pro kaZdou dvojici a, b € Z
gisla (a, b) a [a, b] vilbec existuji. To si Ize hezky predstavit pres
roklad na prvodinitele, ale ten je vypoletn& velmi ndro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.

Pokud v8ak existuji, jsou urfena jednoznatné: Pro kazdd dvé &isla
my, my € | Np totiz podle definice plati, Ze pokud mq Thrrﬁg a zaroven

mo f\ml Je nutn& m; = my. Dilkaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmentjeho nalezeni) v nasledujici véts.

4
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezdiivodnili, zda pro kaZdou dvojici a, b € Z
gisla (a, b) a [a, b] vilbec existuji. To si Ize hezky predstavit pres
roklad na prvodinitele, ale ten je vypoletn& velmi ndro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.

Pokud v8ak existuji, jsou uréena jednozna&né: Pro kazda dvé &isla
m1, my € Ny totiz podle definice plati, Ze pokud my | my a zérovefi
my | my, je nutn& my = my. Dikaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmem jeho nalezeni) v ndsledujici v&té.

Véta (Euklidiv algoritmus)

Necht a1, a» jsou pFirozend &isla. Pro kaZdé n > 3, pro které

an—1 # 0, oznalme a,, zbytek po déleni &isla ap,_» &islem a,_1. Pak
po konecném poctu krokii dostaneme ay = 0 a plati

dg_—1 = (31, 32).
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Eukliddv algoritmus

Algoritmus a ditkaz jeho korektnosti demonstrujeme na pfikladu:

Urcete nejvétsiho spole¢ného délitele &isel 10175 a 2277.




(Mo xS 2 T) =7 (a,5) = (a-b o)

10135 = 4- 223+t + 4067

e '
PES 6:/440& + 44> =413 ) (06 Fm3
06T 3443+ 6h [/ =2 1063 295913
MY EE 0 Lhe @ =0 4063445 (2073 -2 106)
= A5 13 =32 10067
€= 6 11%% 0

A5 233 - 2 0S4
=(EBL A0S 143215
(10475 [224%) = (1067 2273) %,’Wﬁ?

174

4-229% +106F = (106 4h3) = (14D, 64)
= (6by11) = (11,0) = 41
e

M3 3-244
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolna a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolna a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

\

Véta (Bezoutova)

2215
Pro libovolna cela &isla a1, a» existuje jejich nejvétsi spolecn

délitel (a1, a2), pFitom existuji celd &isla kq, ko tak, Ze /

(al,az)Zﬁ'al—l—éaz. 7 (2, ) — L4-2—+ l‘z'S,
wipom S A= () 2l Pt by
b 2=(24) =k 24k, Y

+1.7
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolna a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela ¢&isla a1, ax existuje jejich nejvétsi spole¢ny
délitel (a1, a2), pFitom existuji celd &isla kq, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.

Dusledek

Pro libovolna cela &isla a1, ap Ize jako celoc¢iselné kombinace
n = kya; + koap vyjadrit pravé nasobky nejvétsiho spole¢ného
délitele (a1, az).
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Vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele pomoci Euklidova algoritmu
je s vyuZitim vypocetni techniky i pro relativné velka &isla pomérné
rychly. V nasem ptikladu to vyzkousime na 2 &islech A,B, z nichZ
kaZdé je sou¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. VS§imnéme si, Ze
vypocet nejvétsiho spolec 2ho delltele i takto velkﬁQC|sel trv(gl

zarjedbatelny <I:as. 5 %1« . Lvadvalk: OL\Q
P¥iklad v systému SAGE Ize 'vyzkouSet ‘na httpsT/7/cocalc. com/.

Poznamka

|

Euklidiv algoritmus a Bezoutova véta jsou zdkladnimi vysledky
elementarni teorie &isel a tvofi jeden z piliti algoritmi algebry a
teorie Cisel.
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Nejmensi spole¢ny nasobek
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Pro libovolna cela &isla a1, ap existuje jejich nejmensi spolecny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, a2] = |a1 - a2
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Nejmensi spole¢ny nasobek

< %7/

Pro libovolna cela &isla a1, ap existuje jejich nejmensi spolecny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, a2] = |a1 - a2

Nejlépe se vidi pres rozklad na soudin prvocisel. [
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Nesoudélnost

4:(?\/\/\) '%—\/\’\ | 501 wso\'\ﬂ/@b—a/

Cisla ai, ar,...,an € Z se nazyvaji nesoudélna, jestlize plati

(a1, a0,...,a,) = 1. Cisla a1, ap, ..., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélna, jestlize pro kazdé i, j takové, ze 1 < i < j < n, plati
(a,-, aj) =1.

Poznamka

V prfipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne

z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne viak naopak: napfiklad
¢isla 6, 10, 15 jsou nesoudé&lnd, ale nejsou nesoudélnd po dvou,
nebot dokonce 73dnd dvojice z nich vybrand nesoud&lnd nent:
(6,10) =2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.
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ro libovolna ptirozena &isla a, b, ¢ plati

@ (ac,bc) = (a,b) - c, /a+L.|g)L) ;(O\Ib)
Q Jestlize a| bc, (a,b) =1, pak a|c

@ d = (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuji q1,q2 € N tak, Ze
a=dqy, b=dqg a(q1,q2) = 1.




Prvocisla

Plan predndsky

@ Prvotisla
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Prvotislo je jeden z nejdileZitéjSich pojmii elementarni teorie Cisel.
Jeho dilezitost je ddna ptedevsim vétou o jednoznaéném rozkladu
libovolného p¥irozeného &isla na soudin prvodisel, kterd je silnym a
Géinnym nastrojem pfi ¥eSeni celé ¥ady uloh z teorie Eisel.

KaZdé ptirozené &islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se
prvocislo. V opa&ném pripadé hovofime o sloZeném Cisle.
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Prvocisla
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Prvotislo je jeden z nejdileZitéjSich pojmii elementarni teorie Cisel.
Jeho dilezitost je ddna ptedevsim vétou o jednoznaéném rozkladu
libovolného p¥irozeného &isla na soudin prvodisel, kterd je silnym a
Géinnym nastrojem pfi ¥eSeni celé ¥ady uloh z teorie Eisel.

KaZdé ptirozené &islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se
prvocislo. V opa&ném pripadé hovofime o sloZeném Cisle.

V dal$im textu budeme zpravidla prvodislo znadit pismenem p.
Nejmensi prvoéisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
... (zejména &islo 1 za prvolislo ani za &islo sloZzené nepovaZzujeme,
je totiZ invertibilni, neboli tzv. jednotkou okruhu celych &isel).
Prvolisel je, jak brzy dokdZzeme, nekone&né mnoho, mame ovsem
pomé&rné limitované vypoletni prostfedky na zjisténi, zda je dané
&islo prvotislem (nejvétsi zndmé prvotislo 282589933 _ 1 m4 pouze
24862 048 cifer).
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Zakladni véta aritmetiky

Uved me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku
prvodiselnosti a je zdkladni ingredienci p¥i diikazu jednozna&nosti
rozkladu na prvodisla.

Véta (Euklidova o prvoislech)

Ptirozené Cislo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZda celd
¢islaa,bzp| ab p/yne_/z_ﬁm_l_).
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Zakladni véta aritmetiky

Uved me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku
prvodiselnosti a je zdkladni ingredienci p¥i diikazu jednozna&nosti
rozkladu na prvodisla.

Véta (Euklidova o prvotislech)
Ptirozené Cislo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZda celd
¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

| A

Véta

Libovolné ptirozené Cislo n > 2 je mozZné vyjadrit jako soucin
prvocisel, pficemZ je toto vyjadreni jediné, nebereme-Ii v tivahu
pofadi &initeld. (Je-li n prvocislo, pak jde o , soucin* jednoho
prvocisla.)
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