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Motivace
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Kombinatorika = uméni pocitat

Casto potfebujeme umét spotitat, kolika moznymi zpiisoby se n&co

miiZe stat!

Nebyva to jednoduché a nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni

prostfedky pro feseni tloh obdobnych témto:

Analyza algoritmi: Nap¥. chceme zjistit o¢ekdvany pocet
porovnani béhem algoritmu Quicksort.

Odvozeni Cayleyho formule: Chceme zndt polet riiznych stromi
na danych n vrcholech.
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Quicksort — analyza primérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimélni):
if L= []: return []
return gsort([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Potet porovnani pf¥i rozdéleni (divide): n — 1.
@ (P¥edpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, Ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je L.
© Velikost t¥idénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostavame rekurentni
vztah:

n
1
Cn:n—l—FZ;(Ck,l—i-Cn,k).
k=1
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Zjednoduseni rekurence

"1
Cn:n_l‘i‘Z;(Ck—l"‘Cn—k); Co=0.

C,=n—1+ g Z Cr_1 symetrie obou sum
n
n
nChp=n(n—1)+2 Z Ci_1 vyndsob n
k=1
(n—1)Ch—1 = (n—1)( )+ 2 Z Ci_1 tentyZ vyraz pro Cp_1

nCp=(n+1)Ch_1+2(n— 1) odelteno a upraveno
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Vyfeseni rekurence

nC,=(n+1)Cy_1+2(n—1)
PYestoZe jsme jiZz rekurenci vyrazné zjednodusili, takze je mozné
jednoduse iterativné hodnoty C, dopotitat, je &asto zddouci tyto
hodnoty konkrétné& (nebo alespofi pfiblizng) vyjadFit explicitng jako
funkci n.
Nejprve si pomiizeme drobnym trikem, kdy vydélime obé& strany
vyrazem n(n+1):

C,, N Cn,1 2(”—1)
n+1  n n(n+1)

Nyni tento vztah ,rozbalime" (telescope, p¥ip. si pomlZeme
substituci B, = C,/n+ 1):

G _20n-1) 2n-2)  21,.G
n+1 n(n+1) (n—1)n 2-3 2
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Vyfeseni rekurence

Odkud 1
.

G QZ;_

1l Tkt )kt 2)

Vyraz se¢teme napft. pomocf rozkladu na parcidlni zlomky
k _ 2
m = %12 k+1 a dostaneme

o 1
=2 (Hpp1 -2+ ——
n+1 ( 1o +1>

odkud
Co=2(n+1)Hpp1 —4(n+1)+2

(Hn = Y_4_; % je souget prvnich n €lenii harmonické Yady).
P¥itom je mozné odhadnout H, ~ 1" d7X + v, odkud

Co~2(n+1)(In(n+1)+~vy—-2)+2.
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[ Jelelelolote}

Pravidlo soudtu a soudinu

Vyluéujici se moznosti s€itdme, vzdjemné nezavislé a soufasné se
vyskytujici pfipady se ndsobi.

Na dané kone¢né mnoZing& S s n prvky je prav& n! rlznych po¥adi.
Potet kombinaci k-tého stupné z n prvkii je (k < n)

_(n\ _n(n—=1)...(n—k+1) n!
cln, k) = (k) T k(k—1)...1 (n— kI

Pro polet variaci plati
v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).
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Kombinace a variace s opakovanim

Necht je mezi n danymi prvky p; prvkd prvniho druhu, po prvki
druhého druhu, ..., px prvkl k-tého druhu,

p1+ p2+ -+ px = n, potom pro pocet poradi téchto prvki s
opakovanim, P(pi,...,pk), plati

nl

P(p,....pk) = ————.
( ) pi!-- - pi!

Pro variace k-tého stupné s opakovanim z n prvki plati

V(n, k) = n*.
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Pro kombinace s opakovanim, C(n, k), plati

Pocet kombinaci s opakovanim k-té t¥idy z n prvki je pro vsechna
0<kalO<n

C(n, k) = <”+’;_1>.
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Princip inkluze a exkluse

Uvazujme obecnou kone¢nou mnoZinu M a jeji podmnoziny
Ai,...,Ak. Budeme psat |M| pro polet prvki mnoZiny M, tj. pro
mohutnost mnoziny M.

k
M (U, A)] = [M] +Z<(—1>" YA m---nApr).
j=1

1<i<-<ij<k
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Ur&ete, kolika zpisoby lze z 15 poslanci vybrat &tyfélennou komisi,
neni-li moZné, aby jisti 2 poslanci pracovali spolu.

, .15 13
Vysledek je (7)) — (5) = 1287
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P¥iklady kombinatorickych rovnosti

DokdZeme (pokud moZno kombinatorickou tvahou):

n 1 1
Aritmetickd rada Z k = n(/72+) — <n42— )

1
Y z

n
Binomicka véta (x+y) = (Z) xkyn=k
k=0

n
Horni binomicka rada k = <n + 1>
m
k=0

m-+n “/m n
k | = E
Vandermondova konvoluce < ) < k> (r B k>
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Odkazovaci strategie

Ve vézeni je 100 véziid s &isly jedna az sto. V uzavfené mistnosti je
100 krabicek s &isly jedna aZ sto a v kazdé z nich ndhodné
rozdélené papirky s &isly také 1 az sto. Do mistnosti budou po
jednom postupné vchazet vézni a kazdy smi otevfit 50 krabic, vézni
ptitom spolu nekomunikuji. Jestlize kazdy z nich najde svoje &islo,
vdechny pusti, v opaéném p¥ipadé& viechny popravi.

Doporu&te néjakou rozumnou strategii pro vézné ...



Zobecné&na binomicka véta
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Zobecnéna binomicka véta

Pro redlnd ¢&isla y, z, a, y + z > 0, plati

> «
a—k _k
<k>y z Y
k=0

(y+2)" =)

kde i pro a ¢ N klademe
(a) ala—=1)--(a—k+1)

k)~ kI



Zobecné&na binomicka véta
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Budeme dokazovat v ekvivalentnim tvaru (p¥edpokldddme y > 0 a
tedy miZzeme z celého vyrazu vytknout y®, oznatime x = z/y)

(14 x)* = i <‘;>x’<.

k=0

Jde nam tedy o vyjad¥eni koeficientli v mocninné ¥ad& pro
mocninnou funkci f(x) = (1 + x) se stfedem v x = 0.
Jednoduchou kombinatorickou tvahou vyuzivajici pravidlo pro
derivovani mocninnych ¥ad €len po &lenu odvodime poZadovany
vysledek.

Vsimnéme si, Ze pro ptirozené « se od jistého k v Citateli
zobecnéného binomického koeficientu vZdy objevi jako soucinitel
nula, proto v takovém p¥ipadé dostidvame opét klasickou koneénou
sumu z binomické véty.
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