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Logicky agent

function KB-AGENT (percept) # vraci akci

#* globalni: KB — baze znalosti; t — &islo, na zacatku O
tell (KB, make_percept_sentence(percept, t))
action < ask(KB, make_action_query(t))
tell (KB, make_action_sentence(action, t))
t « t+1
return action
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Pravdivost v interpretaci a logicka pravdivost
Pravdivost v interpretaci

Formule A je pravdiva v interpretaci / (Interpretace / spliiuje formuli A),
jestlize po substituci za vyrokové symboly vraci hodnotu TRUE

Dokéazeme dosazenim z | do A a vyhodnocenim (valuaci) logickych spojek.

viz Animace

Silnéjsi vlastnost: pravdivost ve vSech interpretacich
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Pravdivost v interpretaci a logicka pravdivost
Logicka pravdivost |

Formule je pravdiva (logicky pravdivd), jestlize je pravdiva ve viech
interpretacich.

pravdiva formule == tautologie, anglicky téz a valid formula

Dikaz (logické) pravdivosti formule: model checking; ukazeme, ze formule
je pravdiva ve vsech interpretacich.

Vytvorime pravdivostni tabulku a pro kazdou interpretaci ovéfime, ze
formule je v této interpretaci pravdiva.

Slozitost n vyrokovych symboli, tj. 2" intrepretaci

Existuje efektivnéjsi zplsob?
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Pravdivost v interpretaci a logicka pravdivost
Logicka pravdivost Il

Piiklad: p = (g = p)
Ptiklad: pV (mp A 'r)
Priklad: pV (mp A r)V —p

Ptiklad: (pV g) A (—=pV —r)

napf. znegovani formule a diikaz nesplnitelnosti? == diikaz sporem
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Pravdivost v interpretaci a logicka pravdivost
Formule s implikaci a diikaz sporem

P=Q

@ ovéreni tautologii tvaru implikace metodou protipfikladu:
= je nepravdiva pouze pro pravdivy predpoklad a nepravdivy diisledek.
Pro tuto variantu — za predpokladu nepravdivosti disledku — pro
prislusné interpretace ovéfime (ne)pravdivost predpokladu.

e piklad: p = (g = p)
= predpoklad: p pravdiva, g = p nepravdiva
= jedind moZznost nepravdivosti g = p:
q pravdiva, p nepravdivé
= spor s predpokladem pravdivosti p

== dlkaz sporem, proof by refutation or proof by contradiction.

a = [ pravé kdyz je formule oo A =3 nesplnitelnd.
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Axiomatické systémy pro vyrokovou logiku
Axiomaticky systém

@ jazyk: stejny jako jazyk vyrokové logiky; primarné pouzivame systém
spojek {=, —}, ostatni spojky jsou chapany jako zkricené zapisy:
ANB =g ~(A= —B),AV B =4 —A= B,

A& B=g¢ (A= B)A(B=A)

@ axiomy (resp. schémata axiomi; A, B, C jsou formule):

Ay A= (B=A)
Ay (A= (B=C)=(A=B)= (A= ()
A3 (-B=-A)= (A= B)

@ odvozovaci (inferenéni) pravidlo modus ponens (MP) (pravidlo
odlouceni): jsou-li z axiom( dokazatelné (odvoditelné) formule A a
A = B, pak je dokazatelnad i B. Zapisujeme téz

A A= B
B
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Axiomatické systémy pro vyrokovou logiku
V7
Priklad

@ dikaz A: konecna posloupnost formuli, jejiz kazdy ¢len je axiom nebo
dlsledek MP, jehoz predpoklady jsou mezi predchozimi ¢leny, a posledni
Clen je formule A. Je-li A dokazatelna, piseme - A.

e piiklad: dokazte - A = A (vpravo jsou komentéfe k jednotlivym
krokim)

1|—A:>((A:>A):>A) A
FA=(A=A)=A)=(A=(A=A)=(A=A) A,
F(A= (A= A)) = (A= A) MP(1,2)

4.|—A:>( = A) A;

5FA= A MP(3,4)
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Axiomatické systémy pro vyrokovou logiku

Vlastnosti uvedného axiomatického systému

@ Véta (korektnost a Uplnost): A je dokazatelnd pravé tehdy, kdyz je
pravdiva, tj. FA< E A
Duikaz: = (korektnost): ovéfime, Ze axiomy jsou tautologie a jsou-li
predp. MP tautologie, pak i disledek je tautologie (tabulky, véta
o implikaci)
neutrdlni formuli a lemma o odvozeni z atomickych komponent)
Pozn.: véta vystihuje vztah mezi syntaxi a sémantikou vyr. logiky

@ rozhodnutelnost: neexistuje systematickd procedura (jde spise
o "hadani"jednotlivych krokd dikazu), nevhodné pro strojové
zpracovani. Dokazovani lze zjednodusit pomoci dokazatelnosti

z predpokladi a syntaktické véty o dedukci (T,AF B< T+ A= B).

@ axiomy jsou nezavislé (zadny nelze odvodit ze zbyvajicich dvou)
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Formalni systémy
Formalni systémy

Axiomaticky systém je prikladem deduktivniho systému (nebo téz
formalniho systému).

Formalni systém
@ postaveny vyhradné na syntaktické bazi: jazyk logiky neinterpretujeme,
provadime s nim pouze syntaktické manipulace — dlikazy
@ cil: ziskat formalni teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — teorémi
o formalni systém tvori
= jazyk + formule (symbolicky jazyk vyrokové logiky) — bez interpretaci
= odvozovaci pravidla — operace na formulich umoznujici konstrukce dikazi
= pfipadné axiomy — vychozi tvrzeni pfijimana bez diikazu; (axiomy spolu
s odvozovacimi pravidly tvofi dedukéni systém)
o formalni systémy lze rozdélit na
= axiomatické (méné pravidel)
= predpokladové (méné axiomi)
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Formalni systémy
Pozadované vlastnosti formalnich systémi

@ korektnost (bezespornost): je dana vybérem axioml a odvozovacich
pravidel; systém je korektnfi, nelze-li v ném zaroven odvodit tvrzeni i
jeho negaci. Ve sporném systému lze odvodit cokoliv. Vyzadovana vzdy.
(Sémanticka korektnost: existuje alespori jeden model.)

@ Uplnost: pripojenim neodvoditelné véty k Gplnému systému se tento
stane spornym. Nevyzadovana vzdy — Gplné jsou pouze velmi
jednoduché teorie. (Sémanticka Gplnost: kazdé tvrzeni pravdivé ve std.
interpretaci lze odvodit.)

@ rozhodnutelnost: existence algoritmu pro ovéreni dokazatelnosti
libovolné formule. V axiom. systémech podminéna Gplnosti; zpravidla
splnéna pouze pro urcité tfidy formuli.

@ nezdvislost axiom{: nezavisly axiom nelze odvodit z ostatnich axiomd;
zavisly axiom mize byt vypustén z dané soustavy axiomi
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Formalni systémy
DalSi axiomatické systémy

Jlnst MCuuCIeHNs BEICKA3BIBaHMi MOryT ObITh TOCTPOEHB! aKCUOMATH3ALNN
i C OIHOH €IMHCTBEHHOH CXEeMOH aKCHOM. Tak, Hanpumep, ecau 3a NpUMHU-
TUBHBIE CBSIBKHU [IPUHSATB _] H.. =10 npu eAMHCTBEHHOM MpaBuJic BhIBOAA —
modus pONnens — JOCTATOYHOH OKA3LIBAETCS CXEMa AKCHOM:

(£ 2B D(1TDT1D)DE) D& 58 D of) D (T Do)

(Mepemut [1953]).

[lpyrumM mpuMepOM TakOro poja MOXET CayxuTh cucTeMa Huk oma
[1917], B xortopo#t ynoTpeGasercs enuHCTBEHHAs CBsi3Ka | (IM3DBIOHKILUSA
OTpUlAHHH), HMEETCS eNUHCTBEHHOE MPABHJIO BBIBOAE, 1O KOTOPOMY & Cie-
nyer us o n of |(B|F), u enuHCTBEHHAs CXeMa AKCHOM

(@ |(B|) D (Z| D) [(E|B)|(F | 8)| (£ | ENI}-

JlansHeiiiine cBeneHust U3 oTCH# 061acTy, B TOM YHC/E W HCTOPUYECKHH
00sop, MoxHO Halith B KHure Yé&pua [1956].

Introduction to Mathematical Logic by Elliott Mendelson, 1964
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Formalni systémy

Gentzenovsky systém (kalkul sekventil)

o priklad pravidlového systému formalni logiky: pouze nastin, nikoliv tplna
definice

e daldi typ vyrazid formélniho jazyka: sekventy (sekvence)
A1, A, ..., A F B,
kde A;, B jsou formule, - je symbol odvoditelnosti (dokazatelnosti).
Posloupnost na levé strané chapeme jako konec¢nou mnozinu formuli
(budeme ozn. ') — nezélezi na potadi, Ize vynechat duplicity, maze byt
prazdna.

@ jediny axiom: LAF A
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Formalni systémy

Gentzenovsky systém: pravidla

I predpoklad; predpoklad,

@ obecné schéma pravide —
zaver

@ pravidla zavedeni a eliminace predpokladu:

r-A A-FB T,-AFB
LAF A r-B

e fada pravidel pro spojky (uvedeme pouze nékterd na ukazku)
zavedeni a eliminace V:

A NAEC BEC Fr'-AvB
r'-AvB Mr=cC
zavedeni a eliminace A:
Nr=A =B IN“-AANBTFAAB
FrN-AAB | - B
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Formalni systémy

Gentzenovsky systém: diikazy

o dlkaz sekventu: strom, v jehoz koteni je dokazovany sekvent, v listech
axiomy a kazdy uzel (zavér) se svymi p¥imymi nasledniky (pfedpoklady)
predstavuje instanci nékterého z pravidel systému

@ je-li dokazany sekvent tvaru - A, pak formuli A nazyvame teorém
(odvoditelna resp. dokazatelnd formule)

@ systém je korektni a dplny (plati - A < E A)

o priklad: dikazu sekventu F p V —p:

—pt—p ptp
-pEpV-p pEpV-p
FpV-p

(pouzito pravidlo eliminace predpokladu a dvakrat pravidlo zavedeni V)
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Formalni systémy

Logicky agent

function KB-AGENT (percept) # vraci akci

# globalni: KB — baze znalosti; t — ¢&islo, na zadatku 0
tell (KB, make_percept_sentence(percept, t))
action < ask(KB, make_action_query(t))
tell (KB, make_action_sentence(action, t))
t <« t+1
return action

Jak se lisi uvedené ditkazové metody od znalostniho agenta a v ¢em se

podobaji 7
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Formalni systémy
Logicka pravdivost Il

Ptiklad 1: p = (pV r)
Ptiklad 2: p V (=p A r)
Priklad 3: pV (=p A r)V —p

Ptiklad 4: (pV q) A (—p V —r)

vSechny formule 2. — 4. jsou v normalni formé.
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Normalni formy
Normalni formy

@ Véta o reprezentaci: kazdou n-arni pravdivostni funkci Ize reprezentovat
formuli vyrokové logiky A(pi, p2,. .., pm) obsahujici pouze spojky —, A a
V, kde m < n.

e Jak zkonstruovat k funkci tuto formuli (zaklad dikazu véty):
necht je funkce reprezentovana standardni tabulkou. Jsou-li vechny
funkéni hodnoty rovny 0, je reprezentujici formuli libovolna kontradikce,
napfiklad py A —p1. Jinak pro kazdy fadek, v némz je funkéni hodnota
rovna 1, vytvorime konjunkci K; = 'p1 A'pa A--- A'p,, kde pro
j=12...,n

P p; je-li v i-tém fddku hodnota j-tého argumentu 1
Pi= —p; je-li v i-tém Fadku hodnota j-tého argumentu 0

Disjunkce D vsech konjunkci K; reprezentuje danou pravdivostni funkci.
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Normalni formy
Priklad

Priklad: uréete formuli reprezentujici nasledujici pravdivostni funkci:

f(va) Ki Di
1 Ki=pAgq

oo | X
OOl

0 Dy =-pVgqg
1 K3=-pAgq
@ atomické formule a jejich negace == literdly. Elementarni konjunkci nad
p1, P2, .- ., Pn Nazveme kazdou konjunkci, v niz se kazdy z téchto

symboll vyskytuje jako literal pravé jednou. Uplnou normalni
disjunktivni formou (Gndf) nad tymiz symboly nazveme kazdou disjunkci
vesmés riiznych elementarnich konjunkci.

@ podobné (iplnd normalni konjunktivni forma (Gnkf) bude konjunkci
vsech disjunkci v sloupci D;

e (pAq)V(=pAqg)V(=pA—q)jev Gplné normélni disjunktivni formé

e (—pV q) je v tplné normalni konjunktivni formé
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DPLL

DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland Procedure)

zaklad vétsiny prakticky pouzivanych dikazovych nastroji
pracuje s formuli v konjunktivni normalni formé

Pravidla

UNSAT If F contains O, then F is unsatisfiable.

SAT  If Fis empty set {}, then F is satisfiable.

MULT If a literal occurs more than once in a clause,
then all but one can be deleted.

SUBS A clause in F can be deleted, if it is a superset of another
clause in F.

UNIT  An element — L of a clause in F can be deleted,

if F contains {L}.
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DPLL
Pravidla

TAUT A clause can be deleted, if it contains a literal
and its complement.

PURE A clause can be deleted, if it contains L and
— L does not occur in F.

SPLIT

If F is semantically equivalent to a formula of the form

{{G Vv L}, ... {CVL},{Cy1V L}, ....{CnV L},

Cmt1ys s G}

where neither L nor =L occur in C;, 1 <i < n,

then replace F by the CNF of

{C17 cey Ck’ Cm+1a ] Cn} \ {Ck—f—la cey Cmu Cm-‘rlv ] Cn}
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Pravidla 2

UNSAT { O, Gy, ... Gy } = {O}

MULT {L, L, LI, ..., Lm} = {L, L1, ..., Lm}.

SUBS {{L1,..., Lm}, {L1, ..., Lm, ... Lk},CL, . . ., Cn}
={{Ly, ..., Lm},CL, .. ., Cn}.

UNIT {{L1, ..., Lm, L}, {=L}}={L1, ..., Lm}, {=L}}

TAUT {{L1,..., Lm, L, = L},C1, .. ., Cm}={Cl, ..., Cm }.
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Pravidla 3

PURE

SPLIT

{{p.mal. { = r}} #{{p, ~a}},
but {C1, ..., Cm, {L, L1, ..., Ln}} is unsatisfiable

iff {C1, ... ,Cm} is unsatisfiable, where = L
does neither occur in Ci, 1 <i<norinlj, 1<j<n.

{p. r}, { ~r } {at} # {{p} ot} v{O, {a}})

but the rule preserves unsatisfiability.
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DPLL
Vlastnosti pravidel

o Let F be a formula in CNF and F’ be obtained from F by applying a rule.
e MULT, SUBS, UNIT and TAUT are equivalence preserving, i.e., F = F.
@ They are polynomial simplification rules.

@ PURE and SPLIT are unsatisfiability preserving,i.e.,
F is unsatisfiable iff F' is unsatisfiable.
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DPLL algoritmus

1. Input F. Transform F into CNF.

2. Apply the rules MULT, SUBS, UNIT, TAUT, PURE and SPLIT until
SAT or UNSAT become applicable.

3. If SAT is applicable then terminate with F is satisfiable.

4. If UNSAT is applicable then terminate with F is unsatisfiable.
Remarks

@ The algorithm always terminates.

@ Whenever the application of a rule in step 3 yields a formula H, then H
is unsatisfiable iff F is unsatisfiable.

@ The algorithm is sound and complete.
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DPLL: An Example

{ {p1, p2}, {p4, —p2, —p3}, { = p1, p3}, {-p4} }
Initialization
{ {p1, p2}, {=p2, —p3}, { - p1, p3}, {—p4 }}
UNIT wrt {—p4}
{ {p1, p2}, {-p2, =p3}, { = p1, p3} }
PURE wrt —p4
{ {p2}, {-p2, —p3}} v {{p3}, {-p2, -p3 } }
SPLIT wrt pl.
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Priklad

{ {p2}, { -p3}} v {{p3}, {-p2 } }
UNIT wrt —p2 in 1st disjunct and UNIT wrt —p3 in 2nd one.
{{-p3}} v{{=p2}}
PURE wrt p2 in 1st disjunct and PURE wrt p3 in 2nd one .
{rv{}
PURE wrt { = p3} in 1st dis. and PURE wrt {—p2 } in 2nd.
SAT (satisfiable for both branches)
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Shrnuti

Vime,
co je logicka pravdivost

co jsou axiomatické systémy

jak se lisi od logického agenta
co jsou normalni formy

("]
"]
@ co jsou formalni diikazové systémy
"]
]
e DPLL
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