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Wumpusova jeskyně
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Wumpusova jeskyně

PEAS pro Wumpusovu jeskyni

P(erformance measure) – ḿıra výkonnosti, zlato +1000
smrt -1000, -1 za krok, -10 za užit́ı š́ıpu

E(nvironment) – prosťred́ı. vedle = vlevo, vpravo, nahǒre, dole
Mı́stnosti vedle Wumpuse zapáchaj́ı. V ḿıstnosti vedle jámy je vánek. V
ḿıstnosti je zlato ⇔ je v ńı ťrpyt. Výsťrel zabije Wumpuse, pokud jsi
obrácený k němu. Výsťrel vyčerpá jediný š́ıp, který máš. Zvednut́ım vezmeš
zlato ve stejné ḿıstnosti. Položeńı odlož́ı zlato v aktuálńı ḿıstnosti.

A(ctuators) – akčńı prvky Otočeńı vlevo, Otočeńı vpravo, Krok dop̌redu,
Zvednut́ı, Položeńı, Výsťrel

S(ensors) – senzory Zápach, Vánek, Třpyt, Náraz do zdi, Chroptěńı
Wumpuse
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Wumpusova jeskyně

Wumpus: Hrajeme
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Wumpusova jeskyně

Vlastnosti problému Wumpusovy jeskyně

pozorovatelné ne jen lokálńı vńımáńı

deterministické ano p̌resně dané výsledky

episodické ne sekvenčńı na úrovni akćı

statické ano Wumpus a jámy se nehýbou

diskrétńı ano

v́ıce agent̊u ne Wumpus sám je sṕı̌s vlastnost prosťred́ı
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Wumpusova jeskyně

Elementárńı výroky pro Wumpusovu jeskyni

Definujeme výrokové symboly pro i , j ∈ 1, 2, 3, 4:

Ji ,j je pravda ⇔ Na [i,j] je Jáma.

Wi ,j je pravda ⇔ Wumpus je na [i,j], živý či mrtvý.

Co je modelem pro naši hru?
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Wumpusova jeskyně

Model pro naši Wumpusovu jeskyni

Definujeme výrokové symboly pro i , j ∈ 1, 2, 3:

Ji ,j je pravda ⇔ Na [i,j] je Jáma.

Wi ,j je pravda ⇔ Wumpus je na [i,j], živý či mrtvý.

Co je modelem pro naši hru?

J1,3, J3,3, J4,4, W3,1 maj́ı hodnotu True

Úvod do umělé inteligence 7/12 7 / 31



Wumpusova jeskyně

Báze znalost́ı KB

Elementárńı výroky, jejichž pravdivostńı hodnota se odvod́ı z Ji ,j a Wi ,j :

Vi ,j je pravda ⇔ agent ćıt́ı na [i,j] Vánek.
Zi ,j je pravda ⇔ agent ćıt́ı na [i,j] Zápach.

plat́ı pro všechny jeskyně:
• R1: ¬J1,1
• “V poli je Vánek ⇔ ve vedleǰśım poli je Jáma.” vedleǰśı = vlevo, vpravo,

nahǒre, dole. Pro pole sousedńı s [1,1]:
R2: V1,1 ⇔ (J1,2 ∨ J2,1)
R3: V2,1 ⇔ (J1,1 ∨ J2,2 ∨ J3,1)

pro tuto instanci hry:
• R4: ¬V1,1
• R5: V2,1

KB = R1 ∧ R2 ∧ R3 ∧ R4 ∧ R5
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Wumpusova jeskyně

Inference

Stav: [Zápach, Vánek, Třpyt]

Sensory: [false, false, false]

KB = jak uvedeno = pravidla Wumpusovy jeskyně + pozorováńı

KB |= ”[1, 2] je bezpečné pole”

model checking (kontrola model̊u) = jednoduchý způsob logické inference

Kontrola všech model̊u je bezesporná a úplná (pro konečný počet
výrokových symbol̊u)

jak v́ıme, složitost O(2n) pro n výrokových symbol̊u, NP-úplný problém
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Rezolučńı metoda

Rezolučńı metoda
Rezoluce: daľśı formálńı systém

vhodná pro strojové dokazováńı (Prolog)
metoda založená na vyvraceńı: dokazuje se nesplnitelnost formuĺı
pracujeme s formulemi v konjuktivńı normálńı formě (též klauzulárńım
tvaru), ale použ́ıváme jinou notaci:

klauzule je konečná množina literál̊u (chápaná jako jejich disjunkce); je
pravdivá, pokud alespoň jeden prvek je pravdivý. Prázdná klauzule 2 je
vždy nepravdivá – neobsahuje žádný pravdivý prvek.
Př́ıklad klauzule: {p,¬q, r} (tj. p ∨ ¬q ∨ r)

formule je (ne nutně konečná) množina klauzuĺı (chápaná jako jejich
konjunkce, tedy nkf); je pravdivá, je-li každý prvek pravdivý. Prázdná
formule ∅ je vždy pravdivá – neobsahuje žádný nepravdivý prvek.
Př́ıklad formule: {{¬q}, {¬p, q}, {p, q, r}} (tj.
¬q ∧ (¬p ∨ q) ∧ (p ∨ q ∨ r))

Úvod do umělé inteligence 7/12 10 / 31



Rezolučńı metoda

Rezolučńı pravidlo

rezolučńı pravidlo: necht’ C1 = {p} t C ′
1, C2 = {¬p} t C ′

2 jsou klauzule,
jejich rezolventou je C = C ′

1 ∪ C ′
2 (rezolvovali jsme na literálu p)

rezolučńı pravidlo zachovává splnitelnost (lib. valuace splňuj́ıćı C1 a C2
splňuje i C ; klauzule C1, C2 označujeme jako rodiče, C jako potomka)
rezolučńı důkaz klauzule C z formule S je konečná posloupnost klauzuĺı
C1, C2, . . . , Cn, kde Cn = C a každé Ci je bud’ prvkem S, nebo
rezolventou klauzuĺı Cj , Ck pro j , k < i . Existuje-li tento důkaz, je C
rezolučně dokazatelná z S (ṕı̌seme S `R C). Odvozeńı 2 z S je
vyvráceńım S.
p̌ŕıklad: dokažte C = {¬q} z S = {{p, r}, {¬q,¬r}, {¬p}}
C1 = {p, r} (prvek S), C2 = {¬q,¬r} (prvek S),
C3 = {p,¬q} (rezolventa C1, C2), C4 = {¬p} (prvek S),
C = C5 = {¬q} (rezolventa C3, C4)
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Rezolučńı metoda

Rezoluce – stromy

p̌rehledněǰśı formou rezolučńıch důkaz̊u jsou stromy
strom rezolučńıho důkazu C z S je binárńı strom T s vlastnostmi:
• kǒrenem T je C
• listy T jsou prvky S
• libovolný vniťrńı uzel Ci s bezprosťredńımi následńıky Cj , Ck je rezolventou

Cj , Ck

p̌ŕıklad: strom důkazu C = {¬q} z S = {{p, r}, {¬q,¬r}, {¬p}}
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Rezolučńı metoda

Př́ıklad: Rezolučńı vyvráceńı

p̌ŕıklad: vytvǒrte strom rezolučńıho vyvráceńı formule
(p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) ∧ ¬q ∧ (¬p ∨ t) ∧ ¬s ∧ (s ∨ ¬t)
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Rezolučńı metoda

Př́ıklad: Rezolučńı vyvráceńı
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Rezolučńı metoda

Rezoluce – vlastnosti

Věta (korektnost a úplnost rezoluce): rezolučńı vyvráceńı formule S
existuje právě tehdy, když je S nesplnitelná.
důsledek: existuje-li rezolučńı strom s listy z množiny S a kǒrenem 2,
pak je S nesplnitelná
obecné schéma důkazu ”formule A je log. důsledkem množiny formuĺı
T”: vytvǒŕıme konjunkci T ′ všech prvk̊u z T, formuli T ′ ∧ ¬A
p̌revedeme do nkf a ukážeme nkf(T ′ ∧ ¬A) `R 2

výhody pro strojové zpracováńı: systematické hledáńı důkazu, práce
s jednoduchou datovou strukturou, jediné odvozovaćı pravidlo
problém: strategie generováńı rezolvent – prohledávaný prostor může být
p̌ŕılǐs velký; p̌r.: {{p}, {p,¬q}, {¬p, q, r}, {¬p,¬r}, {r}} – postup, kdy
rezolvujeme 2. a 3. klauzuli na p a výsledek poté se 4. na r , k důkazu
nevede
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Rezolučńı metoda

Zjemněńı rezoluce
snaha omezit prohledávaný prostor
• ukončeńım prohledáváńı neperspektivńıch cest
• určeńım pǒrad́ı p̌ri procházeńı alternativńıch cest
= daľśı podḿınky na rodičovské klauzule nebo rezolventu v definici
rezoluce
každé omezeńı rezolučńıho pravidla je korektńı, ne každé zachovává
úplnost.

Př́ıklady možných zjemněńı
vyloučeńı klauzuĺı s literálem, který je ve formuli S pouze v jedné paritě
T-rezoluce: žádná z rodičovských klauzuĺı neńı tautologie.
tautologie obsahuje týž literál v obou paritách nap̌r. {p,¬q,¬p, r}
necht’ A je libovolná interpretace, A-rezoluce (sémantická rezoluce) je
rezoluce, kde alespoň jedna z rodičovských klauzuĺı je v A nepravdivá.
(Budou-li rodiče v dané valuaci pravdiv́ı, bude v ńı pravdivý i potomek – touto cestou
k nesplnitelnosti nedojdeme. A-rezoluce je korektńı a úplná.)
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Rezolučńı metoda

Wumpus: rezoluce

Postup řešeńı:

Vyjdeme z definice: Zjǐst’ujeme, zda ćıl G je logickým důsledkem KB,
KB |= G .

1. Urč́ıme ćıl G , nap̌r. ”je pole [1,2] bezpečné”.
2. Znalostńı bázi spolu s negovaným ćılem KB ∪ ¬G p̌revedeme do

konjunktivńı normálńı formy
3. Přeṕı̌seme tuto knf do množinové notace, máme množinu S.
4. Dokazujeme, zda S je nesplnitelná.
5. Pokud ano, G je logickým důsledkem KB

Nevýhoda? Pro každou změnu KB a každý ćıl G muśıme opakovat
všechny kroky.
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Rezolučńı metoda

Wumpus: rezoluce

Lépe :

1. Iniciálńı znalostńı bázi KB0 - to, co plat́ı pro všechny instance
Wumpusovy jeskyně - p̌revedeme do konjunktivńı normálńı formy.

2. Přeṕı̌seme tuto knf do množinové notace, máme množinu S.
3. Varianta 1:

1. Urč́ıme ćıl G a p̌revedeme ¬G do konjunktivńı normálńı formy, p̌reṕı̌seme do
množinové notace, množina SG

2. Dokazujeme, zda S ∪ SG je nesplnitelná.
3. Pokud ano, G je logickým důsledkem KB.

4. Varianta 2:
1. Najdeme všechny logické důsledky, tj. kǒreny všech rezolučńıch stromů;
2. Vybereme jeden z nich, nap̌r. daľśı z bezpečných poĺı;
3. Všechny důsledky = klauzule, p̌ridáme do KB

5. V obou variantách: Novou znalost KBnew (= množina klauzuĺı)
sjednot́ıme s dosavadńı St , tj. KB v čase t : St+1 = St ∪ KBnew
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Predikátová logika

Predikátová logika

plně p̌rej́ımá výsledky výrokové logiky
zabývá se nav́ıc strukturou jednotlivých jednoduchých výrok̊u – na
základě této analýzy lze odvodit platnost některých výrok̊u, které ve
výrokové logice platné nejsou
Př́ıklad: mějme následuj́ıćı výroky (+ označeńı výrokovými symboly):

Každý člověk je smrtelný. (p)
Sokrates je člověk. (q)
Sokrates je smrtelný. (r)

Na základě výrokové logiky nevyplývá r z p a q; p̌resto je úsudek žrejmě
platný (na jiné úrovni, než je výroková logika).
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Predikátová logika

Základńı pojmy

Predikát je n-árńı relace; vyjaďruje vlastnosti objekt̊u a vztahy mezi
objekty.
konstanty reprezentuj́ı jména objekt̊u (individúı); jedná se o prvky
p̌redem specifikované množiny hodnot – domény
proměnné zastupuj́ı jména objekt̊u, mohou nabývat libovolných hodnot
z dané domény
n-árńı predikáty lze chápat jako množiny takových n-tic konstant, pro
které je predikát splněn
p̌ŕıklady:

doména: p̌rirozená č́ısla s nulou
predikát x < 4 lze chápat jako {0, 1, 2, 3}

doména: {0, 1, 2}
predikát x < y lze chápat jako {(0, 1), (1, 2), (0, 2)}
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Predikátová logika

Funkce, termy. Kvantifikátory

funkce reprezentuj́ı složená jména objekt̊u
p̌ŕıklad: necht’ funkce f (x , y) reprezentuje sč́ıtáńı. Pak f (1, 2) (stejně
jako f (2, 1), f (0, 3)) jsou možná složená jména pro konstantu 3.
poznámka: konstanty jsou nulárńı funkce
výrazy složené pouze z funkčńıch symbol̊u, konstant a proměnných =
termy. Př́ıklad termu: f (x , g(y , h(x , y), 1), z)
termy nabývaj́ı hodnot z dané domény
nap̌r. pro doménu p̌rirozených č́ısel s nulou
term 2 + (2 ∗ x) může nabývat hodnot z množiny {2, 4, 6, . . . }

Složené predikáty lze vytvá̌ret i pomoćı kvantifikátor̊u
univerzálńı (obecný) kvantifikátor ∀:
∀xP(x) – pro každý prvek x domény plat́ı P(x)
existenčńı kvantifikátor ∃:
∃xP(x) – existuje alespoň jeden prvek x domény, pro který plat́ı P(x)
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Predikátová logika

Poznámky k zavedenému formálńımu jazyku

predikátová logika 1. řádu : jen objektové (individuálńı) proměnné lze
vázat kvantifikátory. V logice druhého řádu jsou povoleny i predikátové
proměnné.
konkrétńı volbou (konstant), funkčńıch a predikátových symbol̊u lze
formulovat specifický jazyk, pro který budou jistě platit obecné logické
principy. Nav́ıc pro něj mohou platit v závislosti na vlastnostech
zvolených prvk̊u i jiné (mimologické) principy, které je ovšem ťreba
specifikovat pomoćı axiomů nebo pravidel. Takový jazyk je pak
označován jako jazyk prvńıho řádu.
Př́ıklad – jazyk elementárńı aritmetiky:

zvolené symboly: konstanta 0, unárńı funkce následńık s, binárńı +, ∗
možné termy: 0, s(0), s(x), (x + y) ∗ 0, (s(s(0)) + (x ∗ y)) ∗ s(0)
možné formule: s(0) = (0 ∗ x) + s(0),∃x(y = x ∗ z),

∀x((x 6= 0)⇒ ∃y(x = s(y)))
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Predikátová logika

Vázaný a volný výskyt proměnných

podformule formule A je libovolná spojitá podčást A, která je sama
formuĺı
Př́ıklad: formule A = ∃x((∀yP(z))⇒ R(x , y)) má kromě sebe samé
následuj́ıćı podformule: (∀yP(z))⇒ R(x , y), ∀yP(z), R(x , y), P(z)
výskyt proměnné x ve formuli A je vázaný, pokud existuje podformule B
formule A, která obsahuje tento výskyt x a zač́ıná ∀x , resp. ∃x . Výskyt
proměnné je volný, neńı-li vázaný.
Př́ıklad: výskyt proměnné x v p̌redchoźı formuli A je vázaný (hledanou
podformuĺı je celá A), proměnné y a z jsou volné
proměnná x se volně vyskytuje v A, má-li tam alespoň jeden volný výskyt
sentence predikátové logiky je formule bez volných výskyt̊u proměnných
(všechny výskyty všech proměnných jsou vázané)
otev̌rená formule je formule bez kvantifikátor̊u
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Predikátová logika

Substituce proměnných

,skutečnými proměnnými‘, za které lze dosadit (udělit jim hodnotu,
provést substituci), jsou pouze volné proměnné
term t je substituovatelný za proměnnou x ve formuli A, pokud pro
každou proměnnou y obsaženou v t neobsahuje žádná podformule A
tvaru ∀yB, ∃yB volný výskyt proměnné x
je-li t substituovatelný za x v A, označ́ıme A(x/t) výraz, který vznikne
z A nahrazeńım každého volného výskytu x termem t
p̌ŕıklad: ve formuli A = ∃xP(x , y) je možné provést nap̌ŕıklad následuj́ıćı
substituce: A(y/z) = ∃xP(x , z), A(y/2) = ∃xP(x , 2),
A(y/f (z , z)) = ∃xP(x , f (z , z)). Neńı však možné substituovat
A(y/f (x , x)) = ∃xP(x , f (x , x)), protože by došlo k nežádoućı vazbě
proměnných.
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Predikátová logika

Sémantika predikátové logiky

pro analýzu sémantiky poťrebujeme nejprve specifikaci jazyka - doménu,
konstanty, funkčńı a predikátové symboly
p̌ŕıklad: formálńı jazyk s jediným binárńım predikátovým symbolem
P(x , y) a jediným binárńım funkčńım symbolem f (x , y) lze chápat mj.
jako
• p̌rirozená č́ısla s < a +
• racionálńı č́ısla s ≥ a max
• celá č́ısla s > a ∗

interpretace (realizace) jazyka predikátové logiky je struktura I složená z

• libovolné neprázdné množiny D domény (oboru interpretace)
• zobrazeńı I(f ) : Dn → D pro každý n-árńı funkčńı symbol f , n ≥ 0
• n-árńı relace I(P) ⊆ Dn pro každý n-árńı predikátový symbol P, n ≥ 1
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Predikátová logika

Interpretace jazyka: p̌ŕıklad

Př́ıklad: mějme jazyk s binárńım predikátovým symbolem P(x , y),
binárńım funkčńım symbolem f (x , y) a symboly pro konstanty
a, a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , který chceme interpretovat jako celá č́ısla s > a
+.

D je množina celých č́ısel,
I(a) = 0, I(a1) = 1, I(a2) = 2, . . . , I(b1) = −1, I(b2) = −2, . . . (jedná se
o nulárńı funkce),
I(f ) = +
(funkce zadaná pomoćı rovnosti funkćı: zobrazeńı I(f ) definujeme jako
funkci sč́ıtáńı celých č́ısel; pak nap̌r. I(f )(4,−2) = 2),
I(P) = >
(relace zadaná pomoćı rovnosti relaćı: I(P) definujeme jako relaci ,věťśı
než‘ pro celá č́ısla; nap̌r. (2,−1) ∈ I(P))
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Predikátová logika

Interpretace proměnných a termů

interpretace volných proměnných spoč́ıvá v jejich ohodnoceńı, což je
libovolné zobrazeńı V (valuace) z množiny všech proměnných do D
ohodnoceńı, které p̌rǐrazuje proměnné x prvek d ∈ D a na ostatńıch
proměnných splývá s valuaćı V , označ́ıme V [x/d ]
hodnotou termu t v interpretaci I a valuaci V je prvek |t|I,V ∈ D takový,
že
• je-li t proměnná, |t|I,V = V (t)
• je-li t = f (t1, . . . , tn), pak |t|I,V je hodnotou funkce I(f ) pro argumenty
|t1|I,V , . . . , |tn|I,V

p̌ŕıklad: mějme interpretaci I z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu (celá č́ısla s > a +)
a valuaci V (x) = 2. Pak
|f (b1, f (b2, b2))|I,V = +(−1, +(−2,−2)) = −5
|f (f (a, b1), f (x , a1))|I,V = +(+(0,−1), +(2, 1)) = 2
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Splnitelnost formuĺı

Formule A je splňována interpretaćı I a valuaćı V , pokud
A je P(t1, . . . , tn) a (|t1|I,V , . . . , |tn|I,V ) ∈ I(P)
A je t1 = t2 a |t1|I,V = |t2|I,V (oba termy reprezentuj́ı týž prvek)
A je ¬B a I, V nesplňuj́ı B
A je tvaru B ∧ C a I, V splňuj́ı B i C
A je B ∨ C a I, V splňuj́ı B nebo C
A je tvaru B ⇒ C a I, V nesplňuj́ı B nebo splňuj́ı C
A je B ⇔ C a I, V splňuj́ı B i C nebo nesplňuj́ı B i C
A je ∀xB a I, V [x/d ] splňuj́ı B pro libovolné d ∈ D
A je ∃xB a I, V [x/d ] splňuj́ı B alespoň pro jedno d ∈ D
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Splnitelnost – p̌ŕıklad

Př́ıklad: mějme ďŕıve uvedenou interpretaci I (celá č́ısla s > a +), mějme
jinou interpretaci I ′ téhož formálńıho jazyka (celá č́ısla s > a ∗, od I se lǐśı
pouze definićı I ′(f ) = ∗) a valuace definované na proměnné x takto:
V1(x) = −2, V2(x) = 2

formuli ∀xP(f (x , a1), x) interpretujeme v I jako ∀x(x + 1 > x); formule
je splňována I a libovolnou valuaćı. V I ′ interpretujeme formuli jako
∀x(x ∗ 1 > x) – neńı splněna pro libovolnou valuaci.
∀xP(x , y) interpretujeme (v I i I ′) jako ∀x(x > y), formule neńı
splňována I (ani I ′) a libovolnou valuaćı
formule P(x , a) interpretovaná (v I i I ′) jako x > 0 je splňována I (i I ′)
a V2, neńı splňována I (ani I ′) a V1

formule ∀x(P(x , a)⇒ ∃yP(x , y)) interpretovaná (v I i I ′) jako
∀x((x > 0)⇒ ∃y(x > y)) je splňována I (i I ′) a libovolnou valuaćı
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Pravdivost formuĺı a jejich klasifikace

formuli A nazveme pravdivou v interpretaci I, je-li splňována I pro
libovolnou valuaci, ṕı̌seme |=I A
pravdivost formule zálež́ı pouze na valuaci volných proměnných, které se
v ńı vyskytuj́ı
pravdivost sentence (uzav̌rené formule) nezáviśı na valuaci v̊ubec

Formule A predikátové logiky se nazývá
tautologie, je-li pravdivá pro každou interpretaci (tj. pro každou I plat́ı
|=I A), znač́ıme |= A
splnitelná, pokud existuje alespoň jedna interpretace a valuace, které ji
splňuj́ı (p̌r.: ∀xP(x , x))
kontradikce, je-li ¬A tautologie (tj. |= ¬A)
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Shrnut́ı

V́ıme,
jak popsat a řešit Wumpusovu jeskyni ve výrokové logice
co je rezolučńı metoda ve výrokové logice
jak budovat rezolučńı důkaz
jak definovat syntax a sémantiku predikátové logiky
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