Linearni programovani

- Givod

= optimalizace linearni funkce na mnozing,
omezeneé linearnimi funkcemi

Jsme schopni nalézt globalni minimum.



Linearni programovani
- priklad

Cokoladovna vyrabi 5 druht vyrobki. Jsou to vyrobky
V., V,, V3, V,, a V.. Spottebovava k tomu 3 zakladni
surovniny: tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k
dispozici v omezenych mnozstvich: 1500 kg tuku, 450
kg kakaa a 300 cukru na den.

Kapacita strojniho zafizeni je dostate¢na, totéz se tyka
energie a pracovnich sil, 1 dalsi zdroje jsou k dispozici
V dostateCném mnozstvi.



Linearni programovani
- priklad 11

Spotfeba surovin na 1 kg vyrobku je dana tabulkou:

A\ | V2 V3 V4 V5

Tuk - 0.4 0,3 0,6 0,6
Kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 -

Cukr 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2

Cena [K¢/kg] 20 120 100 140 40

V tabulce jsou uvedeny rovnéz ceny 1 kg kazdého vyrobku.




Linearni programovani
- priklad

Vyrobky jsou vyrabény technologicky nezavisle na
sob¢ navzajem. Vyroba se tedy uskutecnuje ve formé
pét1 vyrobnich procesu, které vSak nejsou navzajem
zcela 1zolovane, nebot’ spolecné€ spotiebovavaji
vyrobni zdroje, jeden proces na ukor druhého.

Pro ucCely matematicke formulace zaved'me 5
proménnych x;, popisujicich mnozstvi vyrobku V; v
kg (jen vzhledem k naSim 3 surovinam).




Linearni programovani
- priklad
Matematicka formulace ulohy:

Hledame tedy nezaporn¢ hodnoty proménnych x; > 0
(j=1,2,..,5), vwhovujici nerovnostem:

0,4.X,+ 0,3.X3+0,6.x, + 0,6.X; <1500
0,05.x; + 0,2.x, + 0,1.x5 + 0,1.X, <300

0,1.x;+0,2X,+0,2X3+0,1.X, + 0,2.Xs <450

a maximalizujici uCelovou funkci:
f(x) = 20.x; + 120.x, + 100.x5 + 140.x, + 40.X;



Linearni programovani
- priklad
Optimalni feSeni tohoto problému:
X, =0;X,” =0; X3 =1000; x,” = 2000; X, =0
Maximalni hodnota ucelovée funkce:
f(x™) =380 000 K¢

Poznamka: Ulohu lze také nasledovné rozsifit: Vyrobku
V,; musi byt alespon 100 kg a vyrobku V. alespon
200 kg. Pak nezménéna matematicka formulace bude
navic obohacena dvéma nerovnostmi:

X, = 100; x5 > 200



Linearni programovani
- aplikace

Vyrobni plan: Cilem je urcit, kolik vyrabét kter¢ho
vyrobku tak, abychom maximalizovali zisk. Vime,
kolik které suroviny potfebujeme na jednotlivé
vyrobky. Zname mnozstvi surovin, kter¢ mame k
dispozici.

Dopravni plan: Cilem je urcCit kolik kterych vyrobku
prepravovat po jednotlivych trasach od vyrobce ke
spotiebiteliim tak, abychom méli co nejnizsi naklady.



Linearni programovani

- aplikace Il

SméSovaci problem: Chceme vyrobit slitinu
predepsancho slozeni ze surovin se znamym slozenim
tak, abychom dodrzeli metalurgicke predpisy a
minimalizovali naklady:.

Rizeni zasob: Cilem je planovat nakupy tak, abychom
uspokojili poptavku a pritom minimalizovali naklady
na uskladnéni.



Linearni programovani

- aplikace 111

Regresni analyza: Cilem je proloZit namérenymi
hodnotami primku tak, abychom minimalizovali
maximalni absolutni odchylku.

Dalsi aplikace: Linearni programovani ma aplikace
piredevsim v technologii (fizeni vyroby), ekonomice
(finan¢ni modely) a konstruovani (navrh struktury).



Linearni programovani
- historie

Starovek: V antice byly formulovany a pomoci geometrie
feSeny ncktere 1zoperimetricke ulohy. Napriklad:
Najdéte rovnobéznik nejvetsiho obsahu pii
konstantnim obvodu.

Stredovek: Pozdéjl byly formulovany zejmena ulohy
zalozen¢ na rozkladu Cisel na soucet a soucin tak, aby
urcité kriterium meélo optimalni hodnotu.



Linearni programovani

- historie |l

Novovék: S rozvojem infnitesimalniho poctu se objevily
nyni klasické metody pro analyticke hledani extréemu
(prub¢h funkce aj.). Nasledovalo postupné

rozpracovani teoretickych poznatku, ktere pripravilo
nastroje pro 20.stoleti.



Linearni programovani

- historie |11

20.stoleti: Koncem tficatych let Kantorovi¢ formuloval
ekonomickou ulohu pomoci linearnich omezeni. Béhem druhé
svétove valky byly rozpracovany zaklady matematickych metod
organizace vojenskych operaci. V roce 1941 Hitchcock
formuloval dopravni Glohu, v roce 1945 formuloval Stiegler
dietni problém. V roce 1947 Dantzig formuloval ulohu pozdéji
nazvanou Koopmansem ulohou linearniho programovani.
Navrhl algoritmus nazvany simplexova metoda pro jeji feSeni. V
diskusi Dantziga a Von Neumanna byl zaveden pojem duality a
nasledovala desetileti bouflivého rozvoje optimaliza¢nich
modelu a metod a jejich aplikaci.



Linearni programovani

- obecna formulace

Necht jsou dany vektory a;, c € R"acislab, e R(1=1, 2, ..., m).
Poznamka: n je pocet proménnych a m pocet rovnic
Resime problém:
opt c'x opt € {min, max}
Za predpokladu:
a'x<b (iel)
a'x>b (iel)
a'x=b (iel-1-1)
kde 1 ={1,2,...m} l,cl; |,



Linearni programovani

- obecna formulace - priklad

ResSime problém:

Priklad:

max f(x)  f(x) = 20.x, + 120.x, + 100.x; + 140.x, + 40.X;
Obecng:

optc™x  opt € {min, max}
Konkrétné:

max (20, 120, 100, 140, 40)".x



Linearni programovani

Za predpokladu:
Priklad:

Obecné:

- obecna formulace - priklad

0,4.x, +0,3.X; + 0,6.X, + 0,6.X; <1500
0,05.x; + 0,2.x, + 0,1.x; + 0,1.x, <300

0,1.x; +0,2.x, +0,2.x3 + 0,1.x, + 0,2.Xx; <450
X, = 100

Xz > 200

aTx<b (iel)

aTx>h (iel)

aTx=h (iel-1,-1)

kde l={1,2,.m}k 1, cl;l, |



Linearni programovani

- obecna formulace - priklad

Konkrétn&: (0, 0.4, 0.3, 0.6, 0.6)T.x < 1500
(0.05, 0.2, 0.1, 0.1, 0)".x < 300
(0.1,0.2,0.2,0.1, 0.2)T.x < 450
(1,0, 0,0, 0)T.x > 100

0,0, 0,0, 1)T.x > 200

Poznamka: n=>5
m=5
|1={1, 2, 3,4,5}
1, ={1, 2, 3}
|, = {4, 5}



Linearni programovani

- standardni tvar

Obecnou formulaci ulohy lze zapsat v tzv. standardnim
tvaru:

Resime problém:
min c'x

Za predpokladu:
AX=D A e Rmxn
X=>0



Linearni programovani
- standardni tvar I

Vztahy, vyuzité pi1 pifepsani na standardni tvar:

max -> min
max f(x) = - min -f(x)

Pfepis rovnic:
a'x>b, = -a'x<-b



Linearni programovani
- standardni tvar Il
Nerovnost na rovnost:
a;'.x <D => a'X+X.,,=D0;,kde: X ,;,>0
kde X, ,; je umé&la proménnd, ktera se zacleni do vektoru
promeénnych X

=> novy vektor obsahuje prvky x,, X,, ..., X, piivodniho
vektoru X a navic pro kazdou i-tou nerovnost ¢len X,

pivodni vektor x: (Xq, X,, ..., X,)
novy vektor X:  (Xqg, Xp, «oy Xiy Xrsts X2y +or Xnam)



Linearni programovani

- standardni tvar - priklad

Priklad:
(0, 0.4, 03, 0.6, 0.6)".x<1500
(0.05,0.2, 0.1, 0.1, 0)T.x<300
(0.1, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2)T.x<450

Pfepis rovnic na tvar A.x = b:

(0 04 03 06 06 1 0 O) (1500
005 02 01 01 O O 1 O|.x=| 300
.01 02 02 01 02 0 O 1 \ 450 )

X >0




Linearni programovani
- dalsi definice

MnoZina pripustnych fesent:
S={x;Ax=Dhb; x>0}

V rameci této mnoziny minimalizujeme funkce C'X.

Piipustné feSeni X~ € S nazveme optimalnim reSenim
ulohy, jestlize:
c'x>c'X VXe$S



Linearni programovani

- reSeni ulohy

Grafické reSeni

Nejstarsi metoda pro feseni uloh LP.

Lze pouzit pro tlohy se dvéma piipadné tfremi proménnymi.

Pristup vhodny pro manualni feSeni, obtizné
automatizovatelny.

Simplexova metoda

NejcCastéj1 pouzivany pristup.

Lze implementovat pomoci vhodnéeho progamovaciho
Jazyka.



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni

Priklad:
Hledejte minimum funkce f(X) = X; - X, na mnozing
nezapornych feSeni soustavy:
2X, + X, 22
-3.X+ 2X, £6
X, + X, <4



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vvpocet pruseciku rovnic s osami:



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:
Px,! = (1, 0), Px,! = (0, 2)



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:
Px,! = (1, 0), Px,t =(0, 2)
Rovnice -3.x, + 2.X, <6:



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:
Px,! = (1, 0), Px,t =(0, 2)
Rovnice -3.x, + 2.X, <6:
Px,2 = (-2, 0), Px,2 = (0, 3)



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:
Px,! = (1, 0), Px,t =(0, 2)
Rovnice -3.x, + 2.X, <6:
Px,2 = (-2, 0), Px,2 = (0, 3)
Rovnice x;, + X, <4



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 11

Vypocet prusecikil rovnic s osami:
Rovnice 2.x, + X, 2>2:
Px,! = (1, 0), Px,t =(0, 2)
Rovnice -3.x, + 2.X, <6:
Px,2 = (-2, 0), Px,2 = (0, 3)
Rovnice x;, + Xx, <4
Px.3 = (4, 0), Px,3 = (0, 4)



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni 111




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni IV

Mnozinu S tedy tvoii pétithelnik s vrcholy:
[0, 2]; [0, 3]; [1, O]; [4, O] a pruseCik rovnic:

X, +X, <4 \5
-3.X; + 2.X, £6 4

[_?, ?] 2




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni IV

Mnozinu S tedy tvoii pétithelnik s vrcholy:
[0, 2]; [0, 3]; [1, O]; [4, O] a pruseCik rovnic:

X, +X, <4 \5
-3.X; + 2.X, £6 4

=> 3
[2/5, 18/5] 4




Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni V

Hledame minimum funkce f(x) = X, - X, na
mnozing S.

Znazornime-li soustavu rovnobézek:
X;-X, =k prok e S

zjistime, ze funkce f(x) = x, - X, nabyva
nejmensi hodnoty na mnoziné S ve vrcholu

12/5, 18/5].



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni VI

A+ 2 ¥ =6




Linearni programovani

- resSeni ulohy - grafické reseni VII

Priklad 2:

Hledejte minimum funkce f(X) = X; - X, na mnozing
nezapornych feSeni soustavy:

2X, + X, 22
'3.X1 + 2.X2 S 6
-X; - X, 21



Linearni programovani
- reSeni ulohy - grafické reseni VIII

&)




Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni IX

Hledame minimum funkce f(x) = X, - X, na
mnozing S.

Ale z pfedchoziho obrazku je jasné, ze S =

=> nelze najit optimalni feSeni



Linearni programovani

- reSeni ulohy - grafické reseni X

Priklad 3:

Hledejte minimum funkce f(X) = X; - X, na mnozing
nezapornych feSeni soustavy:

2X, + X, 22
-3.X+ 2X, £6
X; 20
X, >0



Linearni programovani

- reseni ulohy - grafické reseni XI
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Linearni programovani

- resSeni ulohy - grafické reseni XII

Hledame minimum funkce f(x) = X, - X, na
mnozing S.

Ale z predchoziho obrazku je jasne, ze
mnozina S je nekonecCna

=> nelze najit optimalni feSeni



Cviceni
- priklad |
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
-X, +3%X,< 9
2X;+ 3X,<18
2X, - X,<10
X, 20
X, 20
Maximalizace ucelove funkce:
f(x) =4 x, +2X,



Cviceni
- priklad I - 2

4/‘5 6 ?\E 9 ™10 X,
2xq + 3x, =1

Optimalni ieSeni:

X, =6 x,=2 z=28



Cviceni
- priklad 11
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X, +2X,<4
2X, - X, <4
X, + X,<9
X, 20
X, 20
Maximalizace ucelove funkce:
f(x) = x; + X,



Cviceni
- priklad II - 2

2:-:1-:-:2=4

Optimalni reSeni:Uloha ma nekone¢né mnoho optimalnich reSeni -
vSechny body usecky AB, pro které ucelova funkce z = 5.



Cviceni
- priklad 111

Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X, +X,24
-2X, + X, <2
X, - X, <0
X, 20
X, 20
Maximalizace ucelove funkce:
f(x) = 2x, + 4X,



Cviceni priklad IiI - 2

Optimalni FeSeni: Uloha nema koneéné optimalni feseni, uéelova funkce miize
na neomezene mnoZzing pripustnych feSeni nabyvat libovolné velkych hodnot.

V pripadé, Ze bychom fesili minimaliza¢ni problém, tj. hledali minimum funkce z
= 2X, * 4X, pf1 stejnych omezujicich podminkach, optimalni feSeni by odpovidalo
bodu B.



Cviceni
- priklad IV
Podnik vyrabi 4 druhu vyrobku. Jsou to vyrobky V,, V,,

V,; a V,. Spotfebovava k tomu material m (kg) a praci p

(hodiny). Pro vyrobky plati:

\4 | V2 V3 V4

Material [kg] 4 1 2 2
Prace [hodiny] 2 5 1 3
Cena [K(] 5 8 3 4

Kazdy den je k dispozici 30 kg materialu a 50 hodin
prace. V jakém mnozZstvi vyrabét V,, V,, V5 a V, tak,
aby byl maximalni zisk.



Cviceni
- priklad IV - 2
Matematicka formulace ulohy:

Hledame tedy nezaporn¢ hodnoty proménnych x; > 0
(j =1, 2, 3, 4), vyhovujici nerovnostem:
4X,+X,+2X3+2.X,2>30 (omezeni na material)
2.X; +5.X, + X3 +3.X, 250 (omezeni na préaci)
a maximalizujici uCelovou funkci:
f(x) =5.X; + 8.X, + 3.X; + 4.X,



Cviceni
- priklad V
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X; =20
X, + X, 20
2. Xy =Xy <2
Maximalizace ucelove funkce:
f(X) = x; - X,



Cviceni
- priklad VI
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X1, X5 2 0
X1 + X, <40
2.X; + X, <60
Maximalizace ucelove funkce:
f(x) =4.x, - 3.%,



