Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie

DEF:
Mnozina S < R" je konvexni, pokud VX;, X, € S:
A-X;+(1-A)-X, e Sprokazdé A € [0, 1].

DEF:

BodA - X, +(1-A)-X,proA e [0, 1] se nazyva
konvexni kombinaci x; a x..



Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie I

DEF:

Konvexni obal mnoziny S je nejmensi konvexni
mnozina obsahujici S. Oznacuje se conv(S).

DEF:

Mnozina P < R" je konvexni polyedr, pokud P je
konvexnim obalem kone¢né mnoZiny.



Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie Il

DEF:
Simplex je konvexni polyedr P = conv {v,, ..., V,,} < R",
kde v, — Vg, ..., V; — Vg jsou linearné nezavislé. Pokud

tedy m = n, jde o konvexni obal n + 1 bodu s
nenulovym objemem v R".

DEF:

Polyedricka mnozina je prunikem konecneho poctu
poloprostoru (Ize je zapsat ve tvaru {x € R"; a'x > a },
kdea € R", a € R).

Je zfejmé, ze mnozina pripustnych reSeni kazdé ulohy
linearniho programovani je polyedricka.



Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie IV

DEF: Krajni bod konvexni mnoziny S — R" je prvek S,
ktery neni netrivialni konvexni kombinaci dvou
ruznych bodu z S. Neexistuje y;, ¥, € S, Y1 # Yo, A €
(0,1):x=h-y, +(1-2) Y,



Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie IV

DEF: Smér (v bod€ x € S) v uzaviené konvexni
mnozin¢ S < R" je takovy nenulovy vektor d € R",
proktery3a>0:x+a-d e S.

%




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie V

DEF:

Krajni smér je smcr, ktery neni kladnou linearni
kombinaci dvou ruznych sméru.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie VI

Véta:
Kladna linearni kombinace sméru je opét smérem:
Je-ll oy, a, > 0:
X+o, -0, €S
—>X+o,-0;+0a,-d, €S
—>X+pB:-(a;-dy+a,-dy) e Sprop >0.
DEF:

Krajni smér je smer, ktery neni kladnou linearni
kombinaci dvou ruznych sméru.



Linearni programovani

- charakteristika krajnich bodu

Necht S={x|Ax=Db,x >0}, A e R™*"ah(A) =m.
X € Sje krajni bod S <

<> po permutaci sloupcli matice A (a odpovidajicich slozek
vektoru x) 1ze matici A vyjadrit jako A= (B | N), tak ze
plati:

()%

kde B € R™x™M je regularni a B-1.b > 0.



Linearni programovani

- viastnosti krajnich bodu

Necht S={x|Ax=Db,x >0} # .
Pak plati:
a) Existuje krajni bod mnoziny S.

b) Kazdy krajni bod mnoziny S ma nejvyse m kladnych
slozek. (

n

c) Mnozina S ma nejvyse mj krajnich bodu.



Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad

Ptiklad: 80 T
max 4x, + 3X, ;ED
X, + X, <40 50 |
2X; + X, <60 2 40

30 +

. . , 20 +
Ptepis rovnic na standardni tvar:

min (-4 -3 0 0) x N

(1 1 1 Oj (40) *
X =
2 1 0 1 60

X >0



Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad
Priklad:
max 4x, + 3X,

X, + X, <40
2X; + X, <60

Ptepis rovnic na standardni tvar:

min (-4 -3 0 0) x

(1 1 1 Oj (40)
X =
2 1 0 1 60

X >0



Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - priklad 11

Nasledujici tabulka uvadi piehled bazickych
proménnych Xg (zbylé proménné xy oznacujeme jako
nebazické proménné), bazickou matici B a
odpovidajici bazické reSeni x.

Dale je uvedeno, zda je bazickée feseni pripustne tj.
splituje x > 0 (zkratka BFS znaci basic feasible
solution).

Nakonec uvadime, kterym bodiim grafu ptislusi dana
bazicka feSeni, zda se jedna o krajni body a kterymi
omezenimi jsou body urceny.



Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

XB

B

X

BFS

graf

krajni

omezeni




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X 1 1
1, X2 (2 J
(1 1 ) (40)
X
2 1 60




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X2 (1 1) (20 20 0 0)
2 1
(1 1 ) (40)
X
2 1 60




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X2 (1 1) (20 20 0 0) | ano
2 1
(1 1 ) 40)
X
2 1 60




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X2 (1 1) (20 20 0 0) [ano | E
2 1
(1 1 ) 40)
X
2 1 60




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X2 (1 1) (20 20 0 0) |ano | E ano
2 1
(1 1 ) 40)
X
2 1 60




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Tabulka bazickych proménnych:

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni
X1, X2 (1 1) (20 20 0 0)|ano | E ano  |AEB, CED
2 1
(1 1 ) 40)
X
2 1 60




Tabulka bazickych proménnych:

Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni

X1, X2 1)|(20 20 0 0)|ano | E ano |AEB, CED
1

X1, X3 1 . -
0




Tabulka bazickych proménnych:

Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni

X1, X2 (1 1)|(20 20 0 0)|ano | E ano |AEB, CED
2 1

X, X3 | (1 1)[(30 010 0)|ano| C ano |CED, ACF
2 0

Xy, Xq| (1 O
2 1




Tabulka bazickych proménnych:

Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - prikiad 111

Xg B X BFS|graf | krajni | omezeni

X1, X2 (1 1)|(20 20 0 0)|ano | E ano |AEB, CED
2 1

X, X3 | (1 1)[(30 010 0)|ano| C ano |CED, ACF
2 0

X1, Xa| (1 0} |(40 0 0 -10) ne | A ne | ABD ACF
2 1




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - priklad 1V

Tabulka bazickych proménnych - 2. Cast:

X

BFS

graf

krajni

omezeni

XB B
X2, X3 (1 1)
1 0
X2, Xa| (1 1
2 0
X3, Xq|(1 O
2 1




Linearni programovani
- charakteristika krajnich bodu - priklad 1V

Tabulka bazickych proménnych - 2. Cast:

XB B X BFS | graf| krajni | omezeni

X2, X3 [1 1) (0 60 —20 0)| ne | D ne CED, DBF
1 0

X2, X4|(1 1) |(0 40 0 20) | ano | B ano |AEB, DBF
2 0

X3, X4| (1 0} (0 0 40 60) | ano | F ano DBF, ACF
2 1




Linearni programovani

- charakteristika krajnich sméru

Necht S={x|Ax=Db,x >0}, A e R™*"ah(A) =m.

d € R"je krajni smérv S <

<> po permutaci sloupcli matice A (a odpovidajicich slozek
vektoru x) 1ze matici A vyjadrit jako A= (B | N), tak ze
B ., < 0 pro ncktery sloupec a; matice N a plati:

d=o
€

kde o >0ae; = (g, - ,&nm) adaleg;=1ag;=0pro
| # ].



Linearni programovani

- viastnosti krajnich smérii
Necht S={x|Ax=Db,x >0} # .

Pak plati: (n

\Y2 /4 . r W j n o m b 4 v O
Mnozina S ma nejvySe \m krajnich sméru.



Linearni programovani

- véta o reprezentaci

V¢éta o reprezentaci:

Necht S={x|Ax=b,x2>20} =, Ae R™"ah(A)=m
a necht’ x4, ..., X, jsou vSechny krajni body S ad,, ..., d,
vSechny krajni sméry S.

Pak platix € S <
dA; > 0, Zk:ki =1, du; > 0 tak, ze:



Linearni programovani
- zdkladni véta LP

Ziakladni véta linearniho programovani:

M¢éjme ulohu linedrniho programovani ve standardnim
tvaru, h(A) =m, S # . Necht’ x4, ..., X, jsou vSechny
krajni body Sad,, ..., d, vSechny krajni sméry S.

Pak existuje min{c'x; X € S} <
c'd; =0 proVvj=1, .., 1

Jestlize existuji optimalni feSeni, pak existuje mezi nimi
alespon jeden krajni bod.



Linearni programovani

- metody nalezeni minima

* Pfima metoda
« Simplexova metoda.

Prima metoda:

* najdeme vSechny krajni body

* spocitame hodnotu ucelove funkce pro tyto body

* ma-li uloha optimalni fesSeni, je jim krajni bod s nejvétsi
hodnotou ucelové funkce



Linearni programovani

- primd metoda

Problém pi1 této metodé spociva v tom, Ze pocCet krajnich
bodu s rostoucim poc¢tem promeénnych rychle narusta:
N proménnych => 2N kandidatd na krajni bod
Vyhledat vSechny krajni body znamena vybrat z matice A
vSechny regularni submatice fadu m a vyfesit pro
kazdou z nich soustavu:
B.xg=b
Pokud je jeji feSeni nezaporné, ziskali jsme (po
doplnéni nulovymi slozkami) krajni bod mnoziny M.



Linearni programovani
- primad metoda 2

Takovy postup je numericky schudny jen pro ulohy malé
dimenze.

Navic nemame piredem zarucCenou existenci optimalniho
feSeni, takze nalezene nejlepsi zakladni feSeni nemusi
byt feSenim optimalnim.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip

Prochazi krajni body mnoZiny piipustnych feSeni jistym
racionalnim zpusobem (napriklad nikdy neprejde do
bodu s vyssi funk¢ni hodnotou).

Zpusob prochazeni mnoziny pfipustnych feseni 1ze snadno

popsat geometricky:

» Predpokladejme, Ze mame krajni bod x, mnoziny

pripustnych reSeni M.

7 tohoto krajniho bodu vychazi kone¢né mnozstvi hran
mnoziny M, z nichZ kazda bud’ obsahuje bud’ jediny
dalsi krajni bod mnoZiny M, nebo je neomezena.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip Il

Jestlize na nékteré neomezen¢ hrané existuje bod, pro
ktery je hodnota uc¢elové funkce nizsi nez c'x,, nema
uloha optimalni feseni a postup konci.

V opa¢ném pripad¢ hledame sousedni krajni bod, pro
ktery je hodnota kriterialni funkce nizsi nez c'x,,
Necht je to krajni bod x,. Pak stejny postup, ktery jsme
dosud aplikovali na bod x,, aplikujeme nyni na bod Xx;.

Pokud neexistuje sousedni krajni bod s vlasnosti cx >
C"X,, j& X hledanym optimalnim feSenim.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip |

Princip:
X=(Xg Xpn)y, Xy=0, XgeRMXxyeRM™
A=(B|N), B eRMxm B RM™x(MN) B jeregularni

Krok metody = vyména jedné nebazové proménné (z x,)
za bazovou proménnou (z xg) tak, aby c'x kleslo.
Vymeéna znamena, ze tato dosud bazova proménna pak

bude mit hodnotu 0, a ta dosud nebazova néjakou
kladnou hodnotu => budeme opét v krajnim bodg¢.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip 1V

« Jak vybrat nebazovou proménnou, kterou
presuneme do baze?

Pomoci redukovaneho cenoveho vektoru :-).
Odvozeni vztahu pro redukovany cenovy vektor:

=> Vyjadiime c'x za predpokladu Ax = b pouze
pomoci promenne Xy



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip V

=> Vyjadiime ¢'x za predpokladu Ax = b pouze pomoci
promeénne Xy;.
Plati: (B|N) (Xg, X\)"=Db
=>B.Xg + N.xy =D
=> X5 = BL.(b— N.xy)
C'X =cCg'Xg+ CyXy =Cg"BL.(b—N.xy) + Cy' Xy =
=cg"'Btb +(cy—NT.BT.cg)lxy=
= konst. +dy
kde dy je redukovany cenovy vektor



Linearni programovani
- simplexova metoda - princip VI
Pokud jsou vSechny slozky xg kladné a n€ktera

slozka (napiiklad dy ;) vektoru dy zaporna, miizeme
snizit hodnotu c'x tim, Ze do xg pfesuneme Xy ;.

Teoreticky muzeme zvolit libovolnou slozku x; S
dyi<O.

Pokud neexistuje v dy zaporna slozka, aktualni bod
X Je minimem.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip VII

Pokud je zde vice nez jedna zaporna slozka, pak v
1dealnim pripad¢é zvolime tu slozku, ktera vede k
nejvétsimu poklesu c'X.

Existuje mnoho heuristik pro vybér vhodné slozky:.
Napriklad Dantzigovo pravidlo:

Zvolte tu slozku dy;, kterd ma co nejvétsi zapornou
hodnotu.



Linearni programovani

- simplexova metoda - princip VIII

Pokud mame vybran index 1 slozky vektoru x,
kterou presuneme do baze, musime vypocitat

hodnotu Xy ;:

Xni =min s

(B™),

\(B_lNi)j

:(B™N;), >0

N

'

J

Pomoci této hodnoty muzeme dopocitat xg:

Xg = B1(b—N

XN,i)



Linearni programovani

- simplexova metoda - algoritmus

0) Najdi néjaky krajni bod x = (xg, Xy ), Xy = 0 a
AX = b.
1) Vypocitej redukovany cenovy vektor:
dy = (cy—NT.BT.cg)’
Pokud dy > 0, pak jsme v minimu
Jinak zvol 1 tak, aby d; = min, d,
2) Vypocite] X ; @ Xg.
3) Pro prvni j, pro ktere Xg; = 0 vymé&i xy; a Xg ;-
4) Jdi na 1).



Linearni programovani

- simplexova metoda - dvoufazova

ad 0): Pro vybér prvniho krajniho bodu 1ze rovnéz
vyuzit minimaliza¢ni algoritmus => tzv. dvoufazova
metoda.

I) Reéenrin pomocne¢ ulohy:
min > 1. za pfedpokladur=Ax —b, x>0, r>0
I=1

11) Reseni min c"x za predpokladu Ax = b, x > 0.



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka

Pr1 ruCnim feSeni uloh se velmi dobie osvédCuje
usporadani vypocti do tzv. simplexove tabulky,
ktera obsahuje koeficienty soustavy m+1 linearnich
rovnic ve standardnim tvaru o n+1 neznamych.



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka

f(x) | X1 | Xo | oo | X




Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka

Do hlavicky simplexové tabulky piSeme oznaceni vSech
proménnych (prvni z nich je promeéna f(x)).

Do prvniho sloupce piSeme oznacCeni proménnych, ktere
tvori v prislusném kroku zkoumany krajni bod (=
tzv. zakladni feSeni).



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka I

Do posledniho sloupce piSeme prave strany soustavy
linedrnich rovnic.

Posledni fadka odpovida rovnici pro ucelovou funkci.

Vstupujici proménné odpovida v tabulce tzv. kliCovy
sloupec.

Radek, obsahujici vystupujici proménnou, je kli¢ovy
radek.

Prvek lezici v priseciku klicového tadku a kliCového
sloupce nazveme kli¢ovym prvkem.



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - iniciace

M¢éjme ulohu LP ve
standardnim tvaru:

Do simplexové tabulky
J1 zapiSeme takto:

(all a21 a'1n\ / bl\
: : C X =]
\aml a‘m2 amn) \bm/
(c, ¢, C,)-x="f(x)
f(x) | X1 | Xp Xn
Xk1 0 |ap; ay a;m | by
Xkm O dm1 | Am2 dmn bm
f(X) | Ci | C Cq 0




Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - vypocet

Kritérium pro to, zda je feSeni optimalni, dava radka
f(x). Pokud obsahuje zaporné koeficienty, neni feseni
optimalni.

Vstupujici proménna (promenna, ktera se prida do baze)
je ta, ktera ma nejvetsi zapornou hodnotu v
poslednim radku.



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka I

Vystupujici proménnou urCime tak, ze délime postupné
Cisla v poslednim sloupci tabulky €isly z klicového
sloupce, pokud jsou tato Cisla kladna. Zvolime tu
proménnou, pro niz vyjde neymensi hodnota.

V dalSim reSeni postupujeme takto:

V prvnim sloupci nahradime oznaceni vystupujici
proménne oznacenim vstupujici promeénné.



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - simplexova tabulka I

Prvky v fadku vstupujici proménné dostaneme tak, zZe
délime prvky kliCoveho radku kliCovym prvkem

Prvky v ostatnich fadcich dostaneme tak, Ze od kazdeho
fadku odeCteme takovy nasobek fadu vstupujici
promeénngé, aby v kliCovém sloupci byly nuly (kromé
jednicky v radku vstupujici proménng)



Linearni programovani
- simplexova metoda - praxe - priklad
Naléezt maximum funkce: f(x) = 4x, + 2x,
Za podminek: -x;+3x,<9; 2x,+3x,<18
2X1 - X, <10; X, X, 20
5 X302
Standardni tvar rovnic: |
-X; +3X, + X3=9
2X+ 3%, +X, =18 *#
2Xq - X, + X5 = 10
f(x) - 4x,- 2%, =0

-x2=10

2%, +3%, =18




Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - priklad

Standardni tvar rovnic:

-X; +3X, + X3 =9;
2X1 - X, + Xz = 10;

Do simplexove
tabulky je
zapiSeme
takto:

2X, + 3X, + X, =18
f(x) - 4x,- 2%, =0

I | I(X) | x| X2 | X3 | X4 | X5

X3 O -1]3|1]0]O0 9

x4 | O 12131701 ]0]| 18

xs | 0 (2 |-1]0 0|1 10
fx)] 1 |-4]-2,0]0 0 0




Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - priklad

Do simplexove I X)) | xq | X | X3| X4 X5
tablf!kyje X3 O -1/3[1]01]0 9
zapiseme
takto: X4 0 2130110 18

X5 0 2 1-110]0 |1 10
fix)| 1 |-4/-2/0/0]0] 0O

Vychozi zdkladni feSent:
X, =0,% =0,X;3=9, %, =18, x: =10, f(x) =0



Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - priklad

Do simplexove
tabulky je
zapiSeme
takto:

I1. f(x) X1 X, X3 X4 X5

X3 0 0 | 5/2 1 0 1/2 14

X4 0 0 4 0 1 -1 8

X1 0 I |-1/2| O 0 1/2 5
f(x) 1 0 -4 0 0 2 20

Vychozi zakladni feSent:

X; =5, %X,=0,X3=14,x,=8, X =0, f(x) = 20




Linearni programovani

- simplexova metoda - praxe - priklad

Do simplexove
tabulky je
zapiSeme
takto:

Optimalni feSeni:

I11. f(x) X X5 X3 X4 X5

X3 0 0 0 1 |-5/8| 9/8 9
X4 0 0 1 O [(1/4|-1/4 2
X1 0 1 0 O [ 1/8 | 3/8 6
f(x) 1 0 0 0 1 1 28

X;=6,X=2,X=9,%X,=0, X% =0, f(x) = 28




Cviceni
- priklad 1

Naleznéte krajni body mnoziny ptipustnych feseni
ulohy:

Nalézt maximum funkce:
f(x) = 15x,; + 2x,

Za podminek:
X{+ X, <06
X;-%,<0
X; >0




Cviceni
- priklad 2

Nalézt maximum funkce:
f(x) = 15x, + 10x, + 12x5 + 25X,
Za podminek:
2X, + 4X5 + 5X, = 5000
2X, + 2%, + 4X, > 6000
10x,; + 5, + 4x5 + 10x, = 18000
X; =0



