Kapitola 6

LL gramatiky

6.1 Definice LL(k) gramatik

Definice 6.1. Nechi G = (N, X, P, S) je CFG, k > 1 je celé &islo. Definujme funkci
FIRSTS : (NUX)T — P({w € ¥* | |w| < k}) predpisem

FIRSTS () ={w e & | (a = wA |w| < k) V (@ =" wz A |w| = k Az € %)}
afunkci FOLLOWS : N — P({w € ¥* | |w| < k}) piedpisem
FOLLOWS (A) = {w € ¥* | S =* yAa, w € FIRSTS (a)}.
Necht déle w = ajas . . . a, je libovolny fetéz. Pak klademe

ai...ar k<n

w kE>n

k:w=

Poznamka 6.2. Necht relace =, znali levou derivaci, = jako obvykle jeji transitivni
a reflexivni uzavér. Neni t€zké ukazat, Ze pokud bychom v definicich funkci FIRST a
FOLLOW poutzili =% namisto =*, obdrzime tytéZ mnoZziny termindlnich fetézd, tj. napiiklad
plati: FOLLOWS(A) = {w € ¥* | S =% zAa, w € FIRSTS (a)}. K tomu sta&i
indukci ovéfit nasledujici dvé tvrzeni (pfi obvyklém znafenia X,Y € (N U X)*):
M{weX |y=2Tw={weX|y="w} a
Q)je-iY =" vyXBAy=>"xz A ="y, pakY =] tXa A o =" y pron&jaké a.
Umluva: V dal$im textu budeme i levé derivace zna&it symbolem = resp. =", pokud

nebude feceno jinak.

Definice 6.3. Nechi G = (N, X, P, S) je CFG, k > 1 je celé &islo. Rekneme, 7e G je
LL(k) gramatika, pravé kdyz pro libovolné dvé nejlevéjsi derivace (w € X*)

(1) S="wAa = wha = wr 6.1)
(2) S="wAa = wya =" wy , podminka (6.2)
3) k:x=k:y (6.3)

implikuje rovnost 8 = 7. (6.4)
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152 KAPITOLA 6. LL GRAMATIKY

Rekneme, 7e gramatika G je LL pravé kdyZ je LL(k) pro n&jaké k € N, jazyk L je LL(k)
pravé kdyz existuje LL(k) gramatika G takovd, ze L = L(G).

6.2 Vlastnosti LL gramatik

Véta 6.4. Kazda LL(k) gramatika je jednoznacna.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze G neni jednozna¢nd. Pak existuje véta u € L(G), kterd md
alespori dvé riizné levé derivace:

(1) S ="wAa = wha =" wr =u
(2) S ="wAa = wya =" wy =u

kde A — (| v jsou dvé riznd pravidla. Pak k : x = k : y =, ale 3 # ~, a tedy G nen{
LL(k). O

Véta 6.5. Je-li G levorekurzivni, pak neni LL(k) pro Zadné k.

Diikaz. Necht G = (N,%, P,S). Bud A € N levorekursivni netermindl, tj. A =* A«
pro néjaké a. Jestlize « =" ¢, pak G nenf jednoznacna, a tedy ani LL(k).

Jestlize o A* e, necht o =* v,v € LT, a A =73 =* u, kde 8 A* A« (pouZiti
pravidla, které jiz nevede k levé rekurzi A =* Acq). Pak existuji levé derivace:

(1) S =*wAd =* wAd*d =T whaka/ =* wuv*a’

(2) S =>"wAd =* wAdkd =T wAr T = wut T

kde k : wv* = k : uvFt1. Soucasné vsak muselo byt (viz kroky =) v jistém kroku
derivace (1), konkrétng v &isti A =7 3, pouZito n&jakého pravidla pi, které jiZz nemize
vést na levou rekurzi; v odpovidajicim kroku derivace (2), konkrétng v &asti A =1 Aa, ale
bylo pouzito jiného pravidla py, které k levé rekuzi vede. Tedy p1 # p2 a G neni LL(k). O
Véta 6.6. Nechi G = (N,3, P, S) je CFG. Pak G je LL(k) pravé kdyZ plati podminka:
Jsou-li A — (3 a A — ~ dvé libovolna riizna pravidla v P, pak pro vSechny nejlevéjsi
vétné formy w A« plati:

FIRST(Ba) N FIRST . (yar) = 0.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze existuji w, A, o, 3, -y tak, jak uvedeno vyse, ale FIRST . (Ba)N
FIRST(ya) # 0. Nechi z € FIRST(Ba) N FIRST i (yex). Odtud (a z pfedpokladu o
wAa a z definice funkce FIRST) plyne existence dvou derivaci

S =*wAa = wla =" way

S ="wAa = wya =" wrz
asouCasné k : xy = k : xz, protoze x € FIRST(Ba) N FIRST ;. (va) (e-li |x| < k, pak

y = € = z). JelikoZ mame (3 # ~, pak G neni LL(k).
Naopak, pfedpokladejme, Ze G neni LL(k). To jest, existuji dvé rizné derivace
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S =*wAa = wla =" wx

S ="wAa = wya =" wy

takové,7e k : x = k : y,ale B # . Tedy A — fa A — ~ jsou dvé ruznd pravidla, ale
mnoZiny FIRST(B«a) a FIRST k. (ya) nejsou disjunktni — ob& obsahuji fetéz k : z. [

Disledek 6.7. Nechi G = (N, X, P, S) je CFG bez e-pravidel. Pak G je LL(1) prdvé kdyz
VA € N apro kazdd dvé riizna A-pravidla A — (3, A — ~ z P plati

FIRST:(3) N FIRST1(v) = 0.

Diikaz. Jelikoz B A € ay A% ¢, pak
Va. FIRST,(Ba) N FIRST (ya) = FIRST(8) N FIRST (7). O

Véta 6.8. Nechi G = (N, X, P, S) je CFG. G je LL(1) gramatika pravé kdy?VA € N a
pro kazda dvé riiznd A-pravidla A — (3, A — ~ z P plati

FIRST,(BFOLLOW (A)) N FIRST,(vFOLLOW 1(A)) = 0 (6.5)

Diikaz. Pro 8 # ~ provedeme rozbor po piipadech:

e je-li § =* eay =" ¢, pak G neni jednoznacnd. Tedy G neni LL(k) a souCasné
prinik (6.5) je neprdzdny: je roven FOLLOW 1(A).

e je-li B #* cay A ¢, pak tvrzeni plati diky disledku 6.7.

e je-li § A* eay =" ¢, pak z véty 6.6 pro tento piipad plyne, Ze G neni LL(1), pravé
kdyz existuje levd vétna forma wA« tavovd, ze FIRST1(3) N FIRST:(«) # 0,
pravé kdyz FIRST1(3FOLLOW 1 (A))NFIRST1(yFOLLOW 1 (A)) # 0, protoze
FIRST,(«) € FOLLOW (A). Identicky pro piipad 8 =* cay A& ¢.

O

6.3 Syntakticka analyza LL(1) gramatik

Syntaktickou analyzu LL(k) gramatik I1ze provadét deterministickym zdsobnikovym auto-
matem automatem (DPDA). PoZadujeme vSak, aby v pfipadé€, Ze vstupni slovo patii do
jazyka, automat navic poskytl informaci o struktuie véty (napiiklad jeji levé odvozeni, ¢i
derivacni strom, resp. jednoznacné zakédovani tohoto stromu). Proto automat rozsitime
0 moZnost zapisu vystupniho symbolu na (pfidanou) vystupni pasku Formalni definici
takového automatu s vystupem ponechdvame Ctenéfi.

Syntaktickou analyzu ukdZeme nejprve pro LL(1) gramatiky, pfi¢emz piimo vychazime
z tvrzeni véty 6.8.

Necht je ddna LL(1) gramatika G = (N, X, P, S), kde pravidla z P jsou o¢islovana
i =1,...,card(P). Je-li w € L(G), pak levym rozborem w nazveme posloupnost &isel
pravidel pouzitych v levém odvozeni véty w.
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DPDA A provad&jici LL(1) syntaktickou analyzu vét z L(G) ma jeden stav, poCate¢ni
obsah zdsobniku je S$, kde S je kofen gramatiky G a $ je symbol nevyskytujici se v gra-
matice. Automat akceptuje prazdnym zdsobnikem. Oznaéme M piechodovou funkci' typu

M:(NUZU{$}) x (BUe) — {<ao,i>]|A— ajei-tépravidlov P} U
{odstrai, pfijmi, chyba},
a je definovéna takto:
1. Je-li A — « i-té pravidlo, klademe M (A, a) =<, i> pro vSechna a € FIRST1(«).
Je-li téZ ¢ € FIRST: (), pak M (A, b) =<a,i> pro viechna b € FOLLOW{(A).
V obou ptipadech: je-li
2. M(a,a) = odstrafi, pro v§echnaa € ¥ .
. M(8,¢) = pfijmi. Automat vymaZe ze zdsobniku symbol $ a akceptuje.
4. M(z,a) =chyba,prox € ¥,z # a.

Uvedend piechodova funkce M se téZ n€kdy nazyvd LL(1) tabulkou pro G, jeji
ést zkonstruovand dle bodu 1 pak redukovanou LL(1) tabulkou. Diky V&t 6.8 se snadno
nahléne, Ze M je ptechodovou funkci deterministického PDA (s vystupem), a to prave
kdyz G je LL(1); v opatném piipad€ by M (A, a) obsahovala dvé rizné polozky < v, >
a <f3,j> prondjakd A € N,a € X U {e}. Cinnost automatu lze neformaln& popsat takto:

1. Je-li na vrcholu zdsobniku netermindl, feknéme A, pak automat ma (v obou podpfipadech)
udglat krok dle bodu 1 definice funkce M. Nechf prvni symbol jesté nezpracované

Césti vstupu je a: automat provede e-krok, nahradi A na vrcholu zasobniku fetézem

« a na vystup zapise i, tj. ¢islo pouzitého pravidla A — «.

2. Je-li na vrcholu zasobniku termindl, feknéme a a na vstupu je rovnéz a, pak (tak jako

u nedetermininistické analyzy shora dolti) automat ptecte ze vstupu a a z vrcholu

z4sobniku a odstrani.

3. Je-li na vrcholu zdsobniku symbol $ (indikujici “prdazdny” zdsobnik) a na vstupu je

(jiz jen) € (indikujici eof vstupniho souboru), automat akceptuje (vymaze zasobnik).

4. ve vSech ostatnich pfipadech automat ukonci vypocet a neakceptuje.
Vyse uvedené tvahy lze formalizovat takto: mnoZinu konfiguraci K automatu 4 definu-
jeme jako (NUXU{$})* x (XUe)* x {1,...,card(P)}* reprezentujici obsah zdsobniku,
dosud neprecteno Cast vstupniho slova a dosud vyprodukovany vystup. Pocatecni konfig-
uraci pro vstupni slovo w je (S$,w, €). Na K definujeme bindrni relaci (krok vypoctu) -
takto:

1. (ax, Ay, m) F (az, oy, wi) jestlize M(A,a) =<a,i>.
2. (azx,avy,m) F (x,v,7) (pozn.: v tomto pfipadé je M (a, a) = odtrafi).
3. (&,8,7) F (g,¢,m) , kde (g,¢, ) je akceptujici konfigurace a 7 je levy rozbor w €

L(G).
Pro ostatni konfigurace neni krok vypoctu definovin. Pfipadné je moZzné K rozsifit
o konfiguraci “chyba” a definovat:
4. (ax,X~,m)F chyba
Tvrzeni obsaZené v bodé 3 je tfeba dokdzat:

1. ProtoZe automat ma jen jeden stav, v definci pfechodové funkce ho neuvadime.
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Véta 6.9. Nechi G = (N,X, P, S) je LL(1) gramatika, jejiZ pravidla jsou oéislovdna
i=1,...,card(P) a necht A s pfechodovou funkci M jsou takové, jak definovdno vyse.
Pak plati: (S$,w,e) F* (e,e,7) < w € L(G) a~ je levy rozbor w.

Diikaz. 1dea diikazu: nechi A je PDA provadéjici nedeterministickou syntaktickou analyzu
vét z L(G) zkonstruovany dle lemmatu o nedeterministické syntaktické analyze shora dold.
Lze ovéfit, Ze kazdy dspé&$ny vypocet automatu N lze simulovat vypoStem v A a téZ i
obracené, Ze ke kazdému akceptujicimu vypoctu v A existuje ispéSny vypocet automatu
N (po piipadech dle definice pfechodovych funkci automati N a A). JelikoZ nahrazovan{
netermindld na vrcholu zdsobniku odpovida levé derivaci, je 7 je levym rozborem w. [

6.4 SLL(K) gramatiky a jejich analyza

Pozorny Ctendr si jisté polozil otdzku, zda tvrzeni Véty 6.6 nejde z piipadu k = 1 zobecnit
na k > 1. Ukazeme, Ze tomu tak neni. Nejprve se zabyvejme podminkou (6.5) z Véty 6.6
zobecnénou pro k > 1.

Véta 6.10. Pro libovolnou redukovanou CFG G = (N, X, P, S) a libovolné k > 1 celé
jsou ndsledujici dvé tvrzeni (6.6) a (6.7) ekvivalentni:

VAeN.VA— (B |y B#7: 6.6)
FIRST(BFOLLOW (A)) N FIRST;,(vFOLLOW .(A)) = '
Pro libovolné dvé levé derivace (1) S =* wAa = wha =* wz
* / !/ !/ / * !
(2) S="wAd = w'yd =% w'y ©6.7)

(3) podminka k:x=k:y
implikuje rovnost 3 = .

Diikaz. Negace tvrzeni (6.6) je ekvivaletni s tvrzenim:

JAeN. A= B |v. B#7:
Jy € FIRST,(BFOLLOW ,(A)) N FIRST ,(vFOLLOW ,(A)),

které je ekvivaletni tvrzeni:

JAeN. JA—- (| ~:
S =% wAd, ye FIRST(B),
S =% w'Ady, ye FIRST(vd2) af #,

coZ je ekvivalentni negaci trvrzeni (6.7) — viz definice FIRST, FOLLOW a poznidmka 6.2.
O

Je tedy vidét, Ze kazda gramatika spliujici podminku (6.7) je LL(k) gramatikou, ale
obréacené tvrzeni neplati: 1ze ukazat (viz niZe), Ze pro kazdé k > 1 existuje LL(k) gramatika
takovd, Ze nesplituje podminku (6.7). M4 tedy smysl definovat tzv. SLL(k) gramatiky, a to
(naptiklad) takto:
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Definice 6.11. Nechi G = (N, X, P, S) je redukovand CFG, k > 1 je celé &islo. fekneme,

Mev s

Ze G je SLL(k) gramatika, praveé kdyZ pro libovolné dvé nejlevéjsi derivace (w € ¥*)
(1) S="wAa = wha =" wz
(2) S=*wAd = w'yad' =* w'y , podminka
(3) k:x=k:y
implikuje rovnost 3 = ~.
Rekneme, Ze gramatika G je SLL pravé kdyz je SLL(K) pro n&jaké k € N, jazyk L je
SLL(k) pravé kdyz existuje SLL(k) gramatika G takovd, Zze L = L(QG).

Je tedy vidét, Ze syntaktickd analyza SLL(k) gramatik je pfimocarym rozsirenim
syntaktické analyzy LL(1) gramatik. Detaily (zatim) ponechavame Ctenafi.

6.5 Priloha: algoritmy pro vypocet funkci FIRST a FOLLOW

Nechi X je abeceda, L1, Lo C ¥*, k > 1. Definujeme funkci @, : ¥* x ¥* — ¥* takto:
Li®r Lyo={w| w=k:zy prondjakd = € L1,y € La}.

Je déna gramatika G = (N, X, P,S) afetézeca=Y; - Yo - - - - Yi,kdeY, = NU3.
1) FIi(z) = {z} prox € &
2) Vypolet FI(z) prox € N:

Nechi N = {Xj, Xs,..., X, }. Budeme pocitat hodnotu FI(X;) soucasn& pro

viechny netermindly (i = 1, ..., n). Necht vSechna pravidla pro neterminal X; jsou
tato:
Xi—=Y VYR Y Y
Potom
FI(X;) = | FI,(Y}) & FI,(YY) @ ... &k FIk(Ykll)]
U U

[ FIk(Yll) D FIk(Yzl) DPr ... Dr FIk(Ykll) ]
Hodnoty F'I;(X;) jsou pevnymi body uvedené soustavy rekurzivnich rovnic. Poéateéni
hodnoty jsou FI;,(X;) = 0.
3) FIRSTk(a) = F]k(Y1) D FIk(Y2) D - D FI]C(YI)

Je ddna gramatika G = (N, X, P, S). Funkce FO je definovédna pro A € N.
Postupné po&itdme hodnoty: FO;(A) pro vSechny A € N,
FO3(A) pro vSechny A € N

FOy(A) pro viechny A € N

Pii vypoctu FO;(A) postupujeme nésledovné:
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1) FO;(S) := {e} pro poCdte¢ni netermindl S.
FO,(A) := () pro ostatni netermindly.
2) Pro kazdé pravidlo tvaru: B — oA € P,kde 3 # ¢

FO;(A) :== FO;(A) U[(FL(B) — {e}) @ FO;—1(B)]

3) OPAKUIJ
Pro kazdé pravidlo tvaru: B — a A € P, kde 5 = e nebo € € FI(f3)

Tak dlouho, dokud se nedosdhne pevného bodu.

6.6 Transformace gramatik do LL(1) tvaru

e odstranéni levé rekurze
o leva substituce — odstranéni konfliktu FIRST-FIRST
e pohlceni pravého kontextu — odstranéni konfliktu FIRST-FOLLOW



