1 Zakladni formalismy matematiky

Motivace: Studium informatiky neznamend jen , naulit se néjaky programovaci ja-
zyk"“, nybrZ zahrnuje cely soubor dalsich relevantnich pfedméti, mezi nimiZ najdeme
i matematicko—teoretické (formalini) zaklady moderni informatiky.

NéplIni prvnich dvou lekci nadeho pfedmétu je pravé studenty do potfebnych matema-
tickych formalismi uvést a dat jim tak prvni ochutndvku ,matematiky vysokoskolské

Grovn&". Tato matematika je (moZnd na rozdil od vasi dosavadni stfedokolské

zkuZenosti) zaloZena na presném formdlnim vyjad¥ovani, chdpani a odvozovéni a na
rigoréznim Gsudku podloZeném poctivou matematickou logikou.

Struény piehled lekce

* Pochopeni p¥irozeného i formalniho zapisu a vyznamu matematic-
kych tvrzeni (vét).

* Pochopeni spravného formalniho zplsobu argumentace v matematice
(dikazi).

* Rozbor logické struktury matematickych v&t a pojem vyroku. Zaklady
vyrokové logiky.
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1.1 Vyznam matematickych tvrzeni

Matematika (tudiz i teoretickd informatika jako jeji souast) se vyznaluje velmi
pFisnymi formalnimi pozadavky na korektnost vyjadfovani a argumentace.

o Matematické tvrzeni je obvykle vysloveno ve tvaru

wJestlize plati predpoklady, pak plati zavér".

Tomuto tvaru se odborné ¥ikd implikace.

Pro pochopeni vyznamu je klicové vzdy spravné identifikovat, co jsou v dané
vété ony zminéné predpoklady a co je zdvérem.

P¥iklady b&zné formulace matematickych vét:

x Je-li x > 1, pak plati 22 > x.

* Kone¢nd mnozina ma kone¢né& mnoho podmnoZin.
* sin?(a) + cos?(a) = 1.

* Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.

Co presné& nam uvedené matematické véty Fikaji?
Casto pomiiZe pouhé rozepsani definic pojmi, které se v dané vété vyskytuji.
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O pravdivosti implikace

Hned na zacatek vykladu zddraziiujeme, jak moc dileZité je pochopit sprdvny
logicky vyznam matematického tvrzeni vysloveného zminénou formou implikace
(,jestlize ..., pak ...").

Pravdivost takového tvrzeni je tfeba chdpat v ndsledujicim vyznamu:
Pro kaZdou situaci, ve které jsou spinény vSechny predpoklady, (*)

je platny i zavér tvrzeni.

Voln& ¥eteno, z predchoziho kritéria (*) vyplyvd, Ze pokud predpoklady nejsou
splnény nebo jsou sporné, tak celé tvrzeni je platné bez ohledu na pravdivost
zavéru!

NEPRAVDA =- COKOLIV
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Ptiklad 1.1. Je pravdivé ndsledujici matematické tvrzeni?

Véta. Méjme dvé kulicky, Cervenou a modrou. Jestlize Eervena kulicka je téZsi nez
modra a zdroveri je modrd kulicka t&Zsi neZ ta Cervend, tak jsou obé kuli¢ky ve
skutecnosti zelené.

,, To pfece nemiiZe byt pravda, jak miiZe byt jedna kuli¢ka t&Zsi neZ druha a naopak
zaroveri? Jak mohou byt nakonec obé& zelené? To je celé néjakd blbost. .. *

Ano, vySe uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou vé&tu. PFesto viak tato véta

pravdiva je!

Stadi se vratit o kousek vySe ke kritériu — Pro kaZdou situaci, ve které jsou splnény

v8echny predpoklady, je platny i zavér tvrzeni — které je zjevn& naplnéno. Nenaleznete

totiz situaci, ve které by byly splnény oba p¥edpoklady zdroven, a tudiz ve vSech ta-

kovych neexistujicich situacich si mizete ¥ikat cokoliv, tfeba Ze kuli¢ky jsou zelené.
O
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Ptiklad 1.2. Anna a Kléara pFisly na prednasku a usadily se do lavic. Pro¢ je pravdivé
toto matematické tvrzeni?

Véta. Jestlize Anna sedi v prvni fadé lavic a zaroveri Anna sedi v posledni Fadé
lavic, tak Klara nesedi ve druhé Fadé& lavic.

Opét je tieba se peclivé zamyslet nad vyznamem predpokladi a zavéru. Avsak tentokrat
neni situace predpokladi tak trividlné spornd, jako byla v P¥ikladu 1.1. Kdy tedy mohou
nastat oba pfedpoklady (o tom, kde sedi Anna) zdrovefi?

KdyZ prvni Yada lavic je zaroveii ¥adou posledni.

Neboli posluchdrna m3 jen (nejvyZe) jednu ¥adu lavic a Klara tudi? v druhé ¥adé nemize
sedét. Pravdivost celé véty je timto potvrzena. O
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1.2 Uvod do matematického dokazovani

S p¥isnymi formalnimi poZadavky na korektnost vyjad¥eni a argumentace v ma-
tematice se poji otdzka, jak spravné sva tvrzeni zdlvodnovat.

Kratce lze ¥ici, Ze korektné postavend matematickd argumentace musi vést od
pFijatych predpokladil v elementarnich krocich smé&rem k poZadovanému zavéru
(a nikdy ne naopak!).

e UvaZme matematickou vétu (neboli tvrzeni) tvaru
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér".

e Diikaz této véty je konecnd posloupnost tvrzeni, kde

* kaZ?dé tvrzeni je bud
— predpoklad, nebo
— obecné pftijatd , pravda" — axiom, nebo
— plyne z ptedchozich a dfive dokdzanych tvrzeni podle néjakého
»akceptovaného" logického principu — odvozovaciho pravidla;

* posledni tvrzeni je zdver.
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Ptiklad 1.4. UvaZujme nasledujici matematické tvrzeni (které jist& uZ znate).

Véta. Jestlize x je souc¢tem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.

Poznamka pro pfipomenuti:
— Sudé &islo je celé &islo délitelné 2, tj. tvaru 2k.
— Liché &islo je celé &islo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Diikaz postupuje v ndsledujicich formalnich krocich:

tvrzeni zddvodnéni
1) a=2k+1, kcelé predpoklad
2) b=21+1,1celé predpoklad
3) z=a+b=2k+2l+1+1 z1.2)a komutativity s¢itdni (axiom)
4) z=2k+0)+2-1 ze 3) a distributivnosti ndsobeni (axiom)
5 xz=2k+1+1) ze 4) a opét distributivnosti ndsobeni
6) x=2m, m celé z5)am=~Fk+1+1 je celé &slo (axiom)
a
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Priklad 1.5. DokaZte ndsledujici tvrzeni:

Véta. Jestlize x a y jsou raciondini &isla pro kterd plati x < y, pak existuje
raciondlni ¢&islo z pro které plati © < z < y.

Diikaz po krocich (s jiz trochu mén& formalnim zépisem) zni:

1) Necht z =Y =g+ L8 =y — L2,

N

Cislo z je raciondlni, nebot = a y jsou racionalni.

> W

)
)
) Plati z > z, nebot 5= > 0.
) Ddle plati z < y, nebot opét 5= > 0.
)

5) Celkem z < z < y.

Vsimnéte si, ze klitovy krok (1) popisuje ndmi vymyslenou (prosté uhodnutou) alge-
braickou konstrukci, kterd vede k poZadovanému &islu z. Zbylé kroky (2-5) pak jen
snadno zdlvodiiuji, Ze nalezené z ma v8echny poZadované vlastnosti. O
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1.3 Vyroky

e Dilezitym pevnym mostem mezi béZnou mluvou a pfesnym matematickym
formalismem je pojem vyroku.

Definice 1.6. Vyrok v p¥irozené mluvé:
V b&Zné mluvé za vyrok povazujeme (kazdé) tvrzeni, o kterém ma smysl platn&
prohldsit, Ze je bud pravdivé, nebo nepravdivé.

Ukazeme si n&kolik p¥ikladd — které z nich jsou vyroky?
* Dnes uz v Brné prselo.
* Pfedmét FI:IBO0O se vyu€uje v prvnim roéniku.
Plati 2+ 3 = 6.
To je bez problémd. (Co?)
Plati x > 3.
Pro kazdé celé &islo x plati, Ze z > 3.

EE G

Vsimnéte si, Ze pravdivost vyroku by mélo byt moZné rozhodnout bez skrytych souvis-
losti (kontextu), a proto &tvrty a paty p¥iklad za vyroky nepovaZujeme.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2020 FI: IB000: Zdakladni formalismy



N4

e Z vice jednoduchych wvyrokl wvytvafime vyroky sloZitéjsi pomoci tzv.
logickych spojek.
Ndsleduje nékolik dalsich p¥ikladd.
* MnoZina {a,b} ma vice nez jeden prvek a neni nekone¢nd.
* Jestlize Karel vazi ptes 90 kg, nejedu s nim vytahem.
* Jestlize md tato krdva 10 nohou, pak maji vSechny domy modrou st¥echu.

Zastavme se na chvili nad poslednim vyrokem. Co ndm ¥ika? Je pravdivy? 1Skute&né
maji viechny domy modrou stfechu a pfed nami stoji krava s 10 nohama?

P¥irozené vs. formalni

e Schopnost porozumét podobnym v&tdm je souddst lidského zpisobu
uvazovani a z tohoto hlediska nemd p¥imou souvislost s matematikou (je
to ,p¥irozend logika").

e Formalni (matematickd) logika pak v podobném duchu definuje jazyk ma-
tematiky a pFitom odstrafiuje nejednoznaénosti p¥irozeného jazyka.
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1.4 Formalni vyrokova logika
Vsimnéte si, Ze podle Definice 1.6 kazdému vyroku b&Zné mluvy Ize p¥ifadit lo-
gickou hodnotu 0 (false) nebo 1 (true) a dale se nestarat o jazykovy vyznam. ..

Proto jazykové vyroky v matematice miZeme nahradit vyrokovymi proménnymi,
které znacime velkymi pismeny A, B, C, ... a pfifadime jim hodnotu 0 nebo 1.

Definice: Vyrokovd formule (zna&me ¢,0,1,...) vznikd z vyrokovych
proménnych pomoci zavorek a logickych spojek — negace a = implikace.

Zaroven pouzivame v zdpise nasledujicich zkratek
x oV (disjunkce /,,nebo") je jiny zapis formule —p = 1,
x o N1 (konjunkce /,a") je jiny zapis formule = (¢ V =),
« <1 (ekvivalence) je jiny zapis formule (¢ = ) A (Y = o).

P¥i zapise vyrokovych formuli je potfeba ddvat pozor na sprdvné zavorkovani, aby
formule méla jednozna&ny vyznam. Na intuitivni Grovni to ilustrujeme takto:

Spravné A (A= (B), A=B, -A=B, AvBvV-C
a nespravné A = B = (C' - znamend toto (A = B) = C nebo A= (B = C)?
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Definice 1.8. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.
Necht valuace (ohodnocenf) je funkce v : Prom — {0, 1} na viech (dot&enych)
vyrokovych proménnych. Pro kaZdou valuaci v definujeme funkci S, (o),
vyhodnoceni formule o, induktivné (tj. po krocich) takto:
e S)(A) =v(A) pro kazdé A € Prom.
] 1 jestlize S, (¢) = 0;
* Su(mp) = { 0 jinak.

e Sy(p=1) = { (1) jﬁ?:lllie Su(p)=1a S,(v) =0;

Tvrzeni 1.9. P¥imym disledkem Definice 1.8 a zkratek V' za —p = 1,
‘N'za—(—-pV 1) a's’za(p=1)A ()= ), jsou tato fakta:
e Sy(eV)=1 prav& kdyz S,(¢) =1 nebo S,(¢v) = 1.
o Sy(pNp) =1 pravé kdyz S,(p) =1 asoutasné S, () = 1.
e S (p=1))=1 pravé kdyz plati jedna z ndsledujicich podminek
* S,(p) =1 asoutasné S, (v) =1,
* S,(p) =0 a soutasné S, (v) = 0. O

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2020 FI: IB000: Zakladni formalismy



Pravdivostni tabulky

V praxi &asto vyhodnoceni logické vyrokové formule zapisujeme do tzv. prav-
divostni tabulky. Tato tabulka typicky ma sloupce pro jednotlivé proménné,
pripadné , meziformule” (pomiicka pro snazdi vypIn&ni) a vyslednou formuli.
Radkii je 2P (potet valuaci), kde p je potet pouZitych prom&nnych.

P¥iklad 1.10. Jakd je pravdivostni tabulka pro formuli (A = B)V B\ C7?

[A[B|[C[A=SB[(A=BVBVC]

0 0 0 1 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 1 0 1

1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 -
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Splnitelnost formuli a tautologie

Definice: Formule ¢ je splnitelnd, pokud pro nékterou valuaci v plati, Ze
S,(¢) = 1. Formule je nesplnitelnd (¥ikd se kontradikce), pokud neni splni-
telnd.

Formule ¢ je vZdy pravdiva, neboli vyrokova tautologie, pséno = ¢, pokud pro
kazdou valuaci v plati, Ze S, (p) = 1.

Rekneme, e dv& formule ¢, 1) jsou ekvivalentni, pravé kdy? = o < ).

Tvrzeni 1.11. Ndsledujici formule jsou tautologiemi:
e EAV-A
e A A

F(AAN(A=B))= 1B

= (=B = -A)= (A= B)

(A= (BA-B))=A

Jak pozndme tautologie v pravdivostni tabulce? A jak ekvivalentni formule?
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