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Fakulta informatiky
Masarykova univerzita



věta o parametrizaci

funkci lze definovat parametrizacı́, tj. zafixovánı́m vybraných
argumentů jiné funkce

Věta (věta o parametrizaci, sm
n věta (Kleene))

Pro každá m,n ≥ 1 existuje totálně vyčı́slitelná funkce
sm

n : Nm+1 → N taková, že pro všechna e, y1, . . . , ym+n ∈ N platı́

ϕ
(n)
sm

n (e,y1,...,ym)(ym+1, . . . , ym+n) = ϕ
(m+n)
e (y1, . . . , ym+n).
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důkaz věty o parametrizaci

ϕ
(n)
sm

n (e,y1,...,ym)(ym+1, . . . , ym+n) = ϕ
(m+n)
e (y1, . . . , ym+n)

Důkaz: funkce sm
n (e, y1, . . . , ym) vracı́ index programu

begin
xm+n := xn;
...

xm+1 := x1;
xm := ym;
...

x1 := y1;
Pe

end

�
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využitı́ věty o parametrizaci

Lemma

Existuje totálně vyčı́slitelná funkce h : N2 → N taková, že pro
všechna i , j , x ∈ N platı́

ϕh(i,j)(x) = (ϕi ◦ ϕj)(x).

Důkaz:
definujme funkci f : N3 → N jako

f (i , j , x) = (ϕi ◦ ϕj)(x) = ϕi(ϕj(x)) = Φ(i ,Φ(j , x))

f je vyčı́slitelná a necht’ e je jejı́ index
věta o parametrizaci řı́ká, že existuje tot. vyčı́slitelná funkce s2

1
splňujı́cı́ ϕs2

1(e,i,j)
(x) = ϕe(i , j , x) = f (i , j , x)

klademe h(i , j) = s2
1(e, i , j) a tudı́ž h je tot. vyčı́slitelná �
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translačnı́ lemma

Důsledek (translačnı́ lemma)

Ke každé vyčı́slitené funkci f : N2 → N existuje tot. vyčı́slitelná
funkce r : N 7→ N taková, že pro všechna x , y ∈ N platı́

f (x , y) = ϕr(x)(y).

nazývá se také neefektivnı́ podoba věty o parametrizaci
lze zobecnit na vyššı́ počty argumentů

Důkaz:
necht’ e je index f
věta o parametrizaci řı́ká, že existuje tot. vyčı́slitelná funkce s1

1
splňujı́cı́ ϕs1

1(e,x)
(y) = ϕe(x , y) = f (x , y)

klademe r(x) = s1
1(e, x) a tudı́ž r je tot. vyčı́slitelná �
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využitı́ translačnı́ho lemmatu

necht’ ψ : N→ S je (ne nutně totálnı́) numerace podmnožiny
unárnı́ch vyčı́slitelných funkcı́ S ⊆ P, která splňuje větu o
numeraci, tj. existuje vyčı́slitelná funkce Φψ : N2 → N taková, že
pro všechna x , y ∈ N platı́

Φψ(x , y) = ψx (y)

dle translačnı́ho lemmatu pak existuje tot. vyčı́slitelná funkce r
splňujı́cı́

Φψ(x , y) = ϕr(x)(y) = ψx (y)

tedy r převádı́ numeraci ψ na standardnı́ numeraci ϕ
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programovacı́ systém/jazyk

while-programy nejsou jediným modelem algoritmů
ukážeme nezávislost teorie na volbě formalismu

Definice (programovacı́ systém/jazyk)

Programovacı́ systém (či jazyk) pro P(j) je dvojice L′ = (T , ϕ′), kde
T je množina programů (syntaxe) a ϕ′ : T 7→ P(j) je sémantika
přiřazujı́cı́ každému programu j-árnı́ vyčı́slitelnou funkci.

jazyk while-programů:
můžeme předpokládat, že T = N
programovacı́ jazyk by měl být

univerzálnı́ – existuje univerzálnı́ program
efektivnı́ – programy lze jednoduše skládat
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redukce a ekvivalence numeracı́

Definice (redukce a ekvivalence numeracı́)

Numerace ψ množiny M se redukuje na numeraci ψ′ množiny M ′

(pı́šeme ψ ≤ ψ′), právě když existuje totálně vyčı́slitelná funkce
r : N→ N taková, že pro všechna i ∈ dom(ψ) platı́

ψi = ψ′
r(i).

Numerace ψ,ψ′ jsou ekvivalentnı́ (pı́šeme ψ ≡ ψ′), právě když
ψ ≤ ψ′a ψ′ ≤ ψ.

jsou-li ψ,ψ′ dvě totálnı́ numerace množiny P(j), pak ψ ≤ ψ′

znamená, že jazyk (N, ψ) lze efektivně přeložit do jazyka (N, ψ′)
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vztahy numeracı́

Věta

Necht’ pro každé j ≥ 1 jsou ψ(j), ψ′(j) totálnı́ numerace
množiny P(j). Pokud ψ splňuje větu o numeraci a ψ′ větu
o parametrizaci, pak ψ(j) ≤ ψ′(j) pro každé j ≥ 1.

Důkaz: pro j = 1
ψ má vyčı́slitelnou univerzálnı́ funkci

Φψ(i , x) = ψi(x)

translačnı́ lemma pro ψ′ řı́ká, že existuje totálnı́ vyčı́slitelná
funkce r taková, že

Φψ(i , x) = ψ′
r(i)(x)

tedy ψ ≤ ψ′
�
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vztahy ke standardnı́ numeraci

Věta

Necht’ pro každé j ≥ 1 je ψ(j) totálnı́ numeracı́ množiny P(j) a ϕ(j) jejı́
standardnı́ numeracı́. Pak ψ splňuje věty o numeraci a
parametrizaci, právě když pro každé j ≥ 1 platı́ ψ(j) ≡ ϕ(j).

Důkaz:
=⇒ plyne z předchozı́ věty
⇐= ukážeme, že ψ splňuje větu o numeraci

pro každé j ≥ 1 je univerzálnı́ funkce Φψ : Nj+1 → N pro ψ
definovaná vztahem

Φψ(i , x1, . . . , xj ) = ψ
(j)
i (x1, . . . , xj )

z ψ(j) ≤ ϕ(j) plyne existence tot. vyčı́slitelné funkce r : N→ N
splňujı́cı́ ψ(j)

i = ϕ
(j)
r(i)

Φψ(i , x1, . . . , xj ) =

tedy Φψ je vyčı́slitelná
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vztahy ke standardnı́ numeraci

⇐= ukážeme, že ψ splňuje větu o parametrizaci
necht’ m,n ≥ 1
z ψ(m+n) ≤ ϕ(m+n) plyne existence tot. vyčı́slitelné funkce
r : N→ N splňujı́cı́ ψ(m+n)

i = ϕ
(m+n)
r(i)

z ϕ(n) ≤ ψ(n) plyne existence tot. vyčı́slitelné funkce s : N→ N
splňujı́cı́ ϕ(n)

i = ψ
(n)
s(i)

ψ
(m+n)
i (y1, . . . , ym+n) =

jelikož g(i , y1, . . . , ym) = s(sm
n (r(i), y1, . . . , ym)) je totálně

vyčı́slitelná funkce, ψ splňuje větu o parametrizaci �
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přı́pustná numerace

Definice (přı́pustná numerace)

Totálnı́ numerace vyčı́slitelných funkcı́ je přı́pustná (efektivnı́), pokud
pro ni platı́ věty o numeraci a parametrizaci.

věty o numeraci a parametrizaci jsou nezávislé, tedy
existuje numerace, pro kterou platı́ věta o numeraci, ale neplatı́
věta o parametrizaci
existuje numerace, pro kterou neplatı́ věta o numeraci, ale platı́
věta o parametrizaci
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numerace totálně vyčı́slitelných funkcı́

Věta

Necht’ ψ je totálnı́ numerace všech unárnı́ch tot. vyčı́slitelných
funkcı́. Pak univerzálnı́ funkce Φψ : N2 → N definovaná jako

Φψ(i , x) = ψi(x)

nenı́ vyčı́slitelná.

Důkaz: diagonalizacı́
�

Důsledek

Neexistuje přı́pustná totálnı́ numerace všech totálnı́ch vyčı́slitelných
funkcı́.
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