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rekurzivnı́ množiny

Definice (rekurzivnı́ množina)

Množina A ⊆ Nk je rekurzivnı́, pokud existuje
totálně vyčı́slitelná funkce f : Nk → N taková, že

A = f−1({1}) = {(x1, . . . , xk ) ∈ Nk | f (x1, . . . , xk ) = 1}.

Funkce f se nazývá rozhodovacı́ funkce pro A.

rekurzivnı́ množině se také řı́ká rozhodnutelná či řešitelná
přı́klady rekurzivnı́ch množin:
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rekurzivnı́ množiny

Tvrzenı́

A ⊆ Nk je rekurzivnı́, právě když je jejı́ charakteristická funkce
χA : Nk → N definovaná vztahem

χA(x1, . . . , xk ) =

{
1 pokud (x1, . . . , xk ) ∈ A

0 jinak

totálně vyčı́slitelná.

Důkaz:

�
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vlastnosti rekurzivnı́ch množin

Tvrzenı́

Jestliže A ⊆ Nk je konečná množina nebo Nk r A je konečná, pak A
je rekurzivnı́.

Důkaz:

�
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vlastnosti rekurzivnı́ch množin

Lemma

Necht’ A,B ⊆ Nk jsou rekurzivnı́ množiny. Pak i množiny A, A ∪ B a
A ∩ B jsou rekurzivnı́.

Důkaz:

�
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rekurzivně spočetné množiny

Definice (rekurzivně spočetná množina)

Množina B ⊆ N je rekurzivně spočetná, právě když B = ∅ nebo
existuje totálně vyčı́slitelná funkce f : N→ N taková, že
B = range(f ). Funkce f se nazývá numerujı́cı́ funkce pro B.

rekurzivně spočetné množině se také řı́ká částečně
rozhodnutelná, rekurzivně vyčı́slitelná nebo jen r.e.
(z anglického recursively enumerable).
definici lze rozšı́řit na množiny B ⊆ Nk
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vztahy rekurzivnı́ch a r.e. množin

Věta

Každá rekurzivnı́ množina A ⊆ N je také rekurzivně spočetná.

Důkaz:

�
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vztahy rekurzivnı́ch a r.e. množin

Věta

1 Existuje množina A ⊆ N, která nenı́ rekurzivnı́.
2 Existuje množina B ⊆ N, která nenı́ r.e.

Důkaz: (pomocı́ mohutnosti) Rekurzivnı́ch i r.e. množin je
spočetně mnoho, ale N má nespočetně mnoho podmnožin.

(diagonalizacı́) A = {i ∈ N | ϕi(i) 6= 1}

B = {i ∈ N | i 6∈ range(ϕi)}

�
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vztahy rekurzivnı́ch a r.e. množin

Věta

Množina A ⊆ N je rekurzivnı́, právě když A i A jsou r.e.

Důkaz:
=⇒ je-li A rekurzivnı́, pak je rekurzivnı́ i A a každá rekurzivnı́

množina je také r.e.
⇐= je-li A = ∅ nebo A = ∅, pak A je rekurzivnı́

necht’ A 6= ∅ 6= A jsou r.e., pak A = range(f ) a A = range(g) pro
nějaké totálně vyčı́slitelné funkce f ,g : N→ N
platı́ range(f ) ∩ range(g) = ∅ a range(f ) ∪ range(g) = N
charakteristickou funkci χA(x) počı́táme takto:
1. počı́táme f (0),g(0), f (1),g(1), . . . dokud nedostaneme x
2. pokud x = f (n) pro nějaké n, pak vrátı́me 1
3. pokud x = g(n) pro nějaké n, pak vrátı́me 0
χA je vyčı́slitelná, tedy A je rekurzivnı́

�
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funkce Step counter

Lemma

Funkce

Sc(x , y , z) =


1 jestliže program Px zastavı́ pro vstup y

během z kroků

0 jinak

je totálně vyčı́slitelná.

Důkaz: interpreter z důkazu věty o numeraci rozšı́řı́me o počı́tánı́
instrukcı́

�
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programy jako generátory

rozšı́řı́me jazyk while-programů o přı́kaz output(xi)

Tvrzenı́

Množina A je r.e., právě když existuje program P (bez vstupnı́ch
proměnných), který pomocı́ instrukce output během svého
(potenciálně nekonečného) běhu dá na výstup právě všechny prvky
A.

Důkaz:
⇐= pokud program P na výstup nic nedá, pak A = ∅ je r.e.

necht’ program generuje množinu výstupů A 6= ∅
necht’ a ∈ A, pak A = range(f ) pro

f (x) =

{
y pokud P dá v x-tém kroku na výstup y

a jinak

f je totálně vyčı́slitelná
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programy jako generátory

=⇒ pro A = ∅ zřejmé
necht’ A = range(f ) pro tot. vyčı́slitelnou funkci f : N→ N
necht’ f je počı́tána programem Pe
pak A je generována tı́mto programem

begin
n := 0;
while true do begin

x := π1(n);
y := π2(n);
if Sc(e, x , y) = 1 then begin Pe(x); output(x1) end;
n := n + 1;

end
end

�
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množiny a problémy

Problém rozhodnout, zda dané x má vlastnost V ztotožnı́me
s množinou {x | x má vlastnost V}.

Přı́klad: problém, zda n je prvočı́slo, ztotožnı́me s množinou

{n ∈ N | n je prvočı́slo}

Terminologie

Necht’ M je množina odpovı́dajı́cı́ danému problému. Tento problém
je

rozhodnutelný, právě když M je rekurzivnı́,
částečně rozhodnutelný (semirozhodnutelný), právě když M je
r.e.

Problém, který nenı́ rozhodnutelný, se nazývá nerozhodnutelný.
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problém zastavenı́

Problém zastavenı́, tedy problém, zda program Pi zastavı́ na
vstupu i , ztotožnı́me s množinou

K = {i ∈ N | Pi zastavı́ nad vstupu i}
= {i ∈ N | ϕi(i) je definováno}.

Dřı́ve jsme dokázali, že charakteristická funkce

χK (i) = f (i) =

{
1 jestliže ϕi(i) je definováno
0 jestliže ϕi(i) nenı́ definováno

nenı́ vyčı́slitelná. Proto K nenı́ rekurzivnı́ a tedy
problém zastavenı́ je nerozhodnutelný.
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problém zastavenı́

Věta

Množina K = {i | ϕi(i) je definováno} je rekurzivně spočetná.

Důkaz: Množina K je generována programem

begin
n := 0;
while true do begin

x := π1(n);
y := π2(n);
if Sc(x , x , y) = 1 then output(x);
n := n + 1;

end
end

�

Proto problém zastavenı́ je částečně rozhodnutelný.
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problém zastavenı́

Věta

Množina K = {i | ϕi(i) = ⊥} nenı́ rekurzivně spočetná.

Důkaz:
množina K je rekurzivně spočetná
pokud by K byla také rekurzivně spočetná, tak by K bylo
rekurzivnı́, což nenı́ �

Shrnutı́:
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rekurzivně spočetné množiny v rostoucı́m pořádku

Definice

Množina A ⊆ N je rekurzivně spočetná v rostoucı́m pořádku, právě
když má rostoucı́ numerujı́cı́ funkci.

Lemma

Nekonečná množina A ⊆ N je rekurzivnı́, právě když je rekurzivně
spočetná v rostoucı́m pořádku.

Důkaz:
⇐= necht’ A = range(f ) pro rostoucı́ tot. vyčı́slitelnou funkci f

χA je počı́tána programem

begin n := 0;
while f (n) < x1 do n := n + 1;
if f (n) = x1 then x1 := 1 else x1 := 0

end
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rekurzivně spočetné množiny v rostoucı́m pořádku

=⇒ A je nekonečná a rekurzivnı́, tedy χA je vyčı́slitelná
A je generována v rostoucı́m pořádku programem

begin
n := 0;
while true do begin

if χA(n) = 1 then output(n);
n := n + 1;

end
end

funkce f (i) vracejı́cı́ i-tý prvek z generovaného seznamu je
totálně vyčı́slitelná
přitom f je rostoucı́ a A = range(f )
tedy A je rekurzivně spočetná v rostoucı́m pořádku �
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rekurzivně spočetné množiny v rostoucı́m pořádku

Důsledek

Každá nekonečná r.e. množina A má nekonečnou rekurzivnı́
podmnožinu B.

Důkaz:
necht’ f je numerujı́cı́ funkce pro A
uvažme podmnožinu B ⊆ A, kterou generuje program

begin
n := 0; m := 0;
while true do begin

if f (n) > m then begin m := f (n); output(m) end;
n := n + 1;

end
end

B je nekonečná a generovaná v rostoucı́m pořádku
tedy B je r.e. v rostoucı́m pořádku a tudı́ž rekurzivnı́ �
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alternativnı́ charakterizace r.e. množin

Věta

1 Množina A ⊆ N je rekurzivně spočetná, právě když
A = dom(g) pro nějakou vyčı́slitelnou funkci g : N→ N.

2 Množina A ⊆ N je rekurzivně spočetná, právě když
A = range(g) pro nějakou vyčı́slitelnou funkci g : N→ N.
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alternativnı́ charakterizace r.e. množin

Důkaz:
1 A je r.e. ⇐⇒ ∃ vyčı́slitelná funkce g tak, že A = dom(g)

=⇒ A = ∅
A 6= ∅ je r.e., pak A = range(f ) pro tot. vyčı́slitelnou funkci f
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alternativnı́ charakterizace r.e. množin

1 A je r.e. ⇐⇒ ∃ vyčı́slitelná funkce g tak, že A = dom(g)

⇐= A = dom(g) = ∅
A = dom(g) 6= ∅, pak necht’ a0 ∈ A
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alternativnı́ charakterizace r.e. množin

2 A je r.e. ⇐⇒ ∃ vyčı́slitelná funkce g tak, že A = range(g)

=⇒ A = ∅
A 6= ∅ je r.e., pak A = range(f ) pro tot. vyčı́slitelnou funkci f
položı́me g = f

⇐= A = range(g) = ∅
A = range(g) 6= ∅, pak necht’ a0 ∈ A

�
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možné numerace r.e. množin

dom(ϕ0),dom(ϕ1),dom(ϕ2), . . .

range(ϕ0), range(ϕ1), range(ϕ2), . . .

Věta

Existujı́ totálně vyčı́slitelné funkce f ,g : N→ N takové, že pro
všechna i ∈ N platı́ vztahy:

1 dom(ϕi) = range(ϕf (i))

2 range(ϕi) = dom(ϕg(i))
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možné numerace r.e. množin

Důkaz:
1 dom(ϕi) = range(ϕf (i))

2 range(ϕi) = dom(ϕg(i))

�
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standardnı́ numerace r.e. množin

Definice (standardnı́ numerace r.e. množin)

Standardnı́ numeracı́ r.e. množin nazveme funkci
W : N→ {A ⊆ N | A je r.e.} definovanou vztahem

W (i) = dom(ϕi).

Index r.e. množiny A ⊆ N je čı́slo i splňujı́cı́ A = W (i).

mı́sto W (0),W (1), . . . pı́šeme W0,W1, . . .

množinu Wi lze chápat jako akceptovanou programem Pi :
program Pi akceptuje n ∈ N, jestliže Pi zastavı́ pro vstup n
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r.e. relace a standardnı́ numerace r.e. relacı́

Definice (rekurzivně spočetná relace)

Relace A ⊆ Nj je rekurzivně spočetná (r.e.), právě když existuje
vyčı́slitelná funkce f : Nj → N taková, že A = dom(f ).

Definice (standardnı́ numerace r.e. relacı́)

Standardnı́ numeracı́ j-árnı́ch r.e. relacı́ nazveme funkci
W (j) : N→ {A ⊆ Nj | A je r.e.} definovanou vztahem

W (j)(i) = dom(ϕ
(j)
i ).

Index r.e. relace A ⊆ N(j) je čı́slo i splňujı́cı́ A = W (j)(i).

Mı́sto W (j)(0),W (j)(1), . . . pı́šeme W (j)
0 ,W (j)

1 , . . ..
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