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rekurzivni mnoziny

Definice (rekurzivni mnozina)

Mnozina A C N¥ je rekurzivni, pokud existuje
totalné vydcislitelna funkce f : NK — N takovd, Ze

A=f1{1) ={(x,...,xk) e NF| f(xq,...,x) =1}

Funkce f se nazyva rozhodovaci funkce pro A.

m rekurzivni mnoziné se také fika rozhodnutelna &i resitelna
m priklady rekurzivnich mnozin:
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rekurzivni mnoziny

Tvrzeni

A C NX je rekurzivni, pravé kdy?Z je jeji charakteristicka funkce
xa : N€ - N definovana vztahem

1 pokud(xq,...,Xx) € A

X, Xk) =
XA(X1 k) {0 inak

totalné vycislitelna.

Dukaz:
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vlastnosti rekurzivnich mnozin

Tvrzeni

Jestlize A C N¥ je koneéna mnoZina nebo NX <. A je koneéna, pak A
je rekurzivni.

Dukaz:
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vlastnosti rekurzivnich mnozin

Lemma

Necht A, B C NX jsou rekurzivni mnoZiny. Pak i mnoZiny A, AU B a
AN B jsou rekurzivni.

Dukaz:
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rekurzivné spocetné mnoziny

Definice (rekurzivné spocetna mnozina)

MnoZina B C N je rekurzivne spocetna, prave kdyZ B = () nebo
existuje totalné vycislitelna funkce f : N — N takova, Ze
B = range(f). Funkce f se nazyva numerujici funkce pro B.

m rekurzivné spoCetné mnoziné se také fika castecne
rozhodnutelna, rekurzivné vycislitelna nebo jen r.e.
(z anglického recursively enumerable).

m definici Ize rozsifit na mnoziny B C Nk
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vztahy rekurzivnich a r.e. mnozin

Kazda rekurzivni mnozina A C N je také rekurzivné spocetna.

Dukaz:
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vztahy rekurzivnich a r.e. mnozin

Existuje mnoZina A C N, ktera neni rekurzivni.
Existuje mnoZina B C N, ktera neni r.e.

Dukaz: (pomoci mohutnosti) Rekurzivnich i r.e. mnozin je
spocetné mnoho, ale N ma nespocetné mnoho podmnozin.

(diagonalizaci) A = {i € N | p;(i) # 1}

B={icN|id¢range(y;)}
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vztahy rekurzivnich a r.e. mnozin

MnozZina A C N je rekurzivni, pravé kdyZ A i A jsou r.e.

Duiikaz:
— je-li Arekurzivni, pak je rekurzivni i A a kazda rekurzivni
mnozina je také r.e.
<= mje-liA=0nebo A=0, pak Ajerekurzivni
m necht A # () # Ajsour.e., pak A = range(f) a A = range(g) pro
néjaké totalné vycislitelné funkce f,g : N — N
m plati range(f) N range(g) = 0 a range(f) U range(g) = N
m charakteristickou funkci xa(x) pocitame takto:
1. po€itame £(0), g(0), f(1),9(1), ... dokud nedostaneme x
2. pokud x = f(n) pro néjaké n, pak vratime 1
3. pokud x = g(n) pro néjaké n, pak vratime 0
B x4 je vyCislitelna, tedy A je rekurzivni
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funkce Step counter

Lemma

Funkce

1 jestlize program Py zastavi pro vstup y
Sc(x,y,z) = béhem z kroku

0 jinak
je totalnée vycislitelna.

Dukaz: interpreter z dilkazu véty o numeraci rozsifime o pocitani

instrukci
[ ]
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programy jako generatory

m rozSitime jazyk while-programu o ptikaz output(x;)

Tvrzeni

MnozZina A je r.e., pravé kdyZz existuje program P (bez vstupnich
promennych), ktery pomoci instrukce output behem svého
(potencialné nekonecného) béhu da na vystup pravé vsechny prvky
A.

Dukaz:

<— m pokud program P na vystup nic neda, pak A= 0 je r.e.
m necht program generuje mnozinu vystupti A # ()
m necht a € A, pak A = range(f) pro

) y pokud P da v x-tém kroku na vystup y

X) —
a jinak

m f je totalné vycislitelna

IB107 Vycislitelnost a slozitost: rekurzivni a r.e. mnoziny, standardni numerace r.e. mnozin 11/27



programy jako generatory

— m pro A= () ziejmé
m necht A = range(f) pro tot. vy&islitelnou funkci f : N — N
m necht f je poditana programem P,
m pak A je generovana timto programem

begin
n:=0;
while frue do begin
x = m(n);
y = ma(n);
if Sc(e, x,y) = 1 then begin P.(x); output(x;) end;
n:=n+1;
end
end
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mnoziny a problémy

Problém rozhodnout, zda dané x ma vlastnost V ztotoznime
s mnozinou {x | x ma vlastnost V}.

Priklad: problém, zda n je prvocislo, ztotoznime s mnozinou

{n e N | nje prvocislo}

Terminologie

Necht M je mnozina odpovidajici danému problému. Tento problém
je
m rozhodnutelny, pravé kdyz M je rekurzivni,

m Castecné rozhodnutelny (semirozhodnutelny), pravé kdyz M je
r.e.

Problém, ktery neni rozhodnutelny, se nazyva nerozhodnutelny.
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problém zastaveni

Problém zastaveni, tedy problém, zda program P; zastavi na
vstupu /, ztotoznime s mnozinou

K

{i € N | P; zastavi nad vstupu i}
{i € N| pi(i) je definovano}.

Drive jsme dokazali, ze charakteristicka funkce

1 jestlize (i) je definovano
0 jestlize ¢;(/) neni definovano

x(f) = 1(i) = {

neni vycislitelna. Proto K neni rekurzivni a tedy
problém zastaveni je nerozhodnutelny.
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problém zastaveni

Véta

Mnozina K = {i | ¢i(i) je definovano} je rekurzivné spocetna.

Diikaz: Mnozina K je generovana programem

begin
n:=0;
while frue do begin
x = m1(n);
y = m2(n);
if Sc(x, x, y) = 1 then output(x);
n:=n+1;
end
end

Proto problém zastaveni je ¢aste¢né rozhodnutelny.
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problém zastaveni

Mnozina K = {i | ¢;(i) = L} neni rekurzivné spocetna.

Duikaz:
m mnozina K je rekurzivné spocetna

m pokud by K byla také rekurzivné spocetna, tak by K bylo
rekurzivni, coz neni [

Shrnuti:
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rekurzivné spocetné mnoziny v rostoucim poradku

Mnozina A C N je rekurzivné spocetna v rostoucim poradku, prave
kdyZ ma rostouci numerujici funkci.

Lemma

Nekonec¢na mnoZina A C N je rekurzivni, prave kdyZ je rekurzivné
spocetna v rostoucim poradku.

Dukaz:
<= m necht A = range(f) pro rostouci tot. vy¢islitelnou funkci f
B Y, je pocitdna programem

begin n:=0;
while f(n) < xydon:=n+1;
ﬂf(n):x1 thﬂm =1 wh =0
end
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rekurzivné spocetné mnoziny v rostoucim poradku

—> ®m Aje nekonecna a rekurzivni, tedy x4 je vycislitelna
m Aje generovana v rostoucim poradku programem

begin
n:=0;
while true do begin
if xa(n) = 1 then output(n);
n:=n+1;
end
end

m funkce f(i) vracejici i-ty prvek z generovaného seznamu je
totalné vycislitelna

m priitom f je rostouci a A = range(f)

m tedy A je rekurzivné spocetna v rostoucim poradku [
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rekurzivné spocetné mnoziny v rostoucim poradku

Dusledek

Kazda nekonecna r.e. mnoZina A ma nekonecnou rekurzivni
podmnoZinu B.

Duikaz:
m necht f je numerujici funkce pro A
m uvazme podmnozinu B C A, kterou generuje program

begin
n:=0 m:=0;
while true do begin
if f(n) > m then begin m := f(n); output(m) end,;
n:=n+1;

end
end
m B je nekonecCna a generovana v rostoucim poradku
m tedy B je r.e. v rostoucim poradku a tudiz rekurzivni [
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alternativni charakterizace r.e. mnozin

Mnozina A C N je rekurzivné spocetna, pravé kdyz
A = dom(g) pro néjakou vycislitelnou funkci g : N — N.

MnozZina A C N je rekurzivné spocCetna, pravé kdyz
A = range(g) pro néjakou vycislitelnou funkci g : N — N.
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alternativni charakterizace r.e. mnozin

Duikaz:
Ajere. < 3vycislitelna funkce g tak, ze A = dom(g)

— m A=
m A= 0(jere., pak A= range(f) pro tot. vycislitelnou funkci f
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alternativni charakterizace r.e. mnozin

Ajere. < 3vycislitelna funkce g tak, ze A = dom(g)

<= m A=dom(g)=10
m A= dom(g) # 0, pak necht ag € A
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alternativni charakterizace r.e. mnozin

Ajere. < 3vycislitelna funkce g tak, ze A = range(g)

— mA=0

m A= 0(jere., pak A= range(f) pro tot. vy&islitelnou funkci f
m polozime g=f

<= m A=range(g) =10
m A= range(g) # 0, pak necht gy € A
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mozné numerace r.e. mnozin

dom(iq), dom(py), dom(gs), ...

range(yo), range(y1), range(z), - - -

Existuji totalne vycislitelné funkce f,g : N — N takove, Ze pro
vsechna i € N plati vztahy:

dom(yp;) = range(r(i))

range(y;) = dom(py(i))
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MOoZNné numerace r.e. mnozin

Dukaz:
dom(y;) = range(riy)

range(p;) = dom(pgy(i))
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standardni numerace r.e. mnozin

Definice (standardni numerace r.e. mnozin)

Standardni numeraci r.e. mnoZin nazveme funkci
W :N— {ACN| A jere.} definovanou vztahem

W(i) = dom(e))-

Index r.e. mnoZiny A C N je Cislo i splriujici A= W(i).

m misto W(0), W(1),... piSeme Wy, Wy, ...

m mnozinu W; Ize chapat jako akceptovanou programem P;:
program P; akceptuje n € N, jestlize P; zastavi pro vstup n
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r.e. relace a standardni numerace r.e. relaci

Definice (rekurzivné spocetna relace)

Relace AC N je rekurzivné spocetna (r.e.), prave kdyZz existuje
vycislitelna funkce f : N — N takova, Ze A = dom(f).

Definice (standardni numerace r.e. relaci)

Standardni numeraci -arnich r.e. relaci nazveme funkci
W0 :N — {AC N | Ajere.} definovanou vztahem

WO (i) = dom(y{").
Index r.e. relace A C NU) je ¢islo i splriujici A= WU)(i).

Misto W)(0), Wi)(1),... piseme W, w? .. .
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