
IB107 Vyčı́slitelnost a složitost
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vyčı́slitelnost funkcı́

funkce f : Nk → N je vyčı́slitelná když

funkce f je totálně vyčı́slitelná, je-li vyčı́slitelná a dom(f ) = Nk
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numerace vyčı́slitelných funkcı́

pro každé k > 0 lze všechny vyčı́slitelné funkce typu
f (k) : Nk → N “očı́slovat” jako

ϕ
(k)
0 , ϕ

(k)
1 , ϕ

(k)
2 , . . .

tak, aby platily

1 věta o numeraci

2 věta o parametrizaci
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vyčı́slitelné vlastnosti množin

množina A ⊆ Nk je rekurzivnı́, je-li jejı́ charakteristická funkce
χA : Nk → N vyčı́slitelná, kde

množina A ⊆ Nk je rekurzivně spočetná (r.e.), pokud
A = dom(f ) pro nějakou vyčı́slitelnou funkci f : Nk → N

problém zastavenı́ K

doplněk problému zastavenı́ (problém nezastavenı́) K
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numerace r.e. množin a uzávěrové vlastnosti

pro každé k > 0 lze všechny r.e. podmnožiny Nk “očı́slovat”
jako

W (k)
0 ,W (k)

1 ,W (k)
2 , . . .

třı́da rek. třı́da r.e.
množin množin

∪,∩ aplikované na relace stejné arity
doplněk

kartézský součin ×
projekce

řez
vzor při tot. vyčı́slitelném zobrazenı́

vzor při vyčı́slitelném zobrazenı́
obraz při (tot.) vyčı́slitelném zobrazenı́
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dalšı́ vlastnosti r.e. množin

věta o projekci

1. Riceova věta

2. a 3. Riceova věta
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množiny a problémy: přehled terminologie

problém množina

Má objekt O vlastnost V? A = {〈O〉 | O má vlastnost V} ⊆ N

A je rekurzivnı́,
je rozhodnutelný tj. χA je totálně vyčı́slitelná,

tj. ∃ program rozhodujı́cı́ x
?
∈ A

je nerozhodnutelný A nenı́ rekurzivnı́

A je rekurzivně spočetná,
je částečně rozhodnutelný tj. A = dom(f ) pro nějakou vyč. fci f ,
neboli semirozhodnutelný tj. ∃ program, který zastavı́ jen na vstupech z A,

tj. ∃ program, který generuje A

je rozhodnutelný ⇐⇒ A je rekurzivnı́ ⇐⇒
je částečně rozhodnutelný A je rekurzivně spočetná

a jeho doplněk taky a jejı́ doplněk taky

IB107 Vyčı́slitelnost a složitost: opakovánı́, redukce, Turingovy stroje a redukce, Postův korespondenčnı́ problém 7/35



intuice pro redukci

A = {n ∈ N | n je dělitelné 13}

B = {n ∈ N | n je dělitelné 26}
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intuice pro redukci

K = {i ∈ N | ϕi(i) je definováno}

B = {n ∈ N | n je dělitelné 26}
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redukce

Definice (m-redukce, m-ekvivalence)

Necht’ A,B ⊆ N. Řekneme, že A se m-redukuje na B, pı́šeme
A ≤m B, právě když existuje totálně vyčı́slitelná funkce f : N→ N
taková, že

x ∈ A ⇐⇒ f (x) ∈ B.

Funkci f nazveme redukcı́ A na B.
A a B jsou m-ekvivalentnı́, psáno A ≡m B, pokud A ≤m B a B ≤m A.

Platı́ A ≤m B =⇒ A ≤m B.
Platı́ A ≤m B a B ≤m C =⇒ A ≤m C (tj. ≤m je tranzitivnı́).
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přı́klad redukce

K = {i | ϕi(i) je definováno}
J = {i | ϕi(i) = 1}

K ≤m J:
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přı́klad redukce

K = {i | ϕi(i) je definováno}
J = {i | ϕi(i) = 1}

J ≤m K :
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redukce a rozhodnutelnost

Věta

Necht’ A ≤m B.
1 B je rekurzivnı́ =⇒ A je rekurzivnı́.
2 B je rekurzivně spočetná =⇒ A je rekurzivně spočetná.

Důkaz. A ≤m B, tedy existuje tot. vyčı́slitelná funkce f splňujı́cı́

x ∈ A ⇐⇒ f (x) ∈ B

1 B je rekurzivnı́, tedy χB je tot. vyčı́slitelná

2 B je r.e., tedy B = dom(g) pro nějakou vyčı́slitelnou funkci g

�
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redukce a rozhodnutelnost

Důsledek

Necht’ A ≤m B.
1 A nenı́ rekurzivnı́ =⇒ B nenı́ rekurzivnı́.
2 A nenı́ rekurzivně spočetná =⇒ B nenı́ rekurzivně spočetná.

Důsledek

Necht’ A ≡m B.
1 A je rekurzivnı́ ⇐⇒ B je rekurzivnı́.
2 A je rekurzivně spočetná ⇐⇒ B je rekurzivně spočetná.
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typické aplikace

důkaz (částečné) rozhodnutelnosti A

důkaz nerozhodnutelnosti B
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r.e. množiny a K

Věta

Je-li A ⊆ N r.e., pak A ≤m K .

Důkaz. Necht’ g je vyčı́slitelná funkce splňujı́cı́ A = dom(g).

begin
y := g(i);
x1 := 1

end

�
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těžká a úplná množina

Definice (těžká a úplná množina)

Necht’ C je třı́da podmnožin množiny N a A ⊆ N. Řekneme, že A je
C-těžká, právě když pro každou množinu B ∈ C platı́ B ≤m A. Je-li
navı́c A ∈ C, pak A nazýváme C-úplná nebo úplná ve třı́dě C.

Důsledek

Množina K je úplná ve třı́dě všech rekurzivně spočetných množin.
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Turingův stroj

Definice (Turingův stroj)

(Deterministický) Turingův stroj (Turing Machine, TM) je devı́tice
M = (Q,Σ, Γ,B,t, δ,q0,qacc ,qrej), kde

Q je konečná množina, jejı́ž prvky nazýváme stavy,
Σ je konečná množina, tzv. vstupnı́ abeceda,
Γ je konečná množina, tzv. pracovnı́ abeceda, Σ ⊆ Γ,
B ∈ Γ r Σ je levá koncová značka,
t ∈ Γ r Σ je symbol označujı́cı́ prázdné polı́čko,
δ : (Q r {qacc ,qrej})× Γ → Q × Γ× {L,R}
je totálnı́ přechodová funkce,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
qacc ∈ Q je akceptujı́cı́ stav,
qrej ∈ Q je zamı́tajı́cı́ stav.
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Turingův stroj

Dále požadujeme, aby pro každé q ∈ Q r {qacc ,qrej} existoval
p ∈ Q takový, že δ(q,B) = (p,B,R) (tj. nelze sjet hlavou z pásky ani
přepsat B).

Notace: tω = t t t t t t . . .

Definice (konfigurace Turingova stroje)

Konfigurace Turingova stroje je trojice
(q, z,n) ∈ Q × {ytω | y ∈ Γ∗} × N, kde

q je stav,
ytω je obsah pásky,
n značı́ pozici hlavy na pásce.

Počátečnı́ konfigurace pro vstup w ∈ Σ∗ je trojice (q0,Bwtω,0).
Akceptujı́cı́ konfigurace je každá trojice tvaru (qacc , z,n).
Zamı́tajı́cı́ konfigurace je každá trojice tvaru (qrej , z,n).
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krok výpočtu Turingova stroje

Definice (krok výpočtu)

Na množině všech konfiguracı́ strojeM definujeme binárnı́ relaci

krok výpočtu |
M

jako

(p, z,n) |
M


(q, z ′,n + 1) pokud δ(p, zn) = (q,b,R)

(q, z ′,n − 1) pokud δ(p, zn) = (q,b,L)

kde zn je n-tý znak z (přı́čemž z0 je nejlevějšı́ znak z) a z ′ vznikl ze
z nahrazenı́m znaku zn znakem b.
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výpočet Turingova stroje

Definice (výpočet)

Výpočet TMM na vstupu w je maximálnı́ (konečná nebo
nekonečná) posloupnost konfiguracı́ K0,K1,K2, . . ., kde K0 je

počátečnı́ konfigurace pro w a Ki |M Ki+1 pro všechna i ≥ 0.

strojM akceptuje slovo w , právě když výpočetM na w je
konečný a jeho poslednı́ konfigurace je akceptujı́cı́
strojM zamı́tá slovo w , právě když výpočetM na w je
konečný a jeho poslednı́ konfigurace je zamı́tajı́cı́
strojM pro vstup w cyklı́, právě když výpočetM na w je
nekonečný
jazyk akceptovaný strojemM definujeme jako množinu
L(M) = {w ∈ Σ∗ | M akceptuje w}
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vı́cepáskový Turingův stroj

Věta

Pro každý vı́cepáskový Turingův stroj existuje (jednopáskový)
Turingův stroj akceptujı́cı́ stejný jazyk.
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nedeterministický Turingův stroj

Definice (nedeterministický Turingův stroj)

Nedeterministický Turingův strojM je definován stejně jako det. TM
s výjimkou přechodové funkce δ, která je definována jako totálnı́
funkce δ : (Q r {qacc ,qrej})× Γ → 2Q×Γ×{L,R}.

většina pojmů se definuje stejně jako u deterministického TM

v definici kroku výpočtu |
M

pı́šeme (q,b,R) ∈ δ(p, zn)

namı́sto δ(p, zn) = (q,b,R) a podobně pro (q,b,L)
strojM akceptuje slovo w , právě když existuje výpočetM na
w , který je konečný a jeho poslednı́ konfigurace je akceptujı́cı́

Věta

Pro každý nedeterministický TM existuje deterministický TM
akceptujı́cı́ stejný jazyk.
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Turingovy stroje a třı́dy jazyků

Věta

Jazyk L je rekurzivně spočetný neboli r.e. (tj. generovaný gramatikou
typu 0) ⇐⇒ L je akceptovaný nějakým Turingovým strojem.

Definice (úplný Turingův stroj, rekurzivnı́ jazyk)

Turingův stroj se nazývá úplný, je-li každý jeho výpočet konečný
(akceptujı́cı́ nebo zamı́tajı́cı́). Jazyk se nazývá rekurzivnı́, pokud je
akceptovaný nějakým úplným Turingovým strojem.

Terminologie
(obecný) TMM akceptuje/rozpoznává/přijı́má jazyk L(M)

úplný TMM rozhoduje jazyk L(M)
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uzávěrové vlastnosti rekurzivnı́ch a r.e. jazyků

třı́da rek. třı́da r.e.
jazyků jazyků

∪,∩
zřetězenı́, mocniny
(pozitivnı́) iterace

doplněk

Věta

Jazyk L je rekurzivnı́, právě když jsou jazyky L a L r.e.
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kódovánı́ a univerzálnı́ Turingův stroj

každý TMM lze zakódovat do řetězce 〈M〉 ∈ {0,1}∗

každé slovo w lze zakódovat do řetězce 〈w〉 ∈ {0,1}∗

dvojice (M,w) lze zakódovat jako 〈M,w〉 = 〈M〉#〈w〉

Věta

Existuje univerzálnı́ Turingův stroj U , který dokáže simulovat
libovolný zadaný TM na zadaném vstupu w:

U akceptuje 〈M,w〉 ⇐⇒ M akceptuje w
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problém zastavenı́ (halting problem)

Definice (problém zastavenı́)

Problém zastavenı́ je problém rozhodnout, zda daný TMM má na
daném slově w nad jeho vstupnı́ abecedou konečný výpočet.
Problém ztotožnı́me s jazykem

HALT = {〈M,w〉 | M je TM a výpočetM na w je konečný}.

Věta

Problém zastavenı́ je částečně rozhodnutelný.

Věta

Problém zastavenı́ je nerozhodnutelný.
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Turingovy stroje a funkce

obsah pásky jednopáskového deterministického Turingova
stroje po skončenı́ výpočtu lze vnı́mat jako jeho výstup
pokud strojM na vstupu w zastavı́ s obsahem pásky Bytω
(kde y nekončı́ na t), pak y je jeho výstupem značenýmM(w)

Definice ((totálně) vyčı́slitelná funkce)

Funkce f : Σ∗ → Φ∗ je vyčı́slitelná, pokud existuje TMM, který
zastavı́ právě na vstupech z dom(f ) a pro každé slovo w ∈ dom(f )
platı́M(w) = f (w).

Funkce je totálně vyčı́slitelná, pokud je vyčı́slitelná a totálnı́.
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redukce jazyků

Definice (m-redukce)

Necht’ A ⊆ Σ∗ a B ⊆ Φ∗ jsou jazyky. Řekneme, že A se m-redukuje
na B, pı́šeme A ≤m B, právě když existuje totálně vyčı́slitelná
funkce f : Σ∗ → Φ∗ taková, že

w ∈ A ⇐⇒ f (w) ∈ B.

Funkci f nazveme redukcı́ A na B.

Věta

Necht’ A ⊆ Σ∗ a B ⊆ Φ∗ jsou jazyky a A ≤m B.
1 B je rekurzivnı́ =⇒ A je rekurzivnı́.
2 B je rekurzivně spočetný =⇒ A je rekurzivně spočetný.

IB107 Vyčı́slitelnost a složitost: opakovánı́, redukce, Turingovy stroje a redukce, Postův korespondenčnı́ problém 29/35



problém akceptovánı́

Definice (problém akceptovánı́)

Problém akceptovánı́ je problém rozhodnout, zda daný TMM
akceptuje dané slovo w nad jeho vstupnı́ abecedou. Problém
ztotožnı́me s jazykem

ACC = {〈M,w〉 | M je TM aM akceptuje w}.

Věta

Problém akceptovánı́ je nerozhodnutelný.

Důkaz. HALT ≤m ACC
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nerozhodnutelnost problému akceptovánı́

HALT ≤m ACC:

HALT = {〈M,w〉 | M je TM a výpočetM na w je konečný}
ACC = {〈M,w〉 | M je TM aM akceptuje w}

�

Platı́ také ACC ≤m HALT a tudı́ž HALT ≡m ACC.
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Postův systém

Definice (Postův systém)

Postův systém P nad ebecedou Σ je konečná množina dvojic

P =
{[αi

βi

]
| αi , βi ∈ Σ∗,1 ≤ i ≤ n

}
.

Řešenı́m systému P je konečná neprázdná posloupnost přirozených
čı́sel i1, i2, . . . , ik taková, že 1 ≤ ij ≤ n a

αi1αi2 . . . αik = βi1βi2 . . . βik .

Přı́klad:

P =
{[ c

abc

]
,

[
ca
b

]
,

[
a
ca

]
,

[
ab
a

]}
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Postův korespondenčnı́ problém (PCP)

Definice (Postův korespondenčnı́ problém (PCP))

Postův korespondenčnı́ problém (PCP) je problém rozhodnout, zda
má Postův systém P nějaké řešenı́.

PCP = {〈P〉 | P je Postův systém, který má nějaké řešenı́}

Definice (iniciálnı́ Postův korespondenčnı́ problém (inPCP))

Iniciálnı́ Postův korespondenčnı́ problém (inPCP) je problém
rozhodnout, zda má Postův systém P řešenı́ začı́najı́cı́ čı́slem 1.

inPCP = {〈P〉 | P je Postův systém a má řešenı́ začı́najı́cı́ čı́slem 1}
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nerozhodnutelnost PCP

Věta

PCP nenı́ rozhodnutelný.

Důkaz. Postupně ukážeme ACC ≤m inPCP ≤m PCP.

inPCP ≤m PCP:

Zkonstruujeme totálně vyčı́slitelnou funkci f tak, že f (〈P〉) = 〈P ′〉,
kde P ′ má řešenı́⇐⇒ P má řešenı́ začı́najı́cı́ 1.

P =
{[ba

b

]
,

[
b
bb

]
,

[
b

abb

]
,

[
bab

a

]}
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nerozhodnutelnost PCP

ACC ≤m inPCP:

#q0 B w#B q′w# . . . #B . . . qacc . . .#

�
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