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2. [3 body] Pro libovolnou funkei f : N — N definujeme binarni relaci Ry C N? vztahem

Ry ={(z, f(z)) | x € dom(f)}.
Dokazte nebo vyvratte kazdé z nasledujicich tvrzeni.
(a) f je vycislitelna funkce = relace Ry je rekurzivni
(b) f je vycislitelna funkce = relace Ry je r.e.
(c) f je vycislitelna funkce <= relace Ry je r.e.
V dukazu mizete vyuzit fakt, ze nésledujici funkce je totalné vycislitelna.

SC,(%Z/MZUZ’Z) =

1 pokud program P, na vstupu (y1,y2) zastavi béhem z kroku
0 jinak

(a) Tvrzeni neplati. Uvazme napiiklad funkei f definovanou takto:

k o, (z ,
R e

Tato funkce je zjevné vyéislitelna (program simuluje pomoci univerzalni funkcie vypocet ¢, (z)
a pokud vypocet skonéi, vraci hodnotu 0). Pro funkei f plati

Ry = {(z,0) | pu(z) # L}

Vidime, Ze druhym fezem relace Ry pro hodnotu 0 je problém zastaveni K = {z | ¢,(x) # L}.
Jelikoz libovolny fez rekurzivni mnoziny je opét rekurzivni mnozina, relace Ry neni rekurzivni,
protoze pak by musela byt rekurzivni také mnozina K, coz neni.

(b) Tvrzeni plati. Necht f je libovolna vyé¢islitelna funkce a iy je né&jaky jeji index. Zkonstruujeme
vyd&islitelnou funkei g : N? — N splitujici dom(g) = Ry, ¢im# dokaZeme, Ze Ry je rekurzivné
spocetné. Funkce g je pocitana nasledujicim programem.

begin

xg = P(if, z1);

while z3 # 22 do begin end
end

Pokud vstup (x1,x2) patii do Ry, tak vypocet ®(if,x1) skonéi a zarovenr bude platit x3 = x,
tedy i nas program skonéi a g(x1,x2) je definovano. Pokud vstup (z1,x2) do Ry nepatii, mohou
nastat dvé moznosti. Jestlize f(x1) neni definovano, tak vypocet ®(if,z1) cykli a g(x1,x2)
neni definovano. Jestlize f(x1) je definovano, ale x9 # f(x1), tak vypocet ®(is,x1) skondi, ale
nas program cykli, protoze nikdy neopusti while-cyklus. Tedy opét g(x1,x2) neni definovano.
Celkem dostavame dom(g) = Ry.
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(c) Tvrzeni plati. Necht Ry je relace definovana pro né&jakou funkci f : N — N dle zadani. Pokud
je Ry rekurzivné spocetnd, pak existuje vycislitelna funkce g : N2 — N splaujici dom(g) = Ry.
Necht i, je néjaky index této funkce g. Néasledujici program pocita funkei f.

begin
counter := 0;
done := 0;
while done = 0 do
begin
result := my (counter);
steps := mo(counter);
done := Sc'(i4, x1, result, steps);
counter := counter + 1
end
T1 = result
end

Program vyuZzivd makra implementujici totalné vyé¢islitelnou funkci Sc¢’ ze zadani a totalné
vycislitelné projekéni funkce 7y, my z prednasky.

Uvazme libovolné pevné 1. Neni-li f(x1) definovano, v relaci Ry neni Zadna dvojice (x1, result),
a proto g(x1, result) = L a Sc/(ig, x1, result, steps) = 0 pro libovolné hodnoty result a steps.
Program tedy cykli, coz odpovida predpokladu f(z;) = L. Je-li naopak f(z;) definovano,
existuje pravé jedna hodnota result = f(x1) spliwjici (21, result) € Ry. Pro tuto hodnotu result
musi byt g(z1, result) definovano, a tedy Sc'(ig, 1, result, steps) = 1 pro dostateéné velkou
hodnotu steps. Postupnym zvySovanim hodnoty counter prohledavame vSechny dvojice hodnot
result a steps a v koneéném ¢ase né&jakou dvojici spliwjici S¢/(ig4, 1, result, steps) = 1 objevime.
N4&s program v tom pripadé skon¢i s hodnotou result na vystupu. Program tedy implementuje
funkci f a ta je proto vycislitelna.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



