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Oblast strojovée smimanijch informaci. Své uco a c¢islo listu vypliite co e
Zleva dle vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahugte. o B Lf] E 3 L] 5 E -] H 9

1. [3 body] Rekneme, 7e vyrokova formule ¢ je férové splnitelnd, pokud se v ni vyskytuje sudy
pocet vyrokovych proménnych a je splnéné néjakou valuaci téchto proménnych, ve které mé polovina
proménnych hodnotu true a druha polovina hodnotu false.

Uvazme problém rozhodnout, zda je dana vyrokova formule férové splnitelna, tedy problém

FAIR-SAT = {{p) | ¢ je férové splnitelna}.

Dokazte, ze FAIR-SAT je NP-tuplny.

Prislusnost do NP. Problém FAIR-SAT je rozhodovan napf¥. nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje néasledovné: stroj nejprve deterministicky ovéri, zda vstup je kddem néjaké
vyrokové formule ¢, ktera ma sudy poc¢et vyrokovych proménnych (to lze jisté ucinit v polynomialnim
¢ase). Pokud tomu tak neni, ihned zamitne. V opa¢ném piipadé nedeterministicky vybere n&jakou
valuaci proménnych z ¢ tak, aby pravé polovina proménnych méla hodnotu ¢rue a polovina hodnotu
false (linearni ¢as vzhledem k poc¢tu proménnych, tedy i vzhledem k velikosti formule). Nasledné
stroj vyhodnoti, zda je formule ¢ touto valuaci splnéné. Pokud ano, stroj akceptuje, jinak zamitéa.
V8echny uvedené operace 1ze na Turingové stroji implementovat v polynomialnim ¢ase, tedy uvedeny
stroj ma polynomialni ¢asovou slozitost.

NP-tézkost. Ukazeme, ze SAT <, FAIR-SAT. Uvazme funkci f, ktera je pro vstupni fetézec w
definovéana takto: pokud w neni kddem vyrokové formule, pak f(w) = w. V opa¢ném piipadé oznacme
 vyrokovou formuli zak6dovanou Fetézcem w a déle necht n znaci pocet vyrokovych proménnych
ve . Definujeme

fw)={(p A1), kde b = (21 V ~x1) A (22 V22) Ao A (T V 2Ty

a ri,..., Ty jsou proménné, které se nevyskytuji ve . Vsimnéme si, Ze formule zakodovana v f(w)
mé 2n proménnych a jeji Cast ¢ je splnéna kazdou valuaci proménnych. Funkce f je vy¢islitelnd
deterministickym strojem s polynomialni ¢asovou slozitosti: stroj nejprve zkontroluje, zda vstup je
kédem formule, a pokud ano, spocita vyrokové proménné ve g, vygeneruje formuli v, jejiz velikost
je O(|e]), a na vystup da zakddovanou konjunkei ¢ A ).

Zbyva ukazat, ze w € SAT & f(w) € FAIR-SAT. Tato ekvivalence zfejmé plati pro w, ktera
nejsou kody vyrokovych formuli, protoze pak w ¢ SAT a f(w) = w ¢ FAIR-SAT. Ve zbytku
dukazu tedy predpokladejme, Ze w = (p), kde ¢ je vyrokova formule, a ozna¢me n pocet vyrokovych
proménnych ve .

“=” Necht (p) € SAT, tedy existuje valuace v spliwujici ¢. Necht m < n je pocet proménnych z ¢,
které tato valuace zobrazi na true. Nyni zadefinujeme valuaci v/ takto: pro kazdou promén-
nou y, ktera se vyskytuje ve ¢, polozime v/(y) = v(y) a dale pak v/(z1) = V/(z2) = ... =
V(zpm) = false a V' (zpmy1) = ... = V/(x,) = true. Valuace v/ spliwuje formuli ¢ A1) a zobrazuje
pravé m + (n — m) = n proménnych z této formule na true a zbyvajicich n proménnych na
false. Tedy f((p)) = (p AN) € FAIR-SAT.

“<” Necht f((¢)) = (@ A¢) € FAIR-SAT. Pak existuje valuace, ktera (mimo dalsi pozadavky)
spliiuje formuli ¢ A 9. Z toho okam?zité plyne, Ze formule ¢ je splnitelna. Tedy (p) € SAT.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



