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2. [3 body| UvaZzme problém pro danou gramatiku G typu 0 (tedy bez omezeni) a dané¢ k € N
rozhodnout, zda lze v této gramatice odvodit prazdné slovo € v nejvyse k krocich. Problém nazveme
bounded epsilon derivation a ztotoznime s mnoZzinou

BED = {(G, k) | G je gramatika spliwjici S %g g, kde S je kofenem G}.

Dokazte, ze problém BED je NP-tézky.

NP-tézkost problému BED dokaZeme redukei z problému 3SAT, tedy redukei 3SAT <,, BED.
Redukéni funkce f(w) je definovana nasledovné. Neni-li w kodem vyrokové formule v 3CNF, pak
klademe f(w) = (Go,1), kde Gy = ({S},{a},{S — a},5) je gramatika, ve které nelze odvodit e.
Ekvivalence w € 3SAT <= f(w) € BED pro tato w jisté plati, nebot w & 3SAT a f(w) & BED.
Nyni se zaméfime na piipad, kdy w = (p) pro n&jakou formuli ¢ v 3CNF. Necht n je pocet
klauzuli ve ¢ a X1, ..., X, jsou vyrokové proménné, které se vyskytuji ve ¢. Jisté plati p < |p|. Nyni
uvazme nasledujici gramatiku G = (N, %, P, S):

e N ={ST F}U{X;, X/, X' X]'| 1 <i<p}, kde T, F reprezentuji pravdivostni hodnoty
true, false a pro kazdou vyrokovou proménnou méame neterminal X; pro zapis této proménné
ve formuli, neterminal Xi? slouzici k nedeterministickému vybéru valuace této proménné a
neterminély XZ-T , XZ-F znacici, ze proménné X; byla pfifazena hodnota true, resp. false

L4 E:{/\v\hﬁv(v)}
e P=PUP,UP3;UPyUP5U Py, kde

— Pravidlo pfepisujici S na ¢ (zapsanou pomoci znaki z N U X) a fetézec neterminali
slouzicich k nedeterministickému vybéru valuace:

P ={S— pX{X;... X}
— Pravidla pro nedeterministicky vybér valuace:
P={Xx] - xF, X! = XxF|1<i<p}

— Pravidla umoznujici neterminalim X ZT , X ZF “projet” doleva pfes celou vétnou formu, kazdy
vyskyt proménné X; ve formuli prepsat na T nebo F' dle zvolené valuace a nasledné se
prepsat na e:

Py={AX] — XA, AX] - X[A|1<i<p Ae(NUX)~{X;}} U
(x;:x] - X, x;xI' - XI'F|1<i<p}u
{(Xf »e X[ —e|l<i<p}
— Pravidla umoznujici vyhodnotit negované literaly:

Py={-T—F -F—-T}

— Pravidla umoznujici prepsat na T" kazdou klauzuli s alesponi jednim literalem vyhodnoce-
nym na 71"
Ps={(TvTVvT)—=T, (I'VTVF)=T, (I'VFVT)—=T,
('VFVF)—=T, (FVTVT)—=T, (FVTVF)—>T, (FVFVT)—=T}

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.
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— Pravidla umoznujici prepsat libovolnou sekvenci tvaru T AT A ... AT na €:
Ps={TNT—=T,T—c¢c}

Pravidla z P; U P, umoznuji v p + 1 krocich pfepsat poCatecni neterminél S na Fetézec pa, kde
ae {XT, X{ {X7, X7}, {X], X]'} jednoznaéné uréuje valuaci proménnych. Kazdy neterminal
XZ-T , XZ-F pak muze pomoci pravidel z Ps v nejvyse |p|+ 1 krocich “projet” doleva pfes celou formuli,
prepsat vyskyty X; na odpovidajici hodnotu T nebo F' a zmizet. Tato faze zabere nejvyse p-(|¢| + 1)
kroku. Pravidla v Py, Ps, Ps nasledné umoznuji vyhodnotit negace, splnéné klauzule pfepsat na T a
konjunkei libovolné mnoha T pFepsat na ¢, to vSe v nejvyse |p| krocich. Je tedy zfejmé, Ze pokud
existuje valuace splijici ¢, pak lze v gramatice G odvodit £ v nejvyse (|p|+1)+p-(Jo|+1)+]|¢| <
l|? + 3| + 1 krocich.

Nyni pfedpokladejme, Ze v G lze odvodit . Jedinym pravidlem pro S je pravidlo z Py, po jehoz
aplikaci se do vétné formy dostane n fetézcii tvaru {(}.(NU{V,=})T.{)} (jeden pro kazdou klauzuli
formule ¢). Jelikoz zavorky lze odstranit jen pomoci pravidel z Ps, musel se kazdy fetézec vyse
uvedeného tvaru piepsat na Fetézec tvaru (Vi V Vo vV V3), kde Vi, Vo, V3 € {T, F} a aspon jedno
z Vi, Vo, V3 je T. To vSak mohlo nastat jen po aplikaci p pravidel z P> a dalsich pravidel z P3 a P;.
Aplikovana pravidla z P, pak kdduji valuaci, ktera je spliujici pro ¢.

Tim jsme dokézali, Ze plati

(p) € 3SAT <= (G, |¢|> + 3|¢| + 1) € BED.

Pokud tedy definujeme f({¢)) = (G, |¢|? + 3|p| + 1), vidime, Ze ekvivalence w € 3SAT <= f(w) €
BED je splnéna pro vSechna slova w, kterd jsou kdédem né&jaké formule v 3CNF, a dohromady
s tvodnim odstavcem tak dostavame, Ze je tato ekvivalence splnéna pro vSechna slova w.

Zbyva dokézat, ze funkce f je vycislitelnd deterministickym strojem v polynomidlnim ¢ase. Roz-
hodnout, zda vstupni slovo w je kodem néjaké formule ¢ v 3CNF, a zkonstruovat gramatiku Gy jisté
1ze deterministicky v polynomialnim ¢ase. Nyni zanalyzujeme gramatiku G konstruovanou v piipadé,
7e w = (p): Mnozina N je velikosti O(p), abeceda X je konstantni. Délka pravidla v Py je O(|¢|+p)
a mnoziny Ps, ..., Ps obsahuji pouze pravidla konstantnich délek, kterych je O(p) v pripadé P,
O(p?) v piipadé P a konstantni pocet v piipadé Py, Ps, Ps. Jelikoz p < ||, je velikost konstruované
gramatiky v O(|¢|?). Jeji konstrukece je p¥itom pifmocara.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



