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Poznamka

P¥ipomeiime si z minule: posloupnost
o
(an)nZo = (20, a1, a2, . . .)

je vpodstaté to samé co mocninnd ¥ada

o
E anx" = ag + a1x + apx® + - - -

n=0

kterd ma n&kdy soucet, jimz je funkce f(x), které ¥ikdme generujici
funkce posloupnosti. V dal§im se ndm bude hodit dodefinovat

a, = 0 pro n < 0, takZe lze v mocninné Fadé scitat pres vSechna
celd ¢isla a nemusime tak meze pf¥ilis Fesit.




Poznamka

Funkce x - f(x) je zfejmé
X - Z apx" = Z a,x™ = agx + apx® + a3 + -+
= Zan,lx” =0+ apx + aix® + aox> + - -

a je tedy generujici funkci posloupnosti (0, ag, a1, . . .), jejiz n-ty
¢len je ap—1 (tady se hodi, Ze pro n = 0 jsme dodefinovali
a_1 = 0). MiazZeme ji zna&it (ap—1).




Poznamka

Funkce x - f(x) je zfejmé

X - g apx" = E a,x™ = agx + apx® + a3 + -+

:Zan,lx”:0+aox—|—alx2+agx3+---

a je tedy generujici funkci posloupnosti (0, ag, a1, . . .), jejiz n-ty
¢len je ap—1 (tady se hodi, Ze pro n = 0 jsme dodefinovali

a_1 = 0). MiazZeme ji zna&it (ap—1).

Podobng& x? - f(x) je generujici funkci posloupnosti (a,_2).




P¥iklad
Najdéte vytvorujici funkci a explicitni vyjadfeni pro n-ty &len
posloupnosti {a,} defiované rekurentnim vztahem

3021,31:2

ap=4a, 1 —3a, 2+1pron>2




Priklad

Najdéte vytvorujici funkci a explicitni vyjadfeni pro n-ty &len
posloupnosti {a,} defiované rekurentnim vztahem

30:1731:2

ap=4a, 1 —3a, 2+1pron>2

Reseni

Dopliime a_; = a_» = 0 a rozepiSme podrobné druhou rovnici pro
ptipad n=1, n=0:

n=1:a =43y —3a_1+1-3
n:0:30:4a_1—3a_2—|—1+0

Dohromady tak miZeme psat rekurenci jedinou formulkou:

apn=4ap_1—3a,2+1-3-[n=1]40-[n=0].




apn=4a,_1—3a,2+1-3-[n=1]+0-[n=0].

Tu nyni vyndsobime x" a se¢teme ptes viechna n=0,1,..., ¢imz
dostaneme:

Zanx":Z(lla,,_l—3an_2+1—3‘[n:1]+O‘[n:0])-x”

= Z 4a, 1x" — Z 3ap_2x" + ZX” —3x+0.

4x-> ap—1x"1 3x2.3"a,_o,xn—2

Oznatime f(x) vytvotujici funkci posloupnosti {an}, tj.

(0.0) [o.¢] o
f(x) = g anx" = E ap_1x" 1 = g ap_ox"?
n=0 n=0 n=0

(tady se hodi, Ze a_1 = a_» = 0, jinak by v t&ch poslednich dvou
vyrazech byly ¢leny navic). Tim se rovnice pfepi¥e na




f(x) = 4x - f(x) —3x%- f(x) + % —3x.

P¥evedenim vyrazi obsahujicich f(x) na levou stranu a vytknutim
dostaneme

1
(1 —4x+3x%) - f(x) = T — 3x
neboli L 3r 32
(1= 3x)(1 = x) - f(x) = %*XX
Podélenim koeficientem u f(x) pak
1 —3x+3x2

)= a0 =30"




Resenf
Rozklad na parcidlni zlomky da

f(x):3/4-%—1/2. 3/

Lt
(1—x) 1-—3x

a rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty
n\ , n+1\ , n n

f(x) =3/4> <0>x —1/2.Z< ) >x +3/4) <o> (3x)".
3an

Celkovy koeficient u x", tj. n-ty &len posloupnosti a,, tedy je

a,=3/4- (g) ~1/2. (”T) +3/4- <g>3

=3/4—1/2- (n+1)+3/4-3".




Pomoci vytvotujici funkce vyteste ndsledujici rekurenci:

30:1781:2

an=>5a,_1 —4a, o pron>2




Priklad

Pomoci vytvotujici funkce vyteste ndsledujici rekurenci:

aozl,a1:2

an=>5a,_1 —4a, o pron>2

Reseni

Dopliime a_1 = a_» = 0 a rozepisme podrobné& druhou rovnici pro
ptipad n=1, n=0:

n=1:a =5a—4a_1—3
n=0:a=5a_1—4a_,+1

Dohromady tak miZeme psat rekurenci jedinou formulkou:

ap=>5ap,-1—4a,2—3-[n=1]+1-[n=0].




apn=">5ap_1—4ap_2—3-[n=1]+1-[n=0].

Tu nyni vyndsobime x" a se¢teme pres vSechna n =0,1,..., &mz
dostaneme:

 anx" =) (5ap-1—4ap2-3-[n=1]+1-[n=0])-x"
= Bap1x"— Y 4a ox" —3x+1.

~~

~
5x-> ap—1x"1  4x2.3"a, ox"—2

Oznatime f(x) vytvofujici funkci posloupnosti {a,}, tim se rovnice
prepisSe na

f(x) = 5x - f(x) —4x? - f(x) — 3x + 1.




f(x) =5x-f(x) —4x? - f(x) — 3x + 1.

PY¥evedenim vyrazi obsahujicich f(x) na levou stranu a vytknutim

dostaneme
(1 —5x+4x?)-f(x) = —3x + 1

neboli
(1-4x)(1—x)-f(x)=-3x+1

Podélenim koeficientem u f(x) pak

—3x+1
flx) = (1—x)(1—4x)°




Regeni

Rozklad na parcidlni zlomky da

1 1
f =2/3. —— +1/3-
(X) /3 1—X+ /3 1—4x

a rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty

fx)=2/3-3 <8)x +1/3-3° (8) (4x)".

Celkovy koeficient u x”, tj. n-ty &len posloupnosti a,, tedy je

3, =2/3. (g) +1/3- <g>4”

=2/3+1/3.4".




Pomoci vytvotujici funkce vyteste ndsledujici rekurenci:

ap = 1,31 =1
ap=ap-1+2ap_2+(—1)" pron>2




Priklad

Pomoci vytvotujici funkce vyteste ndsledujici rekurenci:

ap = 1,31 =1
ap=ap-1+2ap_2+(—1)" pron>2

Reseni

Dopliime a_; = a_» = 0 a rozepiSme podrobné druhou rovnici pro
ptipad n=1, n=0:

n=1:a =ag+2a_1+(-1)+1
n:O:aoza_1+Qa_2+(—1)0+O

Dohromady tak miZeme psat rekurenci jedinou formulkou:

an=ap-1+2a,2+(-1)"+1-[n=1]+0-[n=0].




Regen{
apn=ap-1+2ap2+(-1)"+1-[n=1]4+0-[n=0].
Tu nyni vyndsobime x" a se¢teme ptes viechna n=0,1,..., ¢imz

dostaneme:

D anx"=> (an-1+2ap 2+ (-1)"+1-[n=1+0-[n=0])-x

1
= Z an_1x" + Z 2a,_ox" +1 - + X.

XY ap—1x""1  2x2.3"a, o,x"—2

Oznatime f(x) vytvofujici funkci posloupnosti {a,}, tim se rovnice

pfepise na

+ x.

f(x) = x- f(x)+2x>- f(x) + T




1
p— . 2. —
f(x)=x-f(x)+2x f(x)+1+x+x.

P¥evedenim vyrazi obsahujicich f(x) na levou stranu a vytknutim
dostaneme

1
(1—x—2x%) f(x) = 1+X+x
neboli )
x“+x+1
1—2x)(1 f(x) = ———
(1= 21 4x) () =
Podélenim koeficientem u f(x) pak
x>+ x+1

)= i =29




|
<
N

Reseni
Rozklad na parcidlni zlomky da

1
1—2x

f(x)—_1/9-1ix+1/3 +7/9.

1
(1+x)2

a rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty

x)=-1/9. Z() +1/3Z(n+> "
+7/9.Z<g>(2x

Celkovy koeficient u x", tj. n-ty &len posloupnosti a,, tedy je

an=—1/9- <g>(—1)" +1/3- (”T)(—l)" +7/9- (g) 2"

= —1/9-(=1)"+1/3-(n+1)(=1)" +7/9 - 2".




Priklad

Vy¥este rekurenci

3020

a,,:a,,_l—i—n2 pron>1

tedy najd&te ptedpis pro a, = 12 +22 + ... + n?.




Priklad

Vyfeste rekurenci

3020

a,,:a,,_l—i—n2 pron>1

tedy najd&te ptedpis pro a, = 12 +22 + ... + n?.

Reseni

Dopliime a_; = 0 a rozepiSme podrobné druhou rovnici pro p¥ipad
n=0:

n=0:a =a1+0%>+0

Dohromady tak miiZzeme psat rekurenci jedinou formulkou:

a,,:a,,_1+n2+0-[n:0].




a,,:an_1+n2+0-[n:0].

Tu nyni vyndsobime x" a se¢teme ptes viechna n=0,1,..., ¢imz
dostaneme:

Za,,x” = Z(an_l +n*4+0-[n=0])-x"
= Zan,lx” +Z n? . x".
N——
x> ap—1xn—1
Jako minule vyjad¥ime
5 n-+2 n+1 n+0
=2 —3.
n < 5 > 3 < 1 4F 0
—

n2+3n+2 3%3 1
1 1 1
2 n
X" =2. 3. 1-— .
D T P S @ =E T ox




Regeni

Oznatime f(x) vytvotujici funkci posloupnosti {a,}, tim se rovnice
prepise na
1 1 1

G-xp > -2l ik

f(x)=x-f(x)+2-

PY¥evedenim vyrazi obsahujicich f(x) na levou stranu a vytknutim
dostaneme

1 1 1
1—x) f(x)=2- ~3. 1. :
I=x)- ) =25 3 o T 1x
Podélenim koeficientem u f(x) pak
1 1 1

f(X):Q.(1—X)4_3.(1—X)3+1.(1—X)2.




1 1 1
FE L Ry A R

Rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty

CEEDW QYD VS LS M (22

Celkovy koeficient u x”, tj. n-ty ¢len posloupnosti a,, tedy je

e (3 (5907)

f(x)=2-




1 1 1
T > @—xp TP

Rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty

f(X):2-Z<n:3>x"—3Z(n—;2>x”+z<n—;1>x".

Celkovy koeficient u x”, tj. n-ty ¢len posloupnosti a,, tedy je

e (3 (5907)

Uzce to samoziejmé souvisi s:

() (1))

f(x)=2-




