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��� ���� ��������� ����������� a = (a�, a�, a�, . . .)� ����
����������� ������ �������� ���������� ��������� ���� �����

∞�

k=�

akx
k = a� + a�x + a�x

� + · · · .
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��� (a�, a�, a�, . . . ) ����������� �������� ������ �������� ��� ������

R ∈ R� �� ��� ������� k � � �� |ak | ≤ Rk � ��� ����

a(x) =
�

k≥�

akx
k

���������� ��� ����� x ∈ (− �
R ,

�
R )� ������ ���� ���� ���� �������

������ �� �������� ���������� ���� ������ ���������� ������ a(x)�
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R ∈ R� �� ��� ������� k � � �� |ak | ≤ Rk � ��� ����

a(x) =
�

k≥�

akx
k

���������� ��� ����� x ∈ (− �
R ,

�
R )� ������ ���� ���� ���� �������

������ �� �������� ���������� ���� ������ ���������� ������ a(x)�
��������� ������ a(x) �� ���������� ����� � �� ����������� ������

������� ������������ ����� �� a(x) � � �������� ����� ���� � �����

ak =
a(k)(�)
k!

.
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�
� − x

=
�

k≥�

xk ,

��
�

� − x
=

�

k≥�

xk

k
,

ex =
�

k≥�

xk

k!
,

(� + x)r =
�

k≥�

�
r

k

�
xk ,

�
(� − x)n

=
�

k≥�

�
k + n − �
n − �

�
xk .

�
(� − αx)n

=
�

k≥�

�
k + n − �
n − �

�
αk · xk .
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� ������ ���� ������� ������� a−� = �� a−� = �� ���� ����
������ ������ ���� ������� k���

akx
k +

�
bkx

k =
�

(ak + bk)x
k �
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akx
k +

�
bkx

k =
�

(ak + bk)x
k �

α ·� akx
k =

�
(αak)x

k �
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akx
k +

�
bkx

k =
�

(ak + bk)x
k �

α ·� akx
k =

�
(αak)x

k �

xn ·� akx
k =

�
ak−nx

k �
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akx
k +

�
bkx

k =
�

(ak + bk)x
k �

α ·� akx
k =

�
(αak)x

k �

xn ·� akx
k =

�
ak−nx

k �

(
�

akx
k) · (� bkx

k) =
�

ckx
k � ���

ck =
�

i+j=k

aibj .

����������� (ck) ���� ���� �������� ��������� ������������
(ak), (bk)�
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�

�−x a(x) �� ������ (a�, a� + a�, a� + a� + a�, . . .)�
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�−x a(x) �� ������ (a�, a� + a�, a� + a� + a�, . . .)�

�������

������ ������ ������������� ������ ����� ���������� �������� ���
� + � + · · ·+ �k � ������� �� �

�−�x ����������� ������ ������������
(�k)� �� ����������� ������ ��� ����������� (�+ �+ · · ·+ �k) ������

�
�−x · �

�−�x = � · �
�−�x − �

�−x .

����� �� ������ ���� ����������� ����� (� · �k − �)�
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�

�−x a(x) �� ������ (a�, a� + a�, a� + a� + a�, . . .)�

�������

������ ������ ������������� ������ ����� ���������� �������� ���
� + � + · · ·+ �k � ������� �� �

�−�x ����������� ������ ������������
(�k)� �� ����������� ������ ��� ����������� (�+ �+ · · ·+ �k) ������

�
�−x · �

�−�x = � · �
�−�x − �

�−x .

����� �� ������ ���� ����������� ����� (� · �k − �)�

������� �� ��������� �������
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������� �� ��������� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ���������
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�������������� �� P(x)/Q(x) �� ����� ��������� ���
���P < ���Q ������ �������� �� �������� � P(x),Q(x)
������ �������� �������
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�������������� �� P(x)/Q(x) �� ����� ��������� ���
���P < ���Q ������ �������� �� �������� � P(x),Q(x)
������ �������� �������
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������������ �������� ������� ������ ������������

�������������� �� P(x)/Q(x) �� ����� ��������� ���
���P < ���Q ������ �������� �� �������� � P(x),Q(x)
������ �������� �������

������� Q(x) ��������� �� �������� ���������

������� ������� ������ α�, . . . ,α� ����������� ���

P(x)

Q(X )
=

A�

x − α�
+ · · ·+ A�

x − α�
.
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������� �� ��������� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ���������
������������ �������� ������� ������ ������������

�������������� �� P(x)/Q(x) �� ����� ��������� ���
���P < ���Q ������ �������� �� �������� � P(x),Q(x)
������ �������� �������

������� Q(x) ��������� �� �������� ���������

������� ������� ������ α�, . . . ,α� ����������� ���

P(x)

Q(X )
=

A�

x − α�
+ · · ·+ A�

x − α�
.

����� ����� α ��������� k � ��� ���� ��������� ��������� ������
�����

A�

(x − α)
+

A�

(x − α)�
+ · · ·+ Ak

(x − α)k
.
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� ������� ������� ��������� ���������� ������ �����������
�������� A/(x − α) ��������� (Ax + B)/(x� + px + q) ������
����������� ������ ������������
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� ������� ������� ��������� ���������� ������ �����������
�������� A/(x − α) ��������� (Ax + B)/(x� + px + q) ������
����������� ������ ������������

������� ���������� ������������ � ��� ����������
���������� � ������������ ������ x ���� ���������
������������ �������
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� ������� ������� ��������� ���������� ������ �����������
�������� A/(x − α) ��������� (Ax + B)/(x� + px + q) ������
����������� ������ ������������

������� ���������� ������������ � ��� ����������
���������� � ������������ ������ x ���� ���������
������������ �������

������ A/(x − α)k ��������� �� ������ ����� B/(� − βx)k

��������� �������� � ����������� ������� (−α)k � ����� �����
��� ����� ��������� �� �������� �����
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������� �� ��������� ������ � ����������

������� ����������� � − βx � ���� ����� ���������� �������� ������
�� ������ ���������� ��������� �����

� − �x + �x� = (� − �x)(� − �x),
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������� �� ��������� ������ � ����������

������� ����������� � − βx � ���� ����� ���������� �������� ������
�� ������ ���������� ��������� �����

� − �x + �x� = (� − �x)(� − �x),

����� ������ ������� ���������� �������� � ��������� ����������
x = �

t � ��������� t��

� − ��
t + � �

t�
= (� − ��

t )(� − ��
t )

t� − �t + � = (t − �)(t − �)
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������� �� ��������� ������ � ����������

������� ����������� � − βx � ���� ����� ���������� �������� ������
�� ������ ���������� ��������� �����

� − �x + �x� = (� − �x)(� − �x),

����� ������ ������� ���������� �������� � ��������� ����������
x = �

t � ��������� t��

� − ��
t + � �

t�
= (� − ��

t )(� − ��
t )

t� − �t + � = (t − �)(t − �)

������ �������� ���� �� ��� �������� ������� �� �������� ��������� ��
������ ������ ������ ����� ����� �������� ��� ������
������������� ���������
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���� ���������

� ����������� ������� ��������� �� �������� ����

� ����������� ������ � ����������� �����

� ������ ���������
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����������� ����� � ����� ���

����������� �� ����������� ����� ���� ���� ����������� ���������

F� = �,F� = �,Fk = Fk−� + Fk−� ��� k ≥ �.

��� ����� ���� �� ������� �������� ������� ���� ������������
� �������� � ���������� ���� � ���������� ����������� ���������
��� �������������������������������������������������
����� ����� ���� ������ ����� ������� ��� ������� n����� �����
�������������
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����������� ����� � ����� ���

����������� �� ����������� ����� ���� ���� ����������� ���������

F� = �,F� = �,Fk = Fk−� + Fk−� ��� k ≥ �.

��� ����� ���� �� ������� �������� ������� ���� ������������
� �������� � ���������� ���� � ���������� ����������� ���������
��� �������������������������������������������������
����� ����� ���� ������ ����� ������� ��� ������� n����� �����
�������������

��������

������� ��� ���������� �� ������ ��������� ������ ��������
����������� ����� ������ �������� �������� �������� � � �����
�� ����� � � ������� ������� ���������� ����� ��
����� [k = �], [�|k] �����



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

����������� ����� � ����� ���

����������� �� ����������� ����� ���� ���� ����������� ���������

F� = �,F� = �,Fk = Fk−� + Fk−� ��� k ≥ �.

��� ����� ���� �� ������� �������� ������� ���� ������������
� �������� � ���������� ���� � ���������� ����������� ���������
��� �������������������������������������������������
����� ����� ���� ������ ����� ������� ��� ������� n����� �����
�������������

��������

������� ��� ���������� �� ������ ��������� ������ ��������
����������� ����� ������ �������� �������� �������� � � �����
�� ����� � � ������� ������� ���������� ����� ��
����� [k = �], [�|k] �����
��� ��������� ���������� � xk �� ����������� ������ F (x) �� ���
����� ������� ����� [xk ]F (x)�



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

������� � �����

������ ����������� ������ F (x) ����������� ������������� ���
���������� F� = �� F� = � �� �� F (x)− xF (x)− x�F (x) = x , �
����

F (x) =
x

� − x − x�
.

����� ����� �� ���� ������� ����� ��� k��� ���� �������������
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������� � �����

������ ����������� ������ F (x) ����������� ������������� ���
���������� F� = �� F� = � �� �� F (x)− xF (x)− x�F (x) = x , �
����

F (x) =
x

� − x − x�
.

����� ����� �� ���� ������� ����� ��� k��� ���� �������������
��������� � ���� ������� �� ��������� ������ � ���������

x

� − x − x�
=

A

� − λx
+

B

� − µx
,

��� λ� µ ���� ������ t� − t − � � A� B ������ ��������� ��������
� ����������� ��������� ����� �� ������ ������ �����
Fk = A · λk + B · µk � ��� �� ����� � ����������
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������� � �����

� �������� ����������� �������� ���������

Fk =
�√
�



�

� +
√

�
�

�k

−
�

� −
√

�
�

�k

 .

����� �� ��������� �� ����� ����� ���� ������������� ����� �� ����
������������
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������� � �����

� �������� ����������� �������� ���������

Fk =
�√
�



�

� +
√

�
�

�k

−
�

� −
√

�
�

�k

 .

����� �� ��������� �� ����� ����� ���� ������������� ����� �� ����
������������
���������� ������ �� (� −

√
�)/� ≈ −�.���� ������� �� ��� �������

��������� ����� ��� Fk ������ �������� ������������� �����
�√
�
(�+

√
�

�
)k �
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������� � �����

� �������� ����������� �������� ���������

Fk =
�√
�



�

� +
√

�
�

�k

−
�

� −
√

�
�

�k

 .

����� �� ��������� �� ����� ����� ���� ������������� ����� �� ����
������������
���������� ������ �� (� −

√
�)/� ≈ −�.���� ������� �� ��� �������

��������� ����� ��� Fk ������ �������� ������������� �����
�√
�
(�+

√
�

�
)k � ����� �� ������ �� ���k→∞ Fk+�/Fk = λ ≈ �.���� ���

�� ����� ����� ���� ����� ��� � �������� �� ��� �� ������
� ������������� ��������� ����� � ������
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���� ���������

� ����������� ������� ��������� �� �������� ����

� ����������� ������ � ����������� �����

� ������ ���������
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������ ���������

�������� ���� ���� ����� ������ ��������� ��� ������ ��������� ��
�� ����� ������������� ��� �� ������ ��������� ����� ak ���� ������
k � ����� �� � ������ ��� ������ ������� �� ����� ������ �����
������� ����������
������� ������� ����������� ������ ��� ������ ��������� �� ������
�� � ������

� �������� ������� ������� ��������� ak �� ��������� �������
������������� ����� ����� ���� ������ ��� ������� k ∈ N�

���������������� a−� = a−� = · · · = �)�
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������ ���������

�������� ���� ���� ����� ������ ��������� ��� ������ ��������� ��
�� ����� ������������� ��� �� ������ ��������� ����� ak ���� ������
k � ����� �� � ������ ��� ������ ������� �� ����� ������ �����
������� ����������
������� ������� ����������� ������ ��� ������ ��������� �� ������
�� � ������

� �������� ������� ������� ��������� ak �� ��������� �������
������������� ����� ����� ���� ������ ��� ������� k ∈ N�

���������������� a−� = a−� = · · · = �)�
� ��� ������ ������� ���������� xk � ������� ���� �������

k ∈ N�. �� ����� ������ ��� ���������
�

k≥� akx
k � ��� ��

����������� ������ A(x)� ������ ������ ������ �� ��� �����
������� �� ����� ������ ���������� A(x)�
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������ ���������

�������� ���� ���� ����� ������ ��������� ��� ������ ��������� ��
�� ����� ������������� ��� �� ������ ��������� ����� ak ���� ������
k � ����� �� � ������ ��� ������ ������� �� ����� ������ �����
������� ����������
������� ������� ����������� ������ ��� ������ ��������� �� ������
�� � ������

� �������� ������� ������� ��������� ak �� ��������� �������
������������� ����� ����� ���� ������ ��� ������� k ∈ N�

���������������� a−� = a−� = · · · = �)�
� ��� ������ ������� ���������� xk � ������� ���� �������

k ∈ N�. �� ����� ������ ��� ���������
�

k≥� akx
k � ��� ��

����������� ������ A(x)� ������ ������ ������ �� ��� �����
������� �� ����� ������ ���������� A(x)�

� �������� ������� �� ������ �������� � A(x)�



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

������ ���������

�������� ���� ���� ����� ������ ��������� ��� ������ ��������� ��
�� ����� ������������� ��� �� ������ ��������� ����� ak ���� ������
k � ����� �� � ������ ��� ������ ������� �� ����� ������ �����
������� ����������
������� ������� ����������� ������ ��� ������ ��������� �� ������
�� � ������

� �������� ������� ������� ��������� ak �� ��������� �������
������������� ����� ����� ���� ������ ��� ������� k ∈ N�

���������������� a−� = a−� = · · · = �)�
� ��� ������ ������� ���������� xk � ������� ���� �������

k ∈ N�. �� ����� ������ ��� ���������
�

k≥� akx
k � ��� ��

����������� ������ A(x)� ������ ������ ������ �� ��� �����
������� �� ����� ������ ���������� A(x)�

� �������� ������� �� ������ �������� � A(x)�
� �������� A(x) �� ������� �� �������� ����� ������� ���������

� xk ����� ak � ��� ak = [xk ]A(x) �



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

�������

����� ���������

a� = �, a� = �

ak = �ak−� − �ak−�
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�������

����� ���������

a� = �, a� = �

ak = �ak−� − �ak−�

������

���� �� ak = �ak−� − �ak−� + [k = �].
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�������

����� ���������

a� = �, a� = �

ak = �ak−� − �ak−�

������

���� �� ak = �ak−� − �ak−� + [k = �].

���� �� A(x) = �xA(x)− �x�A(x) + x .



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

�������

����� ���������

a� = �, a� = �

ak = �ak−� − �ak−�

������

���� �� ak = �ak−� − �ak−� + [k = �].

���� �� A(x) = �xA(x)− �x�A(x) + x .

���� ��

A(x) =
x

� − �x + �x�
=

�
� − �x

− �
� − �x

.
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�������

����� ���������

a� = �, a� = �

ak = �ak−� − �ak−�

������

���� �� ak = �ak−� − �ak−� + [k = �].

���� �� A(x) = �xA(x)− �x�A(x) + x .

���� ��

A(x) =
x

� − �x + �x�
=

�
� − �x

− �
� − �x

.

���� �� ak = �k − �k .
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��������� � ������� ���������� �������

������ ������������ ������� ��� �������� ����������� ���� ����
�����������

� � � �� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� � � � � �
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��������� � ������� ���������� �������

������ ������������ ������� ��� �������� ����������� ���� ����
�����������

� � � �� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� � � � � �

� ����� ��������� ��� ��������� ��������� k − ��
� ����������� ������������ ��������������� ����� �� �����

L[�] �� i��� ��������� �� �
k �

� �������� ��������� ���� �� ���� ������� � i − � � k − i �
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��������� � ������� ���������� �������

������ ������������ ������� ��� �������� ����������� ���� ����
�����������

� � � �� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� � � � � �

� ����� ��������� ��� ��������� ��������� k − ��
� ����������� ������������ ��������������� ����� �� �����

L[�] �� i��� ��������� �� �
k �

� �������� ��������� ���� �� ���� ������� � i − � � k − i �

��� ������� ������� ����� ��������� ��� ��������� ����������
������

Ck = k − � +
k�

i=�

�
k
(Ci−� + Ck−i ) .
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������� ���������� ������ ������������� ������

������� ���� ���������

kCk = k(k − �) + �
k�

i=�

Ci−�,C� = C� = �

������ ��������� ��������
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������� ���������� ������ ������������� ������

������� ���� ���������

kCk = k(k − �) + �
k�

i=�

Ci−�,C� = C� = �

������ ��������� ��������
�

k≥� kCkx
k =

�
k≥� k(k − �)xk + �

�
k≥�

�k
i=� Ci−�x

k
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������� ���������� ������ ������������� ������

������� ���� ���������

kCk = k(k − �) + �
k�

i=�

Ci−�,C� = C� = �

������ ��������� ��������
�

k≥� kCkx
k =

�
k≥� k(k − �)xk + �

�
k≥�

�k
i=� Ci−�x

k

xC �(x) = �x�

(�−x)�
+ � xC(x)

�−x



���������� ����������� ������� ��������� �� �������� ���� ����������� ������ � ����������� ����� ������ ���������

������� ���������� ������ ������������� ������

������� ���� ���������

kCk = k(k − �) + �
k�

i=�

Ci−�,C� = C� = �

������ ��������� ��������
�

k≥� kCkx
k =

�
k≥� k(k − �)xk + �

�
k≥�

�k
i=� Ci−�x

k

xC �(x) = �x�

(�−x)�
+ � xC(x)

�−x

�������� ���� �������� ������������� ������� ������� �����
(� − x)�C (x)

��
= �x

�−x , � ����

C (x) =
�

(� − x)�

�
��

�
� − x

− x

�
,

����� ������� Ck = �(k + �)(Hk+� − �)− �k �


