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� �������� ������������ ������������� ������ ������ ������� ���
����� bn ���� ����������� ��������� ������ �� n ���������� ����� ��
��� ���� ����� ����� �������� ���� ����� � ����������� �������
����� ������� ��������� ����� ������� ����������



� �������� ������������ ������������� ������ ������ ������� ���
����� bn ���� ����������� ��������� ������ �� n ���������� ����� ��
��� ���� ����� ����� �������� ���� ����� � ����������� �������
����� ������� ��������� ����� ������� ���������� ������������
������� ��� ���� n ������� ��

b� = �, b� = �, b� = �, b� = �.



� �������� ������������ ������������� ������ ������ ������� ���
����� bn ���� ����������� ��������� ������ �� n ���������� ����� ��
��� ���� ����� ����� �������� ���� ����� � ����������� �������
����� ������� ��������� ����� ������� ���������� ������������
������� ��� ���� n ������� ��

b� = �, b� = �, b� = �, b� = �.

������� �������� �� ���� � ����� ����� ��������� ��� n ≥ �

bn = b�bn−� + b�bn−� + · · ·+ bn−�b�.



� �������� ������������ ������������� ������ ������ ������� ���
����� bn ���� ����������� ��������� ������ �� n ���������� ����� ��
��� ���� ����� ����� �������� ���� ����� � ����������� �������
����� ������� ��������� ����� ������� ���������� ������������
������� ��� ���� n ������� ��

b� = �, b� = �, b� = �, b� = �.

������� �������� �� ���� � ����� ����� ��������� ��� n ≥ �

bn = b�bn−� + b�bn−� + · · ·+ bn−�b�.

������� �� ��� ������� � ��������� ������������� ����� ���������
��� ������ ��� ������� n ∈ N��

bn =
�

�≤k<n

bkbn−k−� + [n = �].

��� ���� ����� ���� � ��������� ������� � ��������



� ����� � ���������� ��� ������ xn � �������� ����� B(x)
������������ ����������� ������� ����

B(x) =
�

n

bnx
n =

�

n,k

bkbn−k−�x
n +

�

n,k

[n = �]xn =

=
�

k

bkx
k

��

n

bn−k−�x
n−k

�
+ � =

=
�

k

bkx
k(xB(x)) + � = B(x) · xB(x) + �.

����� ������ ��������� �� ������ ����� �� ����������� � xn−�

� ������� B(x) · B(x)� ��� ������ � xn � xB(x)��
�� ���� xB(x)� ����������� �� ����� ����������� ���� B(x)
� �������� ������� ����� � x��



� ����� � ������ ������������ ������� B(x) = xB(x)� + � ���
B(x) :

B(x) =
�±

√
�− �x
�x

.





� ����� � ������ ������������ ������� B(x) = xB(x)� + � ���
B(x) :

B(x) =
�±

√
�− �x
�x

.

�������� + ��� ���������� � ������ ������� ��� �� ��� x → �+
B(x) ���� ������ ∞� ������� ����������� ������ ��� ����
����������� ���� ��� � � ������� b� = �� ������ ��� ��������
− �� ��� ����������
��� ����������� ������ B(x) ���� �����

B(x) =
�−

√
�− �x
�x

.

����� �� ����� ���� �� ���� ��������� B(x) �� �������� �����



������ ������� ������ ��������� ��������� ����

(�− �x)�/� =
�

k≥�

�
�/�
k

�
(−�x)k = �+

�

k≥�

�
�k

�−�/�
k − �

�
(−�x)k

� �� �������� �−
√
�− �x ������� �x ���������

B(x) =
�

k≥�

�
k

�−�/�
k − �

�
(−�x)k−� =

=
�

n≥�

�−�/�
n

�
(−�x)n

n + �
=

�

n≥�

�
�n
n

�
xn

n + �
.
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�������� ����� �� ����� ��������� ����������� ������ �� n
��������� �� ����� bn = �

n+�

�
�n
n

�
�

���� �������� ����������� �� ������ ����������� ������������

������
����� ����� �� ���������� ����� ��������� ����� ���������
����������� ������� ��������� ������ �����

����� ����������� ���� � [�, �] �� [n, n] ����� �����
������������ �������� ����� ���������� ���������
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�������� ����� �� ����� ��������� ����������� ������ �� n
��������� �� ����� bn = �

n+�

�
�n
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���� �������� ����������� �� ������ ����������� ������������

������
����� ����� �� ���������� ����� ��������� ����� ���������
����������� ������� ��������� ������ �����

����� ����������� ���� � [�, �] �� [n, n] ����� �����
������������ �������� ����� ���������� ���������
����� ���� ����� �n ������������ n ����� X � Y ��������� ��
����� ����� ����� ���������� ���� Y ��� X
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�������� ����� �� ����� ��������� ����������� ������ �� n
��������� �� ����� bn = �

n+�

�
�n
n

�
�

���� �������� ����������� �� ������ ����������� ������������

������
����� ����� �� ���������� ����� ��������� ����� ���������
����������� ������� ��������� ������ �����

����� ����������� ���� � [�, �] �� [n, n] ����� �����
������������ �������� ����� ���������� ���������
����� ���� ����� �n ������������ n ����� X � Y ��������� ��
����� ����� ����� ���������� ���� Y ��� X

������� ������ ������ � �������� �n ���� �� ������� � m
��������� ������ ����� � ����� �� ���������� �������� ����
���� ������
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�������� ����� �� ����� ��������� ����������� ������ �� n
��������� �� ����� bn = �

n+�

�
�n
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���� �������� ����������� �� ������ ����������� ������������
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����� ����� �� ���������� ����� ��������� ����� ���������
����������� ������� ��������� ������ �����

����� ����������� ���� � [�, �] �� [n, n] ����� �����
������������ �������� ����� ���������� ���������
����� ���� ����� �n ������������ n ����� X � Y ��������� ��
����� ����� ����� ���������� ���� Y ��� X

������� ������ ������ � �������� �n ���� �� ������� � m
��������� ������ ����� � ����� �� ���������� �������� ����
���� ������
����� �������� �������������� ������ ��������� � ������ �
������� �������
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�������� ����� �� ����� ��������� ����������� ������ �� n
��������� �� ����� bn = �

n+�

�
�n
n

�
�

���� �������� ����������� �� ������ ����������� ������������

������
����� ����� �� ���������� ����� ��������� ����� ���������
����������� ������� ��������� ������ �����

����� ����������� ���� � [�, �] �� [n, n] ����� �����
������������ �������� ����� ���������� ���������
����� ���� ����� �n ������������ n ����� X � Y ��������� ��
����� ����� ����� ���������� ���� Y ��� X

������� ������ ������ � �������� �n ���� �� ������� � m
��������� ������ ����� � ����� �� ���������� �������� ����
���� ������
����� �������� �������������� ������ ��������� � ������ �
������� �������
����� ������� ����������� ���������� (n + �)����������
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������������� ����������� ������

����� ���� ��������� ������������� ������ �� � ����� ������ �����
�������� ������ ���� ������������� ����������

g(x) =
�

n≥�

gn
xn

n!
.

���������� �� � ����� ���� ������������� ������ ������ � ������ ����� �� ���������
������������ ����������� ������� ��� ���� ������� xn ����� n−x�� ��� ���� �� ���
������� ���������



������������� ����������� ������

����� ���� ��������� ������������� ������ �� � ����� ������ �����
�������� ������ ���� ������������� ����������

g(x) =
�

n≥�

gn
xn

n!
.

��������

����� ������� � ����� �� ������������� ������ ex �� ���������������
����������� ������ ��� �������� ����������� (�, �, �, �, . . . )�
� ������ � ������ �������� ���� �������� �� �� �������
��������������� ������������� ������ ��������

���������� �� � ����� ���� ������������� ������ ������ � ������ ����� �� ���������
������������ ����������� ������� ��� ���� ������� xn ����� n−x�� ��� ���� �� ���
������� ���������



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������

������� (ai + bi ) ������������ ���� �� ����� �������� ������
a(x) + b(x) ����������� ������������� �������



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������

������� (ai + bi ) ������������ ���� �� ����� �������� ������
a(x) + b(x) ����������� ������������� �������
���������� (α · ai ) ����� ����� ������������ ������� ��������
α �������� ���������� α · a(x) ��������� ����������� �������



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������

������� (ai + bi ) ������������ ���� �� ����� �������� ������
a(x) + b(x) ����������� ������������� �������
���������� (α · ai ) ����� ����� ������������ ������� ��������
α �������� ���������� α · a(x) ��������� ����������� �������
���������� ����� x � ������ a�(x) ��������� �����������
(a�, a�, a�, . . . )� ��� ���������� �������� ������ ������ � �����
����� �



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������

������� (ai + bi ) ������������ ���� �� ����� �������� ������
a(x) + b(x) ����������� ������������� �������
���������� (α · ai ) ����� ����� ������������ ������� ��������
α �������� ���������� α · a(x) ��������� ����������� �������
���������� ����� x � ������ a�(x) ��������� �����������
(a�, a�, a�, . . . )� ��� ���������� �������� ������ ������ � �����
����� �
�����������

� x
�
a(t) �t ��������� �����������

(�, a�, a�, a�, a�, . . . )� ��� �������� ������ ������� � �����
������



���� ����������� �������� � ������������� ���������� ����������
������� ��� ���������� ������ ����� ���������������
������������� ����������

������� (ai + bi ) ������������ ���� �� ����� �������� ������
a(x) + b(x) ����������� ������������� �������
���������� (α · ai ) ����� ����� ������������ ������� ��������
α �������� ���������� α · a(x) ��������� ����������� �������
���������� ����� x � ������ a�(x) ��������� �����������
(a�, a�, a�, . . . )� ��� ���������� �������� ������ ������ � �����
����� �
�����������

� x
�
a(t) �t ��������� �����������

(�, a�, a�, a�, a�, . . . )� ��� �������� ������ ������� � �����
������
������ ������������� ������ ��������� ����������� �� �����

cn =
�

i+j=n

�
n

i

�
aibj



�������� �������

�������� ������� �� ����� � �������������� ������ ������ �����
������ �� ����� ������ ���� ������ � ����� ���� ��������� ���
������� ������� ����� ������ ������� �� n ��������� ��
κ(Kn) = nn−�. �������� ����� �������� ������ ���������������
������������� �������



�������� �������

�������� ������� �� ����� � �������������� ������ ������ �����
������ �� ����� ������ ���� ������ � ����� ���� ��������� ���
������� ������� ����� ������ ������� �� n ��������� ��
κ(Kn) = nn−�. �������� ����� �������� ������ ���������������
������������� �������
������� ��� ������������ tn = κ(Kn)� ��� ������ ��������� ��
t� = t� = �, t� = �, t� = ��� ������ ����� �� � ������� ������ �� �
��������� ������ �

�
�
�

�
= �� ������������� ����� � ����� � �������

������� �� ��������� ��� ���� ����� ����� ������������ ���� �� ���
�����

�
�
�

�
= ���



���������� ����� ������� ���� �� ��������� ����� ������ v � �����
������� ��������� ����� ����� ��������� � ������ ����� ���������
� ������ Kn ���� �� ���������� ������ v � ����� � ��� �����������



���������� ����� ������� ���� �� ��������� ����� ������ v � �����
������� ��������� ����� ����� ��������� � ������ ����� ���������
� ������ Kn ���� �� ���������� ������ v � ����� � ��� �����������
��� ��� n > �

tn =
�

m>�

�
m!

�

k�+···+km=n−�

(n − �)!
k�! · · · km!

k� · · · km · tk� · · · tkm



���������� ����� ������� ���� �� ��������� ����� ������ v � �����
������� ��������� ����� ����� ��������� � ������ ����� ���������
� ������ Kn ���� �� ���������� ������ v � ����� � ��� �����������
��� ��� n > �

tn =
�

m>�

�
m!

�
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�
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�
m!

�

k�+···+km=n−�

(n − �)!
k�! · · · km!

k� · · · km · tk� · · · tkm

����� ��� n = � ���� t� = �t� + �t�t� + t�� �
������� ���������� ��������� ������������ ���������� un = ntn
��������� �� ������� �� un ����� ����� ���� ���������� ��������
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�
un
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n! � ����� ��

un
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= [xn−�]
�

m≥�

�
m!

�U(x)m,

� ����

�U(x) = x �
�U(x) .
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�
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(tk + �)k−� x
k

k!
.
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���������� ������������� ��������� ����� Et(x) �������� ����

Et(x) =
�

k≥�

(tk + �)k−� x
k

k!
.

������ �� ������ �� E� = �x � ���� ���������� E(x) = E�(x).
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Et(x) =
�

k≥�

(tk + �)k−� x
k
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.

������ �� ������ �� E� = �x � ���� ���������� E(x) = E�(x).
����� �� Et(x) = x · Et(x)� ��� ����� E(x) = �xE(x) .
��������� ������ ������ � ���� �������� �U(x) = x � �U(x) �������
�� �U(x) = xE(x)�
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������ �� ������ �� E� = �x � ���� ���������� E(x) = E�(x).
����� �� Et(x) = x · Et(x)� ��� ����� E(x) = �xE(x) .
��������� ������ ������ � ���� �������� �U(x) = x � �U(x) �������
�� �U(x) = xE(x)�
�����

tn =
un
n

=
n!

n
[xn] �U(x) = (n − �)![xn−�]E(x) = nn−�.



������������ ����� �������

����� ��� ������ ����� ������� ������ ������ ������ �� �����
������� � �������� ���� ����������� �������� ��������



������������ ����� �������
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������� � �������� ���� ����������� �������� ��������

����

����� ����������� ������ g(x) =
�

n≥� gnx
n ������� �����

x = f (g(x)),

��� f (�) = �, f �(�) �= �� ���

gn =
�
n
[un−�]

�
u

f (u)

�n

.
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f (u) = u
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tn = un
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������

������ ��������� �� c� = �, c� = �, c� = �� ���� ������� c� = �
������ ��� � ��������� �� �� ���� ��������
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������ ������� ������ ������ ��������������� �������� ������
�������� �× n�
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������ ��� � ��������� �� �� ���� ��������
������� ���������� ����� � ������� ������� ��� ������ ��������� ��
cn = �rn−� + cn−�� rn = cn−� + rn−�� r� = �, r� = �, ��� rn �� �����
������� ��������� �× n� �� ������� ���� ���������� ���� ����� ����
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C (x) = �xR(x) + x�C (x) + �, R(x) = xC (x) + x�R(x)�
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C (x) = �xR(x) + x�C (x) + �, R(x) = xC (x) + x�R(x)�

���� ��

C (x) =
�− x�

�− �x� + x�
, R(x) =

x

�− �x� + x�
.
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���� �� cn = �rn−� + cn−� + [n = �], rn = cn−� + rn−��

���� ��
C (x) = �xR(x) + x�C (x) + �, R(x) = xC (x) + x�R(x)�

���� ��

C (x) =
�− x�

�− �x� + x�
, R(x) =

x

�− �x� + x�
.

���� �� ������� �� ��� ������ ���� �������� x�� �������� ��
����� ���� �� ������� ������ D(z) = �/(�− �z + z�), ���
����� C (x) = (�− x�)D(x�)� ���
[x�n]C (x) = [x�n](�− x�)D(x�) = [xn](�− x)D(x)� � ����
c�n = dn − dn−�.
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√
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√
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�+
√
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√
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√
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√
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������� ���� � ����������� ������������ �� ����� �������� ���
����� n ������������ � ��� ������� n ���� ���� � � �� �����

c�n =

�
(�+

√
�)n

�−
√
�

�
.

����� c�� = ������.


