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Základy kombinatoriky
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3 Zobecněná binomická věta



Literatura Motivace Elementárńı kombinatorické metody Zobecněná binomická věta
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Kombinatorika = uměńı poč́ıtat

Často poťrebujeme umět spoč́ıtat, kolika možnými způsoby se něco
může stát!
Nebývá to jednoduché a naš́ım ćılem nyńı bude vybudovat základńı
prosťredky pro řešeńı úloh obdobných těmto:

Analýza algoritmů: Nap̌r. chceme zjistit očekávaný počet
porovnáńı během algoritmu Quicksort.
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Kombinatorika = uměńı poč́ıtat

Často poťrebujeme umět spoč́ıtat, kolika možnými způsoby se něco
může stát!
Nebývá to jednoduché a naš́ım ćılem nyńı bude vybudovat základńı
prosťredky pro řešeńı úloh obdobných těmto:

Analýza algoritmů: Nap̌r. chceme zjistit očekávaný počet
porovnáńı během algoritmu Quicksort.

Odvozeńı Cayleyho formule: Chceme znát počet r̊uzných stromů
na daných n vrcholech.
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Quicksort – analýza pr̊uměrného p̌ŕıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı
optimálńı):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )
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Quicksort – analýza pr̊uměrného p̌ŕıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı
optimálńı):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Počet porovnáńı p̌ri rozděleńı (divide): n − 1.
2 (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek

L[0] je k-tý nejvěťśı, je 1
n .

3 Velikost ťŕıděných poĺı ve fázi conquer : k − 1 a n − k .
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Quicksort – analýza pr̊uměrného p̌ŕıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı
optimálńı):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Počet porovnáńı p̌ri rozděleńı (divide): n − 1.
2 (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek

L[0] je k-tý nejvěťśı, je 1
n .

3 Velikost ťŕıděných poĺı ve fázi conquer : k − 1 a n − k .

Pro sťredńı hodnotu počtu porovnáńı tak dostáváme rekurentńı
vztah:

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) .
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n�

k=1

Ck−1 symetrie obou sum
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n�

k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n − 1) + 2
n�

k=1

Ck−1 vynásob n
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n�

k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n − 1) + 2
n�

k=1

Ck−1 vynásob n

(n − 1)Cn−1 = (n − 1)(n − 2) + 2
n−1�

k=1

Ck−1 tentýž výraz pro Cn−1
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n�

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n�

k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n − 1) + 2
n�

k=1

Ck−1 vynásob n

(n − 1)Cn−1 = (n − 1)(n − 2) + 2
n−1�

k=1

Ck−1 tentýž výraz pro Cn−1

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1) odečteno a upraveno
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Vy̌rešeńı rekurence

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1)

Přestože jsme již rekurenci výrazně zjednodušili, takže je možné
jednoduše iterativně hodnoty Cn dopoč́ıtat, je často žádoućı tyto
hodnoty konkrétně (nebo alespoň p̌ribližně) vyjáďrit explicitně jako
funkci n.
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Vy̌rešeńı rekurence

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1)

Přestože jsme již rekurenci výrazně zjednodušili, takže je možné
jednoduše iterativně hodnoty Cn dopoč́ıtat, je často žádoućı tyto
hodnoty konkrétně (nebo alespoň p̌ribližně) vyjáďrit explicitně jako
funkci n.
Nejprve si pomůžeme drobným trikem, kdy vyděĺıme obě strany
výrazem n(n + 1) :

Cn

n + 1
=

Cn−1

n
+

2(n − 1)

n(n + 1)

Nyńı tento vztah
”
rozbaĺıme“ (telescope, p̌ŕıp. si pomůžeme

substitućı Bn = Cn/n + 1):

Cn

n + 1
=

2(n − 1)

n(n + 1)
+

2(n − 2)

(n − 1)n
+ · · ·+ 2 · 1

2 · 3 +
C1

2
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1�

k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1�

k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme např. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky
k

(k+1)(k+2) =
2

k+2 − 1
k+1
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1�

k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme např. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky
k

(k+1)(k+2) =
2

k+2 − 1
k+1 a dostaneme

Cn

n + 1
= 2

�
Hn+1 − 2 +

1

n + 1

�
,

odkud
Cn = 2(n + 1)Hn+1 − 4(n + 1) + 2

(Hn =
�n

k=1
1
k je součet prvńıch n členů harmonické řady).
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1�

k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme např. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky
k

(k+1)(k+2) =
2

k+2 − 1
k+1 a dostaneme

Cn

n + 1
= 2

�
Hn+1 − 2 +

1

n + 1

�
,

odkud
Cn = 2(n + 1)Hn+1 − 4(n + 1) + 2

(Hn =
�n

k=1
1
k je součet prvńıch n členů harmonické řady).

Přitom je možné odhadnout Hn ∼
� n
1

dx
x + γ, odkud

Cn ∼ 2(n + 1)(ln(n + 1) + γ − 2) + 2.
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Pravidlo součtu a součinu

Vylučuj́ıćı se možnosti sč́ıtáme, vzájemně nezávislé a současně se
vyskytuj́ıćı p̌ŕıpady se násob́ı.
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Pravidlo součtu a součinu

Vylučuj́ıćı se možnosti sč́ıtáme, vzájemně nezávislé a současně se
vyskytuj́ıćı p̌ŕıpady se násob́ı.
Na dané konečné množině S s n prvky je právě n! r̊uzných pǒrad́ı.
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Pravidlo součtu a součinu

Vylučuj́ıćı se možnosti sč́ıtáme, vzájemně nezávislé a současně se
vyskytuj́ıćı p̌ŕıpady se násob́ı.
Na dané konečné množině S s n prvky je právě n! r̊uzných pǒrad́ı.
Počet kombinaćı k-tého stupně z n prvků je (k ≤ n)

c(n, k) =

�
n

k

�
=

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

n!

(n − k)!k!
.
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Pravidlo součtu a součinu

Vylučuj́ıćı se možnosti sč́ıtáme, vzájemně nezávislé a současně se
vyskytuj́ıćı p̌ŕıpady se násob́ı.
Na dané konečné množině S s n prvky je právě n! r̊uzných pǒrad́ı.
Počet kombinaćı k-tého stupně z n prvků je (k ≤ n)

c(n, k) =

�
n

k

�
=

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

n!

(n − k)!k!
.

Pro počet variaćı plat́ı

v(n, k) = n(n − 1) · · · (n − k + 1)

pro všechny 0 ≤ k ≤ n (a nula jinak).
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Kombinace a variace s opakováńım

Necht’ je mezi n danými prvky p1 prvk̊u prvńıho druhu, p2 prvk̊u
druhého druhu, . . . , pk prvk̊u k-tého druhu,
p1 + p2 + · · ·+ pk = n, potom pro počet pǒrad́ı těchto prvků s
opakováńım, P(p1, . . . , pk), plat́ı

P(p1, . . . , pk) =
n!

p1! · · · pk !
.
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Kombinace a variace s opakováńım

Necht’ je mezi n danými prvky p1 prvk̊u prvńıho druhu, p2 prvk̊u
druhého druhu, . . . , pk prvk̊u k-tého druhu,
p1 + p2 + · · ·+ pk = n, potom pro počet pǒrad́ı těchto prvků s
opakováńım, P(p1, . . . , pk), plat́ı

P(p1, . . . , pk) =
n!

p1! · · · pk !
.

Pro variace k-tého stupně s opakováńım z n prvků plat́ı

V (n, k) = nk .
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Pro kombinace s opakováńım, C (n, k), plat́ı

Věta

Počet kombinaćı s opakováńım k-té ťŕıdy z n prvk̊u je pro všechna
0 ≤ k a 0 < n

C (n, k) =

�
n + k − 1

k

�
.
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Princip inkluze a exkluse

Uvažujme obecnou konečnou množinu M a jej́ı podmnožiny
A1, . . . ,Ak . Budeme psát |M| pro počet prvků množiny M, tj. pro
mohutnost množiny M.

|M \ (∪k
i=1Ai )| = |M|+

k�

j=1

�
(−1)i

�

1≤i1<···<ij≤k

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aij )|
�
.
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Určete, kolika způsoby lze z 15 poslanc̊u vybrat čty̌rčlennou komisi,
neńı-li možné, aby jist́ı 2 poslanci pracovali spolu.
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Určete, kolika způsoby lze z 15 poslanc̊u vybrat čty̌rčlennou komisi,
neńı-li možné, aby jist́ı 2 poslanci pracovali spolu.
Výsledek je

�15
4

�
−

�13
2

�
= 1287
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n�

k=0

k =
n(n + 1)

2
=

�
n + 1

2

�
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n�

k=0

k =
n(n + 1)

2
=

�
n + 1

2

�

Geometrická řada

n�

k=0

xk =
xn+1 − 1

x − 1
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n�

k=0

k =
n(n + 1)

2
=

�
n + 1

2

�

Geometrická řada

n�

k=0

xk =
xn+1 − 1

x − 1

Binomická věta (x + y)n =
n�

k=0

�
n

k

�
xkyn−k
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n�

k=0

k =
n(n + 1)

2
=

�
n + 1

2

�

Geometrická řada

n�

k=0

xk =
xn+1 − 1

x − 1

Binomická věta (x + y)n =
n�

k=0

�
n

k

�
xkyn−k

Horńı binomická řada

n�

k=0

�
k

m

�
=

�
n + 1

m + 1

�
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Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n�

k=0

k =
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2
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�
n + 1

2

�
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n�

k=0

xk =
xn+1 − 1
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n�

k=0

�
n

k

�
xkyn−k

Horńı binomická řada

n�

k=0

�
k

m

�
=

�
n + 1

m + 1

�

Vandermondova konvoluce

�
m + n

r

�
=

r�

k=0

�
m

k

��
n

r − k

�
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Odkazovaćı strategie

Ve vězeńı je 100 vězňů s č́ısly jedna až sto. V uzav̌rené ḿıstnosti je
100 krabiček s č́ısly jedna až sto a v každé z nich náhodně
rozdělené paṕırky s č́ısly také 1 až sto. Do ḿıstnosti budou po
jednom postupně vcházet vězni a každý sḿı otev̌ŕıt 50 krabic, vězni
p̌ritom spolu nekomunikuj́ı. Jestliže každý z nich najde svoje č́ıslo,
všechny pust́ı, v opačném p̌ŕıpadě všechny poprav́ı.
Doporučte nějakou rozumnou strategii pro vězně ...
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1 Motivace
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Zobecněná binomická věta

Pro reálná č́ısla y , z , α, y + z > 0, plat́ı

(y + z)α =
∞�

k=0

�
α

k

�
yα−kzk ,

kde i pro α /∈ N klademe

�
α

k

�
=

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
.
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Budeme dokazovat v ekvivalentńım tvaru (předpokládáme y > 0 a
tedy můžeme z celého výrazu vytknout yα, označ́ıme x = z/y)

(1 + x)α =
∞�

k=0

�
α

k

�
xk .

Jde nám tedy o vyjáďreńı koeficient̊u v mocninné řadě pro
mocninnou funkćı f (x) = (1 + x)α se sťredem v x = 0.
Jednoduchou kombinatorickou úvahou využ́ıvaj́ıćı pravidlo pro
derivováńı mocninných řad člen po členu odvod́ıme požadovaný
výsledek.
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Budeme dokazovat v ekvivalentńım tvaru (předpokládáme y > 0 a
tedy můžeme z celého výrazu vytknout yα, označ́ıme x = z/y)

(1 + x)α =
∞�

k=0

�
α

k

�
xk .

Jde nám tedy o vyjáďreńı koeficient̊u v mocninné řadě pro
mocninnou funkćı f (x) = (1 + x)α se sťredem v x = 0.
Jednoduchou kombinatorickou úvahou využ́ıvaj́ıćı pravidlo pro
derivováńı mocninných řad člen po členu odvod́ıme požadovaný
výsledek.
Všimněme si, že pro p̌rirozené α se od jistého k v čitateli
zobecněného binomického koeficientu vždy objev́ı jako součinitel
nula, proto v takovém p̌ŕıpadě dostáváme opět klasickou konečnou
sumu z binomické věty.


