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trocha historie

Hilbertův program
formulovat konečnou množinu axiomů tak, aby z nich pomocı́
odvozovacı́ch pravidel bylo možné zı́skat právě veškerá
pravdivá matematická tvrzenı́

David Hilbert

tvrzenı́

platı́

neplatı́ Kurt Gödel

prvnı́ Gödelova věta o neúplnosti (1931)
I taková množina axiomů neexistuje ani pro tvrzenı́ o aritmetice

přirozených čı́sel se sčı́tánı́m a násobenı́m
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základnı́ otázky

vyčı́slitelnost
Které problémy jsou algoritmicky řešitelné a které ne?
Co to vlastně je algoritmus?
Jaké jsou důvody neexistence algoritmů pro řešenı́ některých
problémů?

složitost
Jsou všechny algoritmicky řešitelné problémy stejně těžké?
Jaká je složitost algoritmu?
Co je to složitost problému?
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algoritmus

požadavky
konečný zápis
vykonává se mechanicky
jednotlivé kroky algoritmu se vykonávajı́ diskrétně

formalismy pro popis algoritmů
Turingův stroj
λ-kalkul
Postovy systémy
C++, python, . . .
while-programy
. . .
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notace

N = {0,1,2, . . .}
R+

0 = nezáporná reálná čı́sla

částečné funkce (neboli zobrazenı́) f : X → Y
definičnı́ obor dom(f )

obor hodnot range(f )

nedefinováno ⊥
totálnı́ funkce f : X 7→ Y

obraz množiny A ⊆ Nk při zobrazenı́ f : Nk → N

f (A) = {f (a) | a ∈ dom(f ) ∩ A}

vzor množiny B ⊆ N při zobrazenı́ f : Nk → N

f−1(B) = {a | a ∈ dom(f ) ∧ f (a) ∈ B}
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syntaxe while-programů

〈var〉 ∈ Var = {x , y , z, . . . , x1, x2, x3, . . .}
〈asgt〉 → 〈var〉 := 0 | 〈var〉 := 〈var〉+ 1 | 〈var〉 := 〈var〉 − 1
〈stm〉 → 〈asgt〉 | while 〈var〉 6= 〈var〉 do 〈stm〉 | 〈prg〉
〈seq〉 → 〈stm〉 | 〈seq〉; 〈stm〉
〈prg〉 → begin end | begin 〈seq〉 end

P je množina všech programů.
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sémantika while-programů

intuitivně
proměnné nabývajı́ hodnot z N
během běhu programu se hodnoty proměnných měnı́
výsledkem odečı́tánı́ do záporu je 0
zajı́má nás, jak program změnı́ počátečnı́ hodnoty na hodnoty
po doběhnutı́ programu (pokud program skončı́)

formálně
stav σ : Var 7→ N
Env je množina všech stavů
sémantika programu P je dána částečnou funkcı́
JPK : Env → Env
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sémantika while-programů

modifikace jedné proměnné stavu

σ[x ← a](y) =

{
σ(y) pokud y 6= x

a pokud y = x

n-násobná kompozice funkce f

f 0(x)
df
= x

f n+1(x)
df
= f (f n(x))

odečı́tánı́ na N

x � y =

{
x − y pokud x ≥ y

0 jinak
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sémantika while-programů

Jx := 0K(σ)
df
= σ[x ← 0]

Jx := y + 1K(σ)
df
= σ[x ← σ(y) + 1]

Jx := y − 1K(σ)
df
= σ[x ← σ(y)� 1]

Jwhile x 6= y do δK(σ)
df
=



JδKn(σ) kde n je nejmenšı́ čı́slo
takové, že JδKn(σ) je
definováno a
JδKn(σ)(x) = JδKn(σ)(y)

⊥ pokud takové n neexistuje

Jδ1; δ2K(σ)
df
= Jδ2K(Jδ1K(σ))

Jbegin endK(σ)
df
= σ

Jbegin δ endK(σ)
df
= JδK(σ)

přičemž JδK(⊥) = ⊥
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sémantická funkce programu

Definice 4.1 (sémantická funkce programu)

Necht’ P je while-program a j ≥ 0. Sémantická funkce (arity j)
programu P je funkce ϕ(j)

P : Nj → N definovaná jako

ϕ
(j)
P (a1, . . . ,aj) =

{
JPK(σ)(x1) je-li JPK(σ) definováno

⊥ jinak

kde σ je počátečnı́ stav definovaný takto:

σ(x) =

{
ai pokud x = xi pro 1 ≤ i ≤ j

0 jinak

Hornı́ index (j) vynecháváme, je-li zřejmý z kontextu.
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přı́klad

begin
while x2 6= x3 do begin

x1 := x1 + 1;
x2 := x2 − 1

end
end

begin
begin
end

end
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vyčı́slitelné funkce

Definice 4.2 (vyčı́slitelná funkce)

Funkce Ψ : Nj → N je (efektivně) vyčı́slitelná, právě když existuje
while-program P takový, že

Ψ = ϕ
(j)
P .

Je-li Ψ totálnı́ a vyčı́slitelná, pak se nazývá totálně vyčı́slitelná.

P(j) je množina všech j-árnı́ch vyčı́slitelných funkcı́,
množinu unárnı́ch vyčı́slitelných funkcı́ značı́me také P.

VF = vyčı́slitelná funkce
TVF = totálně vyčı́slitelná funkce
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makropřı́kazy - rozšı́řenı́ syntaxe while-programů

z := x begin z := x + 1; z := z − 1 end

z := z + x

begin
u := 0;
while u 6= x do begin

z := z + 1;
u := u + 1

end
end

z := x + y begin z := x ; z := z + y end
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makropřı́kazy - rozšı́řenı́ syntaxe while-programů

Domluva

Makropřı́kazy neměnı́ hodnoty vstupnı́ch proměnných
(s výjimkou situacı́, kdy je změna explicitně požadována).
Implementace makropřı́kazů použı́vá jiné proměnné než
program obsahujı́cı́ makropřı́kaz.

z := n pro libovolné n ∈ N
z := x − y
z := x ∗ y
z := x div y
z := x mod y
z := xy

...
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makropřı́kazy pro testy

Necht’ α, β jsou proměnné nebo čı́sla.
1 Každý výraz tvaru α < β, α 6= β, α = β je test.
2 Jsou-li T1 a T2 testy, pak i T1 ∧ T2, T1 ∨ T2 a ¬T1 jsou testy.

Tvrzenı́ 4.4

Pro libovolný test T a libovolné δ je while T do δ makropřı́kaz
jazyka while-programů.

Důkaz:
čı́sla v testu lze nahradit proměnnými se stejnou hodnotou
dále předpokládáme, že test T neobsahuje čı́sla
pro test T vytvořı́me aritmetický výraz ET , který má hodnotu 1,
právě když T je pravdivé (a jinak má hodnotu 0)
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makropřı́kazy pro testy

T ET
x < y (y − x)− (y − (x + 1))

x 6= y
x = y
T1 ∧ T2 (ET1 + ET2)− 1
T1 ∨ T2 (ET1 + ET2)− ((ET1 + ET2)− 1)

¬T1 1− ET1

while T do δ

begin
u := ET ;
v := 0;
while u 6= v do begin δ; u := ET end

end

�
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dalšı́ makropřı́kazy

Tvrzenı́ 4.5

Pro libovolný test T a libovolné δ, δ1, δ2 jsou přı́kazy
if T then δ

if T then δ1 else δ2

repeat δ until T
makropřı́kazy jazyka while-programů.

Důkaz:

if T then δ

begin
v := 0;
while T ∧ (v = 0) do begin δ; v := 1 end

end
�
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Churchova teze

Vyčı́slitelné funkce jsou jistě algoritmické.
Existuje nějaký chytřejšı́ formalismus pro popis algoritmů, který
by uměl popsat algoritmy pro vı́ce funkcı́?
Odpovı́dá pojem vyčı́slitelné funkce našemu očekávánı́?

Churchova teze

Každá částečná funkce nad přirozenými čı́sly je intuitivně
vyčı́slitelná (v jakémkoliv akceptovatelném smyslu) tehdy a jen
tehdy, když je vyčı́slitelná while-programem.

nelze dokázat, lze jen vyvrátit
“důkazy Churchovou tezı́”
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