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trocha historie

Hilbertav program

m formulovat kone¢nou mnozinu axiomu tak, aby z nich pomoci
odvozovacich pravidel bylo mozné ziskat praveé veskera
pravdiva matematicka tvrzeni

plati

tvrzeni @'@'

¢

neplati Géael

David Hilbert Kurt

prvni Gddelova véta o nelplnosti (1931)

» takova mnozina axiomu neexistuje ani pro tvrzeni o aritmetice
prirozenych Cisel se s¢itanim a nasobenim

IB107 Vycislitelnost a slozitost: Gvod, while-programy, makroptikazy, Churchova teze 2/18



zakladni otazky

vycislitelnost
m Které problémy jsou algoritmicky resitelné a které ne?
m Co to vlastné je algoritmus?

m Jakeé jsou divody neexistence algoritml pro feSeni nékterych
problému?

sloZitost
m Jsou vSechny algoritmicky feSitelné problémy stejné tézké?
m Jaka je slozitost algoritmu?
m Co je to slozitost problemu?
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algoritmus

pozadavky
m koneclny zapis
m vykonava se mechanicky
m jednotlivé kroky algoritmu se vykonavaji diskrétné

formalismy pro popis algoritm
m Turinglv stroj
m A-kalkul
m Postovy systémy
m C++, python, ...
m while-programy
m. ...
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notace

mN={0,1,2,.}
m RJ = nezaporna realna ¢isla

m castecne funkce (neboli zobrazeni) f: X — Y
m definiéni obor dom(f)

m obor hodnot range(f)

m nedefinovano L

m totalni funkce f: X — Y

m obraz mnoziny A C N¥ pii zobrazeni f : N - N
f(A) ={f(a) | a € dom(f)n A}
m vzor mnoziny B C N pFi zobrazeni f : NK — N
f~1(B) = {a| ac dom(f) A f(a) € B}
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syntaxe while-programu

( € Var={x,y,z,..., X1, X2, X3, ...}

( — (var) =0 (var) .= (var) + 1 | (var) := (var) — 1
(stm) — (asgt) | while (var) # (var) do (stm) | (prg)

( — (stm) | (seq); (stm)

( — begin end | begin (seq) end

[P je mnozina v§ech programd.
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sémantika while-programu

intuitivné
m proménné nabyvaji hodnot z N
m béhem béhu programu se hodnoty proménnych méni
m vysledkem odecitani do zaporu je 0

B zajima nas, jak program zméni pocatecni hodnoty na hodnoty
po dobéhnuti programu (pokud program skonci)

formalné
mstaveo: Var — N
®m £nv je mnozina vSech stavl

m sémantika programu P je dana castecnou funkci
[P] : Env — Env
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sémantika while-programu

m modifikace jedné proménné stavu

o(y) pokudy # x
olx  dl(y) =
a pokud y = x

m n-nasobna kompozice funkce f

ox) ¥ x
x) £ H(x))

m odeéitani na N
X —y pokud x >y
Xy = ..
0 jinak
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sémantika while-programu

[x := 0](c)
[x =y +1](0)
[x =y - 1](o)

[while x # y do 4](o)

[61: 02](o)
[begin end](c)
[begin § end](o)

pficemz [0] (L)
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Iz 1% s

o[x < 0]
o[lx < o(y) +1]
olx < o(y) ©1]
[0]"(c) kde nje nejmensi Cislo
takove, ze [0]"(0) je
definovano a

[6]"(o)(x) = [3]"(2)(¥)

s pokud takové n neexistuje
[62]([61] (o))
[6](o)
1
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sémanticka funkce programu

Definice 4.1 (sémanticka funkce programu)

Necht P je while-program a j > 0. Sémanticka funkce (arity j)
programu P je funkce @%) : N — N definovana jako

0 NE [Pl(c)(x1) je-li[P](c) definovano
sDP(E""'”"E")_{ 1 jinak

kde o je pocatecni stav definovany takto:

aj pokudx =xjprol1 <i<j
o(x) = )
0 jinak

Horni index () vynechavame, je-li ziejmy z kontextu.
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priklad

begin
while x> # x3 do begin
Xy = x1 +1;
Xo '= Xo — 1
end
end

begin

in

1

end
end

(1]
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vycislitelné funkce

Definice 4.2 (vyCislitelna funkce)

Funkce V : N — N je (efektivné) vycislitelna, pravé kdyZ existuje
while-program P takovy, Ze
V= gog).

Je-li V totalni a vycislitelna, pak se nazyva totalne vycislitelna.

PU) je mnozina véech j-arnich vyg&islitelnych funkci,
mnozinu unarnich vycislitelnych funkci zna¢ime také 7.

VF = vycislitelna funkce
TVF = totalné vycislitelna funkce
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makroprikazy - rozsifeni syntaxe while-programu

Z:=X beginz:=x+1, z:=z—1end
begin
u:=0;
while v # x do begin
Z=Z+X z=z+1;
u=u+1
end
end

Z:=X+y beginz:=x; z:=z+yend

IB107 Vycislitelnost a slozitost: Gvod, while-programy, makroptikazy, Churchova teze 13/18



makroprikazy - rozSifeni syntaxe while-programu

Domluva

m Makropfikazy neméni hodnoty vstupnich proménnych
(s vyjimkou situaci, kdy je zména explicitné pozadovana).

m Implementace makropftikaz( pouziva jiné proménné nez
program obsahujici makroptikaz.

:=n pro libovolné ne N
=X-y

=XxYy

=xdivy

;=X mod y

N N N N N N

= xY
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makroprikazy pro testy

Necht o, 3 jsou proménné nebo Cisla.
Kazdy vyraz tvaru a < 8, a # 8, a = (3 je test.
Jsou-li Ty a To testy, paki Ty A To, Ty V T a =Ty jsou testy.

Pro libovolny test T a libovolné § je while T do & makroprikaz
jazyka while-programd.

Dukaz:
m Cisla v testu Ize nahradit proménnymi se stejnou hodnotou
m déle prfedpokladame, Ze test T neobsahuje Cisla

m pro test T vytvofime aritmeticky vyraz E, ktery ma hodnotu 1,
prave kdyz T je pravdivé (a jinak ma hodnotu 0)
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makroprikazy pro testy

T Er
X<y y=x)—(—-(x+1))
XF#y
X=y

T1 A T2 (ET1 + ETZ) —1
TivT,  (Er, +En,)—((Er, +Er,)—1)

- T 1-Er,

begin

u:=Er;
while 7 do § v:=0;

while v # v do begin §; u:= Er end

end

[ ]
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dalsi makroprikazy

Pro libovolny test T a libovolné 6,61, 6o jsou prikazy
m if T then ¢
m if T then /4 else d,
m repeat  until T

makropftikazy jazyka while-programdu.

Duikaz:
begin

if T then 6 v:=0;

= while T A (v = 0) do begin §; v :=1 end
end
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Churchova teze

m Vycislitelné funkce jsou jisté algoritmické.

m Existuje néjaky chytrejSi formalismus pro popis algoritmd, ktery
by umél popsat algoritmy pro vice funkci?

m Odpovida pojem vycislitelné funkce naSemu ocekavani?

Churchova teze

Kazda ¢astecna funkce nad pfirozenymi Cisly je intuitivne
vycislitelna (v jakémkoliv akceptovatelném smysilu) tehdy a jen
tehdy, kdyz je vyCislitelna while-programem.

m nelze dokazat, Ize jen vyvratit
m “dukazy Churchovou tezi”
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