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Př́ıklad

Připomeňme si vzoreček pro kombinačńı č́ıslo:(
k

n

)
=

k!

n! · (k − n)!
=

k · (k − 1) · · · (k − n + 1)

n · (n − 1) · · · 1
.

Posledńı z těchto výraz̊u dává smysl i pro k reálné (n muśı být
p̌rirozené – jedná se o počet činitel̊u). Určete, čemu se rovná

(−k
n

)
.

Řešeńı



Př́ıklad
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(
−k
n

)
=

(−k) · (−k − 1) · · · (−k − n + 2) · (−k − n + 1)

n · (n − 1) · · · 2 · 1

= (−1)n · (k + n − 1) · (k + n − 2) · · · (k + 1) · k
n · (n − 1) · · · 2 · 1

= (−1)n ·
(
k + n − 1

n

)
= (−1)n ·

(
n + k − 1

k − 1

)
.
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Př́ıklad

Určete, čemu se rovná
(−1/2

n

)
.

Řešeńı

(
−1/2

n

)
=

(−1/2) · (−3/2) · · · (−(2n − 1)/2)

n · (n − 1) · · · 1

= (−1/2)n · 1 · 3 · · · (2n − 1)

n!

= (−1/2)n ·
(2n)!

2·4···(2n)

n!
= (−1/2)n ·

(2n)!
2n·n!
n!

= (−1/4)n · (2n)!

n! · n!
= (−1/4)n ·

(
2n

n

)
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Určete, čemu se rovná
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Poznámka

Základem pro nás bude vztah mezi posloupnostmi

(an)∞n=0 = (a0, a1, a2, . . .),

tzv. (formálńımi) mocninnými řadami

∞∑
n=0

an · xn = a0 + a1 · x + a2 · x2 + · · ·

(jedná se jen o jiný zápis posloupnosti) a jim p̌ŕıslušnými
generuj́ıćımi funkcemi f (x) – součet mocninné řady. Nap̌r.

ex =
∞∑
n=0

1

n!
· xn, 1

1− x
=
∞∑
n=0

xn,

tedy ex je generuj́ıćı funkćı posloupnosti ( 1
0! ,

1
1! ,

1
2! , . . .) a 1

1−x je
generuj́ıćı funkćı posloupnosti (1, 1, 1, . . .).



Poznámka

Zobecněná binomická věta: pro libovolné reálné k plat́ı

(1 + x)k =
∞∑
n=0

(
k

n

)
· xn.

Pojd’me toto reinterpretovat s využit́ım
(−k

n

)
= (−1)n ·

(n+k−1
k−1

)
:

1

(1− x)k
= (1 + (−x))−k =

∞∑
n=0

(
−k
n

)
· (−x)n

=
∞∑
n=0

(
n + k − 1

k − 1

)
· xn

Pro k = 1 jsou všechna kombinačńı č́ısla rovna 1 a dostaneme
vzorec pro součet geometrické řady jako speciálńı p̌ŕıpad.



Poznámka

V daľśım se nám bude ještě krom součtu nekonečné geometrické
řady

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + · · · =
1

1− x

hodit také vzorec pro součet konečné geometrické řady

k∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + · · ·+ xk =
1− xk+1

1− x
.



Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pomoćı českých minćı zaplatit platbu
N = 100, resp. jiné hodnoty?

Řešeńı

Jedná se o p̌ŕıklad témě̌r totožný s posledńım z minulého týdne.
Výsledkem je koeficient u x100 ve výrazu

(1 + x + x2 + · · · )(1 + x2 + x4 + · · · )(1 + x5 + x10 + · · · ) · · ·

=
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x5
· 1

1− x10
· 1

1− x20
· 1

1− x50

V tomto p̌ŕıpadě výsledek nezjednoduš́ıme, nicméně systémy
poč́ıtačové algebry, nap̌r. sage volně dostupný na cocalc.com,
jsou schopny tento koeficient snadno spoč́ıtat:

cocalc.com
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cocalc.com


Řešeńı

var(’x’)

f = 1/(1-x)*1/(1-x^2)*1/(1-x^5)*1/(1-x^10)*1/(1-x^20)*1/(1-x^50)

r = taylor(f, x, 0, 100)

r.coefficients(sparse = false)[100]

dá výsledek 4562.



Př́ıklad

Určete kolika způsoby je možné naplnit tašku n kusy uvedených
druhů ovoce, p̌ričemž jednotlivé kusy téhož druhu nerozlǐsujeme,
nemuśı být využity všechny druhy a nav́ıc:

jablek může být libovolný počet,

banánů muśı být sudý počet,

hrušek muśı být násobek 4,

pomeranče mohou být nejvýše 3 a

pomelo může být pouze jedno (nebo žádné).

Řešeńı

Tady již p̌ŕıklad dopoč́ıtáme do konce v ruce. Jedná se o koeficient
u xn ve výrazu

(1 + x + x2 + · · · )(1 + x2 + x4 + · · · )(1 + x4 + x8 + · · · )
· (1 + x + x2 + x3)(1 + x)
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Tady již p̌ŕıklad dopoč́ıtáme do konce v ruce. Jedná se o koeficient
u xn ve výrazu

(1 + x + x2 + · · · )(1 + x2 + x4 + · · · )(1 + x4 + x8 + · · · )
· (1 + x + x2 + x3)(1 + x)

=
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x4
· 1− x4

1− x
· 1− x2

1− x

=
1

(1− x)3
=
∞∑
n=0

(
n + 2

2

)
xn

Hledaný počet tedy je
(n+2

2

)
.



Př́ıklad

Rozviňte do mocninných řad racionálńı funkce

x

x + 2
,

x2 + x + 1

2x3 − 3x2 + 1
.

Řešeńı

Základem je rozklad na parciálńı zlomky, v prvńım p̌ŕıpadě je to
triviálńı:

x

2 + x
= 1 +

−2

2 + x
= 1 +

−1

1− (−x/2)
= 1−

∞∑
n=0

(−x/2)n

= 1−
∞∑
n=0

(−1/2)n · xn =
∞∑
n=0

([n = 0]− (−1/2)n) · xn

kde [n = 0] znač́ı hodnotu tohoto logického výrazu, tj.: pro n = 0
je hodnota 1, jinak je hodnota 0.
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triviálńı:
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Př́ıklad

Rozviňte do mocninných řad racionálńı funkce

x

x + 2
,

x2 + x + 1

2x3 − 3x2 + 1
.

Řešeńı

Podobně pro druhý zlomek:

x2 + x + 1

2x3 − 3x2 + 1
=

x2 + x + 1

(x − 1)2(2x + 1)

=
A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

C

2x + 1

=
A(x − 1)(2x + 1) + B(2x + 1) + C (x − 1)2

(x − 1)2(2x + 1)
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Podobně pro druhý zlomek:

x2 + x + 1

2x3 − 3x2 + 1
=

x2 + x + 1

(x − 1)2(2x + 1)

=
A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

C

2x + 1

=
A(x − 1)(2x + 1) + B(2x + 1) + C (x − 1)2

(x − 1)2(2x + 1)

dostáváme tedy pro neznámé koeficienty rovnici

A(x − 1)(2x + 1) + B(2x + 1) + C (x − 1)2 = x2 + x + 1,



Řešeńı

dostáváme tedy pro neznámé koeficienty rovnici

A(x − 1)(2x + 1) + B(2x + 1) + C (x − 1)2 = x2 + x + 1,

kterou bud’ řeš́ıme roznásobeńım a porovnáńım koeficient̊u nebo
vhodným dosazováńım: vždy se hod́ı dosadit kǒreny jmenovatele,
tj. 1 a −1/2, jako ťret́ı hodnotu dosad́ıme libovolné č́ıslo:

x = 1: B · 3 = 3 ⇒ B = 1

x = −1/2: C · 9

4
=

3

4
⇒ C =

1

3

x = 0: A · (−1) + B + C = 1 ⇒ A =
1

3

(také by šlo rovnici zderivovat a dosadit x = 1, což by dalo
A · 3 + B · 2 = 3). Vypočtené konstanty dosad́ıme do rozkladu:



Řešeńı

Vypočtené konstanty dosad́ıme do rozkladu:

x2 + x + 1

2x3 − 3x2 + 1
=

1/3

x − 1
+

1

(x − 1)2
+

1/3

2x + 1

=
−1/3

1− x
+

1

(1− x)2
+

1/3

1− (−2x)

= −1/3 ·
∞∑
n=0

xn +
∞∑
n=0

(
n + 1

1

)
xn + 1/3 ·

∞∑
n=0

(−2x)n

=
∞∑
n=0

(−1/3 + (n + 1) + 1/3 · (−2)n) · xn.



Př́ıklad

Určete vytvǒruj́ıćı funkce posloupnost́ı

(1, 2, 3, 4, 5, . . .),

(1, 4, 9, 16, 25, . . .),

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .),

(9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . .).

Řešeńı

V prvńım p̌ŕıpadě hledáme součet∑
(n + 1) · xn =

∑(
n + 1

1

)
· xn =

1

(1− x)2
.
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Určete vytvǒruj́ıćı funkce posloupnost́ı

(1, 2, 3, 4, 5, . . .),

(1, 4, 9, 16, 25, . . .),

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .),

(9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . .).

Řešeńı
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V druhém p̌ŕıpadě hledáme součet
∑

(n + 1)2 · xn, p̌ričemž:



Řešeńı

V druhém p̌ŕıpadě hledáme součet
∑

(n + 1)2 · xn, p̌ričemž se
pokuśıme vyjáďrit (podobně jako v rozkldu na parciálńı zlomky):

(n + 1)2 = A ·
(
n + 2

2

)
+ B ·

(
n + 1

1

)
+ C ·

(
n + 0

0

)
.

Podle zobecněné binomické věty pak totiž můžeme
∑

(n + 1)2 · xn
spoč́ıtat jako

A ·
∑(

n + 2

2

)
· xn + B ·

∑(
n + 1

1

)
· xn + C ·

∑(
n + 0

0

)
· xn

= A · 1

(1− x)3
+ B · 1

(1− x)2
+ C · 1

1− x
.

Zbývá naj́ıt neznáme koeficienty A, B, C , rozepǐsme proto
kombinačńı č́ısla:



Řešeńı

(n + 1)2 = A ·
(
n + 2

2

)
+ B ·

(
n + 1

1

)
+ C ·

(
n + 0

0

)
n2 + 2n + 1 = A · n

2 + 3n + 2

2
+ B · (n + 1) + C

= 2 · n
2 + 3n + 2

2
− 1 · (n + 1) + 0

Hledané koeficienty jsou tedy A = 2, B = −1, C = 0 a nakonec∑
(n + 1)2 · xn = 2 · 1

(1− x)3
− 1

(1− x)2
.



Př́ıklad

Určete vytvǒruj́ıćı funkce posloupnost́ı

(1, 2, 3, 4, 5, . . .),

(1, 4, 9, 16, 25, . . .),

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .),

(9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . .).

Řešeńı

Ve ťret́ım p̌ŕıpadě rozdělme posloupnost na součet dvou
posloupnost́ı: (1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, 0, . . .) + (0, 1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, . . .). Pro
každou dostaneme snadno formulku, hledáme proto součet∑

2n · x2n +
∑

2n · x2n+1.



Řešeńı

Ve ťret́ım p̌ŕıpadě hledáme součet
∑

2n · x2n +
∑

2n · x2n+1.
Úpravou źıskáme∑

2n · x2n +
∑

2n · x2n+1 =
∑

(2x2)n + x ·
∑

(2x2)n

=
1

1− 2x2
+ x · 1

1− 2x2

=
1 + x

1− 2x2
.

Zkuste tuto řadu seč́ıst pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky a
porovnejte výsledek se zadáńım.



Př́ıklad

Určete vytvǒruj́ıćı funkce posloupnost́ı

(1, 2, 3, 4, 5, . . .),

(1, 4, 9, 16, 25, . . .),

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .),

(9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . .).

Řešeńı

Ve čtvrtém p̌ŕıpadě hledáme součet
∑

2n · (n + 3)2 · x3n.



Řešeńı

Ve čtvrtém p̌ŕıpadě hledáme součet
∑

2n · (n + 3)2 · x3n.∑
2n · (n + 3)2 · x3n =

∑
(n + 3)2 · (2x3)n.

Opět vyjáďŕıme (n + 3)2 pomoćı kombinačńıch č́ısel

(n + 3)2 = A ·
(
n + 2

2

)
+ B ·

(
n + 1

1

)
+ C ·

(
n + 0

0

)
n2 + 6n + 9 = A · n

2 + 3n + 2

2
+ B · (n + 1) + C

= 2 · n
2 + 3n + 2

2
+ 3 · (n + 1) + 4

Hledané koeficienty jsou tedy A = 2, B = 3, C = 4 a nakonec∑
(n + 3)2 · (2x3)n = 2 · 1

(1− 2x3)3
+ 3 · 1

(1− 2x3)2
+ 4 · 1

1− 2x3
.



Př́ıklad

V krabici je 30 červených, 40 modrých a 50 b́ılých ḿıčk̊u, ḿıčky
stejné barvy p̌ritom nelze rozeznat. Kolika způsoby je možné vybrat
soubor 70 ḿıčk̊u?

Řešeńı

Jedná se o koeficient u x70 v

(1 + x + · · ·+ x30)(1 + x + · · ·+ x40)(1 + x + · · ·+ x50)

=
1− x31

1− x
· 1− x41

1− x
· 1− x51

1− x

=
(1− x31)(1− x41)(1− x51)

(1− x)3

=
1− x31 − x41 − x51 + x72 + · · ·

(1− x)3
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Řešeńı

Jedná se o koeficient u x70 v

(1 + x + · · ·+ x30)(1 + x + · · ·+ x40)(1 + x + · · ·+ x50)

=
1− x31

1− x
· 1− x41

1− x
· 1− x51

1− x

=
(1− x31)(1− x41)(1− x51)

(1− x)3

=
1− x31 − x41 − x51 + x72 + · · ·

(1− x)3



Řešeńı

Podle zobecněné binomické věty pak

1− x31 − x41 − x51 + x72 + · · ·
(1− x)3

= (1− x31 − x41 − x51 + x72 + · · · ) ·
∑(

n + 2

2

)
· xn

Koeficient u x70 dostaneme vynásobeńım prvńıch čty̌r členů v
závorce odpov́ıdaj́ıćımi členy v druhé sumě – tak, aby exponent
vyšel 70:

1 ·
(

72

2

)
− 1 ·

(
41

2

)
− 1 ·

(
31

2

)
− 1 ·

(
21

2

)
.



Př́ıklad

Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri hodu 12 hraćımi kostkami padne
součet 30?

Řešeńı

Počet všech možných hodů je samožrejmě 612, počet p̌ŕıznivých
hodů je roven koeficientu u x30 v

(x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)12

=

(
x − x7

1− x

)12

= x12(1− x6)12 · 1

(1− x)12

a tedy koeficientu u x18 v (1− x6)12 · 1
(1−x)12 , tj.((

12

0

)
−

(
12

1

)
x6 +

(
12

2

)
x12 −

(
12

3

)
x18 + · · ·

)
·

∞∑
n=0

(
n + 11

11

)
· xn.
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=
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= x12(1− x6)12 · 1

(1− x)12
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(1−x)12 , tj.((

12
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)
−

(
12

1

)
x6 +
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12
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)
x12 −

(
12

3

)
x18 + · · ·
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·

∞∑
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11
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Řešeńı

a tedy koeficientu u x18 v (1− x6)12 · 1
(1−x)12 , tj.((

12

0

)
−

(
12

1

)
x6 +

(
12

2

)
x12 −

(
12

3

)
x18 + · · ·

)
·

∞∑
n=0

(
n + 11

11

)
· xn.

Výsledná pravděpodobnost je tak rovna(12
0

)(29
11

)
−
(12
1

)(23
11

)
+
(12
2

)(17
11

)
−
(12
3

)(11
11

)
612

= 0, 8815%.

K výsledku lze doj́ıt také principem inkluze a exkluze a p̌ŕıkladu z
minule.


