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Priklad
Najdéte explicitni vyjad¥eni pro n-ty élen Fibonacciho posloupnosti
{an} defiované rekurentnim vztahem

ap — 07 a=1

an=ap-1+apn2pron=>2




Priklad

Najdéte explicitni vyjad¥eni pro n-ty élen Fibonacciho posloupnosti
{an} defiované rekurentnim vztahem

30:0731:1

an=ap-1+apn2pron=>2

Reseni

Dopltime a_1 = a_» = 0 a rozepi$me druhou rovnici pro p¥ipad
n=1 n=0:

n=1:a1=a+a-1+A
n=0:a=a1+a>+8B

Dohromady tak miZeme psat rekurenci jedinou formulkou:

apn=ap-1+ap2+A-[n=1]+B-[n=0].




apn=ap-1+an2+A-[n=1]+B-[n=0].

Tu nyni vyndsobime x" a se¢teme ptes viechna n=0,1,..., ¢imz
dostaneme:

Z anx" = x - Z ap_1x" L+ X2 Z ap_ox"2+ A-x+B.

Oznatime f(x) vytvotujici funkci posloupnosti {a,}, tim se rovnice
prepise na

f(x)=x-f(x)+x* f(x)+ A x+ B.




f(x)=x-f(x)+x*-f(x)+A-x+B.

P¥evedenim vyrazl obsahujicich f(x) na levou stranu a vytknutim

dostaneme
1-—x—x3)-f(x)=A-x+B

neboli
1-a-x)(1-08-x)-f(x)=A-x+B,

kde o, B = % Podé&lenim koeficientem u f(x) pak

A-x+ B
A—a x)1-Fx)

f(x) =




Reseni

Rozklad na parcidlni zlomky da

1 1

f(x) = C +D

1—a-x

a rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty

FX)=C-> (a-x)"+D-> (B-x)".




Reseni

Rozklad na parcidlni zlomky da

1 1

f(x) = C +D

1—a-x

a rozvinutim do mocninné ¥ady pomoci zobecnéné binomické véty
FX)=C-> (a-x)"+D-> (B-x)".
Celkovy koeficient u x”, tj. n-ty ¢len posloupnosti a,, tedy je
a,=C-a"+D-3"
_c. <1+2\/§>”+D. (1_2\/§>n

Nyni teprve uréime neznamé koeficienty C a D, s ohledem na ap a
ai.




3,=C-a"+D.f"

1+v5)" 1-v5)"
e (s

Nyni teprve uréime neznamé koeficienty C a D, s ohledem na agp a

0 0
0=ay=C- <1+2¢5) +D.<1_2*/§>

115\ 1-vE\'
1231:C'< > )—l-D( > )

ai.




Upravou dostaneme:

0=C+D
2=C-(1+v5)+D-(1—-5)

jejim¥ ¥e¥enim snadno obdr¥ime C = L, D= —

S

-




Regeni

Vysledné explicitni vyjadfeni pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je tedy

1 (148" 1 (1-VB\"
=\ T2 /5 2




Poznamka

Ukazeme si, jak lze “snadno” faktorizovat

a+bx+ox®=a-(1-ax)-(1-px)

Jde to pomoci vzorec¢ku pro kotreny kvadratického polynomu:

a, f = =bEVE=4ac (jen jsme prohodili u polynomu roli a, c).




Poznamka

Ukazeme si, jak lze “snadno” faktorizovat

at+bx+cx®=a-(1-ax) (1-p8x)

Jde to pomoci vzorec¢ku pro kotreny kvadratického polynomu:
o, f = =bEvb—dac V222_4"C (jen jsme prohodili u polynomu roli a, ¢). To je
proto, Ze substituce x = t~! a vyndsobeni t da

2 (a+bt P+t )=t>a-(1—at™) - (1-pth
at’ + bt+c=a-(t—a)-(t—p)
coz je rozklad na kofenové &initele tak, jak jej zname, a standardni

vzorec pro kofeny funguje (nyni jsou jiz koeficienty a, ¢
standardng).




Poznamka

Ukazeme si, jak lze “snadno” faktorizovat

at+bx+cx®=a-(1-ax) (1-p8x)

Jde to pomoci vzorec¢ku pro kotreny kvadratického polynomu:
a,ff = _bivb =43¢ (jen jsme prohodili u polynomu roli a, ¢). To je
proto, Ze substltuce x = t~! a vyndsobeni t? d3
2 (a+bt P+t )=t>a-(1—at™) - (1-pth
at’ + bt+c=a-(t—a)-(t—p)
coz je rozklad na kofenové &initele tak, jak jej zname, a standardni

vzorec pro kofeny funguje (nyni jsou jiz koeficienty a, ¢
standardng&). Nap¥.

1-5x+6x* = <1— 52+1x> ( 5;1x> = (1-3x)-(1—2x).




S vyuZitim vytvotujici funkce pro Fibonacciho posloupnost
F(x) = x/(1 — x — x?) urlete vytvorujici funkci “polovi¢ni”
Fibonacciho posloupnosti (Fo, F2, Fa, . .".).




S vyuZitim vytvotujici funkce pro Fibonacciho posloupnost
F(x) = x/(1 — x — x?) urlete vytvorujici funkci “polovi¢ni”
Fibonacciho posloupnosti (Fo, F2, Fa, . .".).

Regeni

Pigme F(x) = Fo + Fix + Fox® 4+ F3x3 + Fyx* + -+ -, pak

F(—x) = Fo — Fix + Fox® — F3x3 + Fax* — -
a sec¢tenim dostaneme

1/2- (F(x) 4+ F(=x)) = Fo + Fox® + Fax* 4+ - - - .

Hledanou vytvotujici funkci pak ziskdme substituci /x za x.




Regeni

Snadnou Upravou dostaneme

1/2-(F0)+ ) =172+ (12 + s
B x(1+x —x2) — x(1 — x — x?)
=1/2: (1—x—x2)(1+x—x?)

(1—x)2—x2 1-32+x*

a hledand vytvotujici funkce, vznikld dosazenim /x za x, je pak

X
1—3x+ x2°




f(X) = a0 + aix + 32X2 + a3x3 + a4x4 oo

Potom mame nasledujici “transformace”:

f(X) (30731732,33,34,--‘)
\ ¥
f(_X) (307_317321_337347"')
1/2-(f(x) + f(—x)) (a0, 0, a2,0, as, . ..)

I Il

g(Xz) (b0707 b1707 b27"')
A A

g(x) (bo, b1, b2, . . .)




Poznamka

f(x)=ao+ a1X + axx® + azxS + agx* + - -

g(x) =bo+ bix+ bzX2 + b3X3 + b4x4 dooo
Potom:

f(X)-g(X):(30+31X+32X2+"')'(b0+b1X+b2X2+"')
= (aobo) -+ (aob1 + albo)X + (agb2 +aib + a2b0)x2 + 4

Tato "konvoluce” (a* b), = agb, + aibp—1 + -+ + apbp ma
nasledujici specialni pfipady:




Poznamka

Tato “konvoluce” (a* b), = aob, + a1bp—1 + -+ anbp ma
nasledujici specidlni pfipady:

(a0, a1,a2,...)*(0,1,0,...) = (0, ap, a1, a2, - . .),

na urovni vytvofujicich funkei: f(x) - x je vytvotujici funkci pro
posunutou posloupnost (a,—1).

(30,31,82,...)*(1,1,1,...) = (ao,ao—i—al,ao—i—al—i—az,...),

na trovni vytvotujicich funkci: f(x) - 1= je vytvotujici funkci pro

7

posloupnost (ag + a1 + - -+ + ap) &as ecnych souttd.
(ao, a1, a2,...)x(0,1,1,...) = (0,a0,a0 + a1, .- .),

na trovni vytvofujicich funkci: f(x) - £ je vytvotujici funkci pro
posunutou posloupnost (ag + a; + - - - + ap—1) Caste€nych sou&ti.




Véjifem ¥adu n nazveme graf na n+ 1 vrcholech 0,1, ..., n, ktery
m3a nasledujicich 2n — 1 hran: vrchol 0 je spojen hranou s kaZzdym
ze zbylych vrcholid a kazdy vrchol k je spojen hranou s vrcholem
k+1 (pro 1 < k < n). Kolik koster ma takovy graf?




Véjifem ¥adu n nazveme graf na n+ 1 vrcholech 0,1, ..., n, ktery
m3a nasledujicich 2n — 1 hran: vrchol 0 je spojen hranou s kaZzdym
ze zbylych vrcholid a kazdy vrchol k je spojen hranou s vrcholem
k+1 (pro 1 < k < n). Kolik koster ma takovy graf?

Regeni







@ pokud n > 1 (aby vrchol n nebyl izolovany), koster tohoto
typu je vp—1.




i+1
-

N

@ pokud n > 1 (aby vrchol n nebyl izolovany), koster tohoto
typu je vp—1.
@ koster tohoto typu je v;_1, pro libovolné i=1,2,..., n.




i+1
-

N

@ pokud n > 1 (aby vrchol n nebyl izolovany), koster tohoto
typu je vp—1.
@ koster tohoto typu je v;_1, pro libovolné i=1,2,..., n.

Vo =Vp_1-[n>1]+wvw+vi+- v




Vo =Vp_1-[n>1]+wv+vi+- vy

Z logiky vé&ci je v&ji¥ radu 0 jediny graf s jednim vrcholem a ten ma
pravé jednu kostru, tedy vop = 1 (to sedi i s pfedchozi analyzou, kde
vo vystupuje). MiZeme tedy psat

Vo1 - [n>1] = vp_1 — [n=1]
a rekurenci Ize prepsat jako:
Vh=Vp—1+vw+wvi+:vhp1—[n=1]+[n=0].

Vytvotujici funkei pro (v,) oznatme V/(x), pak vytvotujici funkce
pro (vp—1) je V(x)-xapro (vo+ -+ vp_1) je V(x)- =5 a tedy

V(x) = V(x) - x + V(x)-&—x—i—l.




—x+ 1.

V() = V() - x+ V() 7 X

— X
P¥evedenim vyrazi obsahujicich V(x) na levou stranu a vytknutim

dostaneme
1—3x+ x?

o V(x)=1-x.

Podélenim koeficientem u V/(x) pak

(1-x)? bs

Vi) = =X g X
(*) 1—3x+ x? +1—3X—|—X2

S vyuZitim pfedchoziho prikladu:
Va = [n=0]+ Fap

tj. vp = Fap pro n >0, a vy = 1 (zatimco Fy = 0).




Urgete, kolika zplsoby Ize pokryt (nerozliSenymi) kostkami domina
obdélnik n x 3 (a vy¢islete tuto hodnotu pro obdélnik 20 x 3)7




Priklad

Urgete, kolika zplsoby Ize pokryt (nerozliSenymi) kostkami domina
obdélnik n x 3 (a vy¢islete tuto hodnotu pro obdélnik 20 x 3)7

Reseni

Cph = Cp—2 +




Priklad

Urgete, kolika zplsoby Ize pokryt (nerozliSenymi) kostkami domina
obdélnik n x 3 (a vy¢islete tuto hodnotu pro obdélnik 20 x 3)7

Reseni
[ e —MM o

Ch=Cp—2+rp—1+




Priklad

Urgete, kolika zplsoby Ize pokryt (nerozliSenymi) kostkami domina
obdélnik n x 3 (a vy¢islete tuto hodnotu pro obdélnik 20 x 3)7

Reseni

Ch=Cpn—2+ rn—1+ rn-1




Ch=Cp—2+ -1+ -1




Cn = Cn—2+ rn—1+ r—1

fn = rh—2 +




Ch=Cp—2+ -1+ -1

I'n =1rp—2+ Cp—1




= Cp2+ 21

In—2 + Cn—1




ch=C¢Chr2+2rm-1+?-[n=14+7-[n=0]
fh=rth—2+Ccp-1+7-[n=1]+7-[n=0]




=cro2+2ma1+?-[n=1+7-[n=0]
=fho2+cn1+?-[n=1+7-[n=0]

C(x) = C(x) - x*> 4+ 2R(x) - x + linear
R(x) = R(x) - x*> + C(x) - x + linear




ch=C¢Chr2+2rm-1+?-[n=14+7-[n=0]
fh=rth—2+Ccp-1+7-[n=1]+7-[n=0]

C(x) = C(x) - x*> 4+ 2R(x) - x + linear
R(x) = R(x) - x*> + C(x) - x + linear

C(x)- (1 —x?) = R(x) - 2x + linear /- (1—x?)
R(x) - (1 — x?) = C(x) - x + linear /- 2x

C(x) - (1 —x?)? = C(x) - 2x*> + cubic




C(x) - (1 —x?)? = C(x) - 2x% + cubic

Ptevedenim prvniho vyrazu napravo na levou stranu dostaneme

C(x) - ((1 = x?)? = 2x*) = cubic
cubic cubic
tlbs) = (1 —x2)%2—2x2 1 —4x2 4 x4
cubic

(1-@+V3R)-(1- 2= V3))

Oznatme A2 =2 + /3, ,u2 =2 — /3. Pak

C(x) =

cubic
1= 222) - (1= u2)
cubic
(1—Ax) - (T4 Ax) - (1 — px) - (1+ ux)

Cx) =




cubic
(T—=2x)-(14+Ax)- (1 — px) - (14 px)

a rozklad na parcidlni zlomky da

C(x) =

Ay A_ B, B_

C =
(x) 1—)\x+1+)\x+1—,ux+1+ux

pro nezndmé konstanty AL, By. Hledand posloupnost (tedy pocet
dlazdéni) je

Cn=Ap A"+ AL (=A)"+ By - "+ B (—p1)"

Zbyva urdit tyto konstanty, k tomu vyuZijeme prvni 4 &leny
posloupnosti:




Regeni
Co=Ar - X"+ A_ - (=2)" + By - " + B_ - (—p)",
=1 =0, =3 c=0.
Pro n =1 a n = 3 dostdvdme konkrétné
(A+—A_)>\+(B+—B_)M:0
(A, —A)- N+ (By —B) - 1>=0
ProtoZe jsou dvojice (), i) a (A3, 43) linedrn& nezdvislé, znamen3

to, ze
A+—A_:0, B+—B_:O

tj. AL = A_ = A, By = B_ = B. Zbylé dvé rovnice pak jsou

A2+B-2=1
A-2X2+B-2u%=3




A-2+B-2=1
A-2X2+B-2u%=3
jejim¥ ¥e¥enim je (p¥ipomeiime A2 = 2 ++/3, pu? =2 — /3):

1++3 —1++3
A= , B=—"*°
4/3 4./3

Dosazenim tak

. _1+Vv3
n 4\/§

(A" (=07 + _14;3\@ "+ ()"




Regeni

1+ﬁ n n _1+\f n
=375 AT (N a3 ("4 (=1)")

Pro n licha je tento vyraz nulovy (zdvorky jsou nulové), coZ je
jasné i z lichosti poctu ¢tverci v obdélniku v tomto pt¥ipadé. Pro
n = 2k dostaneme

czkzli}f-(vu(—mﬂn 14\?[ (1 + (=p)*)
_1+\/§‘)\2k —1++/3 2k
T 2V3 "B
_1+v3 K, “1+V3 k
=55 (2+V3)+ . -(2-V73)

= o = 413 403.




