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Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

jaro 2020



Př́ıklad

Najděte explicitńı vyjáďreńı pro n-tý člen Fibonacciho posloupnosti
{an} defiované rekurentńım vztahem

a0 = 0, a1 = 1

an = an−1 + an−2 pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme druhou rovnici pro p̌ŕıpad
n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = a0 + a−1 + A

n = 0: a0 = a−1 + a−2 + B

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = an−1 + an−2 + A · [n = 1] + B · [n = 0].
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Řešeńı

an = an−1 + an−2 + A · [n = 1] + B · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž
dostaneme:∑

anx
n = x ·

∑
an−1x

n−1 + x2 ·
∑

an−2x
n−2 + A · x + B.

Označ́ıme f (x) vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti {an}, t́ım se rovnice
p̌reṕı̌se na

f (x) = x · f (x) + x2 · f (x) + A · x + B.



Řešeńı

f (x) = x · f (x) + x2 · f (x) + A · x + B.

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

(1− x − x2) · f (x) = A · x + B

neboli
(1− α · x)(1− β · x) · f (x) = A · x + B,

kde α, β = 1±
√
5

2 . Poděleńım koeficientem u f (x) pak

f (x) =
A · x + B

(1− α · x)(1− β · x)
.



Řešeńı

Rozklad na parciálńı zlomky dá

f (x) = C · 1

1− α · x
+ D · 1

1− β · x
.

a rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = C ·
∑

(α · x)n + D ·
∑

(β · x)n.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = C · αn + D · βn

= C ·

(
1 +
√

5

2

)n

+ D ·

(
1−
√

5

2

)n

.

Nyńı teprve urč́ıme neznámé koeficienty C a D, s ohledem na a0 a
a1.
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Řešeńı

an = C · αn + D · βn

= C ·

(
1 +
√

5

2

)n

+ D ·

(
1−
√

5

2

)n

.

Nyńı teprve urč́ıme neznámé koeficienty C a D, s ohledem na a0 a
a1.

0 = a0 = C ·

(
1 +
√

5

2

)0

+ D ·

(
1−
√

5

2

)0

1 = a1 = C ·

(
1 +
√

5

2

)1

+ D ·

(
1−
√

5

2

)1



Řešeńı

0 = a0 = C ·

(
1 +
√

5

2

)0

+ D ·

(
1−
√

5

2

)0

1 = a1 = C ·

(
1 +
√

5

2

)1

+ D ·

(
1−
√

5

2

)1

Úpravou dostaneme:

0 = C + D

2 = C · (1 +
√

5) + D · (1−
√

5)

jej́ımž řešeńım snadno obdrž́ıme C = 1√
5

, D = − 1√
5

.



Řešeńı

Výsledné explicitńı vyjáďreńı pro n-tý člen Fibonacciho
posloupnosti je tedy

an =
1√
5
·

(
1 +
√

5

2

)n

− 1√
5
·

(
1−
√

5

2

)n

.



Poznámka

Ukážeme si, jak lze “snadno” faktorizovat

a + bx + cx2 = a · (1− αx) · (1− βx)

Jde to pomoćı vzorečku pro kǒreny kvadratického polynomu:

α, β = −b±
√
b2−4ac
2a (jen jsme prohodili u polynomu roli a, c).

To je
proto, že substituce x = t−1 a vynásobeńı t2 dá

t2 · (a + bt−1 + ct−2) = t2 · a · (1− αt−1) · (1− βt−1)

at2 + bt + c = a · (t − α) · (t − β)

což je rozklad na kǒrenové činitele tak, jak jej známe, a standardńı
vzorec pro kǒreny funguje (nyńı jsou již koeficienty a, c
standardně). Nap̌r.

1−5x +6x2 =

(
1− 5 + 1

2
x

)
·
(

1− 5− 1

2
x

)
= (1−3x) ·(1−2x).
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Př́ıklad

S využit́ım vytvǒruj́ıćı funkce pro Fibonacciho posloupnost
F (x) = x/(1− x − x2) určete vytvǒruj́ıćı funkci “polovičńı”
Fibonacciho posloupnosti (F0,F2,F4, . . .).

Řešeńı

Pǐsme F (x) = F0 + F1x + F2x
2 + F3x

3 + F4x
4 + · · · , pak

F (−x) = F0 − F1x + F2x
2 − F3x

3 + F4x
4 − · · ·

a sečteńım dostaneme

1/2 · (F (x) + F (−x)) = F0 + F2x
2 + F4x

4 + · · · .

Hledanou vytvǒruj́ıćı funkci pak źıskáme substitućı
√
x za x .
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Fibonacciho posloupnosti (F0,F2,F4, . . .).
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Řešeńı

Snadnou úpravou dostaneme

1/2 · (F (x) + F (−x)) = 1/2 ·
(

x

1− x − x2
+

−x
1 + x − x2

)
= 1/2 · x(1 + x − x2)− x(1− x − x2)

(1− x − x2)(1 + x − x2)

=
x2

(1− x2)2 − x2
=

x2

1− 3x2 + x4

a hledaná vytvǒruj́ıćı funkce, vzniklá dosazeńım
√
x za x , je pak

x

1− 3x + x2
.



Poznámka

f (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·

Potom máme následuj́ıćı “transformace”:

f (x)
��

(a0, a1, a2, a3, a4, . . .)
��

f (−x) (a0,−a1, a2,−a3, a4, . . .)

1/2 · (f (x) + f (−x)) (a0, 0, a2, 0, a4, . . .)

g(x2) (b0, 0, b1, 0, b2, . . .)

g(x)

OO

(b0, b1, b2, . . .)

OO



Poznámka

f (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·

g(x) = b0 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + b4x
4 + · · ·

Potom:

f (x) · g(x) = (a0 + a1x + a2x
2 + · · · ) · (b0 + b1x + b2x

2 + · · · )
= (a0b0) + (a0b1 + a1b0)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + · · ·

Tato “konvoluce” (a ∗ b)n = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 má
následuj́ıćı speciálńı p̌ŕıpady:



Poznámka

Tato “konvoluce” (a ∗ b)n = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 má
následuj́ıćı speciálńı p̌ŕıpady:

(a0, a1, a2, . . .) ∗ (0, 1, 0, . . .) = (0, a0, a1, a2, . . .),

na úrovni vytvǒruj́ıćıch funkćı: f (x) · x je vytvǒruj́ıćı funkćı pro
posunutou posloupnost (an−1).

(a0, a1, a2, . . .) ∗ (1, 1, 1, . . .) = (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .),

na úrovni vytvǒruj́ıćıch funkćı: f (x) · 1
1−x je vytvǒruj́ıćı funkćı pro

posloupnost (a0 + a1 + · · ·+ an) částečných součt̊u.

(a0, a1, a2, . . .) ∗ (0, 1, 1, . . .) = (0, a0, a0 + a1, . . .),

na úrovni vytvǒruj́ıćıch funkćı: f (x) · x
1−x je vytvǒruj́ıćı funkćı pro

posunutou posloupnost (a0 + a1 + · · ·+ an−1) částečných součt̊u.



Př́ıklad

Věj́ı̌rem řádu n nazveme graf na n + 1 vrcholech 0, 1, . . . , n, který
má následuj́ıćıch 2n − 1 hran: vrchol 0 je spojen hranou s každým
ze zbylých vrchol̊u a každý vrchol k je spojen hranou s vrcholem
k + 1 (pro 1 ≤ k < n). Kolik koster má takový graf?

Řešeńı

2 n − 1

1 n

0
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ze zbylých vrchol̊u a každý vrchol k je spojen hranou s vrcholem
k + 1 (pro 1 ≤ k < n). Kolik koster má takový graf?
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Řešeńı

2 n − 1

1 n

0

vn = vn−1 · [n > 1] + v0 + v1 + · · · vn−1



Řešeńı

2 n − 1

1 n

0

1 pokud n > 1 (aby vrchol n nebyl izolovaný), koster tohoto
typu je vn−1.

vn = vn−1 · [n > 1] + v0 + v1 + · · · vn−1



Řešeńı

i − 1 i i + 1

1 n

0

1 pokud n > 1 (aby vrchol n nebyl izolovaný), koster tohoto
typu je vn−1.

2 koster tohoto typu je vi−1, pro libovolné i = 1, 2, . . . , n.

vn = vn−1 · [n > 1] + v0 + v1 + · · · vn−1
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1 n
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Řešeńı

vn = vn−1 · [n > 1] + v0 + v1 + · · · vn−1
Z logiky věci je věj́ı̌r rádu 0 jediný graf s jedńım vrcholem a ten má
právě jednu kostru, tedy v0 = 1 (to sed́ı i s p̌redchoźı analýzou, kde
v0 vystupuje). Můžeme tedy psát

vn−1 · [n > 1] = vn−1 − [n = 1]

a rekurenci lze p̌repsat jako:

vn = vn−1 + v0 + v1 + · · · vn−1 − [n = 1] + [n = 0].

Vytvǒruj́ıćı funkci pro (vn) označme V (x), pak vytvǒruj́ıćı funkce
pro (vn−1) je V (x) · x a pro (v0 + · · ·+ vn−1) je V (x) · x

1−x a tedy

V (x) = V (x) · x + V (x) · x

1− x
− x + 1.



Řešeńı

V (x) = V (x) · x + V (x) · x

1− x
− x + 1.

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch V (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

1− 3x + x2

1− x
· V (x) = 1− x .

Poděleńım koeficientem u V (x) pak

V (x) =
(1− x)2

1− 3x + x2
= 1 +

x

1− 3x + x2
.

S využit́ım p̌redchoźıho p̌ŕıkladu:

vn = [n = 0] + F2n

tj. vn = F2n pro n > 0, a v0 = 1 (zat́ımco F0 = 0).



Př́ıklad

Určete, kolika způsoby lze pokrýt (nerozlǐsenými) kostkami domina
obdélńık n × 3 (a vyč́ıslete tuto hodnotu pro obdélńık 20× 3)?

Řešeńı
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Řešeńı

• · · · • •

· · · • • •

· · ·

• · · · • •
cn = cn−2 + rn−1 +
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cn = cn−2 + rn−1 + rn−1

• · · · • •

· · · • • • •

· · · • •
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Řešeńı

cn = cn−2 + rn−1 + rn−1

• · · · •

· · · • •

· · ·

• · · · • •
rn = rn−2 + cn−1



Řešeńı

cn = cn−2 + 2rn−1

rn = rn−2 + cn−1

C (x) = C (x) · x2 + 2R(x) · x + linear

R(x) = R(x) · x2 + C (x) · x + linear

C (x) · (1− x2) = R(x) · 2x + linear / · (1− x2)

R(x) · (1− x2) = C (x) · x + linear / · 2x

C (x) · (1− x2)2 = C (x) · 2x2 + cubic



Řešeńı

cn = cn−2 + 2rn−1 + ? · [n = 1] + ? · [n = 0]

rn = rn−2 + cn−1 + ? · [n = 1] + ? · [n = 0]

C (x) = C (x) · x2 + 2R(x) · x + linear

R(x) = R(x) · x2 + C (x) · x + linear

C (x) · (1− x2) = R(x) · 2x + linear / · (1− x2)

R(x) · (1− x2) = C (x) · x + linear / · 2x

C (x) · (1− x2)2 = C (x) · 2x2 + cubic
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C (x) · (1− x2)2 = C (x) · 2x2 + cubic
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cn = cn−2 + 2rn−1 + ? · [n = 1] + ? · [n = 0]

rn = rn−2 + cn−1 + ? · [n = 1] + ? · [n = 0]

C (x) = C (x) · x2 + 2R(x) · x + linear

R(x) = R(x) · x2 + C (x) · x + linear

C (x) · (1− x2) = R(x) · 2x + linear / · (1− x2)

R(x) · (1− x2) = C (x) · x + linear / · 2x

C (x) · (1− x2)2 = C (x) · 2x2 + cubic



Řešeńı

C (x) · (1− x2)2 = C (x) · 2x2 + cubic

Převedeńım prvńıho výrazu napravo na levou stranu dostaneme

C (x) · ((1− x2)2 − 2x2) = cubic

C (x) =
cubic

(1− x2)2 − 2x2
=

cubic

1− 4x2 + x4

C (x) =
cubic

(1− (2 +
√

3)x2) · (1− (2−
√

3)x2)

Označme λ2 = 2 +
√

3, µ2 = 2−
√

3. Pak

C (x) =
cubic

(1− λ2x2) · (1− µ2x2)

=
cubic

(1− λx) · (1 + λx) · (1− µx) · (1 + µx)



Řešeńı

C (x) =
cubic

(1− λx) · (1 + λx) · (1− µx) · (1 + µx)

a rozklad na parciálńı zlomky dá

C (x) =
A+

1− λx
+

A−
1 + λx

+
B+

1− µx
+

B−
1 + µx

pro neznámé konstanty A±, B±. Hledaná posloupnost (tedy počet
dlážděńı) je

cn = A+ · λn + A− · (−λ)n + B+ · µn + B− · (−µ)n

Zbývá určit tyto konstanty, k tomu využijeme prvńı 4 členy
posloupnosti:

c0 = 1, c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0.



Řešeńı

cn = A+ · λn + A− · (−λ)n + B+ · µn + B− · (−µ)n,

c0 = 1, c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0.

Pro n = 1 a n = 3 dostáváme konkrétně

(A+ − A−) · λ+ (B+ − B−) · µ = 0

(A+ − A−) · λ3 + (B+ − B−) · µ3 = 0

Protože jsou dvojice (λ, µ) a (λ3, µ3) lineárně nezávislé, znamená
to, že

A+ − A− = 0, B+ − B− = 0

tj. A+ = A− = A, B+ = B− = B. Zbylé dvě rovnice pak jsou

A · 2 + B · 2 = 1

A · 2λ2 + B · 2µ2 = 3



Řešeńı

A · 2 + B · 2 = 1

A · 2λ2 + B · 2µ2 = 3

jej́ımž řešeńım je (p̌ripomeňme λ2 = 2 +
√

3, µ2 = 2−
√

3):

A =
1 +
√

3

4
√

3
, B =

−1 +
√

3

4
√

3

Dosazeńım tak

cn =
1 +
√

3

4
√

3
· (λn + (−λ)n) +

−1 +
√

3

4
√

3
· (µn + (−µ)n)



Řešeńı

cn =
1 +
√

3

4
√

3
· (λn + (−λ)n) +

−1 +
√

3

4
√

3
· (µn + (−µ)n)

Pro n lichá je tento výraz nulový (závorky jsou nulové), což je
jasné i z lichosti počtu čtverc̊u v obdélńıku v tomto p̌ŕıpadě. Pro
n = 2k dostaneme

c2k =
1 +
√

3

4
√

3
· (λ2k + (−λ)2k) +

−1 +
√

3

4
√

3
· (µ2k + (−µ)2k)

=
1 +
√

3

2
√

3
· λ2k +

−1 +
√

3

2
√

3
· µ2k

=
1 +
√

3

2
√

3
· (2 +

√
3)k +

−1 +
√

3

2
√

3
· (2−

√
3)k

⇒ c20 = 413 403.


