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Př́ıklad

Množinu čty̌r slov chceme p̌renášet binárńım kódem opravuj́ıćım
jednoduché chyby. Jakou nejménš́ı délku slov (chceme pro všechna
slova stejnou) můžeme ḿıt? Udejte p̌ŕıklad takových čty̌rech slov.

Řešeńı
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Řešeńı
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Př́ıklad

Množinu čty̌r slov chceme p̌renášet binárńım kódem opravuj́ıćım
jednoduché chyby. Jakou nejménš́ı délku slov (chceme pro všechna
slova stejnou) můžeme ḿıt? Udejte p̌ŕıklad takových čty̌rech slov.

Řešeńı

Jestliže má kód opravovat jednoduché chyby, muśı být okoĺı
kódových slov poloměru 1 disjunktńı (tj. slova muśı ḿıt vzdálensot
alespoň 3). Jestliže jsou kódová slova délky `, pak takové okoĺı
obsahuje právě ` + 1 slov. Muśı proto být

4(` + 1) ≤ 2`

(2` je počet všech slov délky `), což p̌ŕımým ově̌reńım neplat́ı pro
` = 1, 2, 3, 4. Jako nejmenš́ı ` tedy v úvahu p̌ripadá ` = 5.
Ukážeme nyńı, jak kódová slova délky 5 lze volit.



Př́ıklad

Množinu čty̌r slov chceme p̌renášet binárńım kódem opravuj́ıćım
jednoduché chyby. Jakou nejménš́ı délku slov (chceme pro všechna
slova stejnou) můžeme ḿıt? Udejte p̌ŕıklad takových čty̌rech slov.

Řešeńı

Prvńı můžeme (bez újmy na obecnosti) volit jako 00000. Protože
zjevně každá dvě slova ve vzdálenosti 4 (tj. maj́ıćı 4 jedničky a 1
nulu) jsou od sebe vzdálena 2 (z oněch 4 jedniček budou vždy
p̌resně 3 společné), muśı ḿıt zbylá slova od našeho prvńıho
vzdálenosti 3, 3, 4 (snadno si lze rozmyslet, že v p̌ŕıpadě 3, 3, 3 by
pak tato slova musela být vzájemně vzdálena o 4 a to podle
p̌redchoźıho nelze).
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Řešeńı

00111

4
?

00000

3

3

?
?????

11100
?
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Řešeńı
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Př́ıklad

Vysvětlete (5, 3)-kód nad Z/2 generovaný polynomem x2 + x + 1.
Vypǐste všechna kódová slova, najděte generuj́ıćı matici a matici
kontroly parity.

Řešeńı

Zprávu i kódová slova (pro (5, 3)-kód maj́ı zprávy délku 3 a kódová
slova délku 5) zapisujeme jako vektory skládaj́ıćı se z 0 a 1 a
budeme s nimi tedy poč́ıtat modulo 2 (nap̌r. 101 + 110 = 011, tj.
XOR). Standardně kódové slovo vznikne ze zprávy t́ım, že k ńı
p̌ridáme (zleva) tzv. kontrolńı bity: nap̌ŕıklad kontrola parity

11001 7→ 1|11001, 10111 7→ 0|10111;

tedy kódová slova jsou právě vektory obsahuj́ıćı sudý počet
jedniček.
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Vysvětlete (5, 3)-kód nad Z/2 generovaný polynomem x2 + x + 1.
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Řešeńı

V p̌ŕıpadě kódu generovaného polynomem p = 1 + x + x2: slova
ztotožňujeme s polynomy, konkrétně polynom chápeme jako vektor
jeho koeficient̊u a stále je bereme modulo 2, nap̌r. 1 + x2 + x3

odpov́ıdá 10|110 (koeficienty postupně od x0 do x4, aby jich bylo
5). Kódovými slovy jsou právě polynomy dělitelné polynomem p,
tj. právě násobky polynomu p (poč́ıtáme modulo 2):

0 · (1 + x + x2) = 0 00|000

1 · (1 + x + x2) = 1 + x + x2 11|100

x · (1 + x + x2) = x + x2 + x3 01|110

(1 + x) · (1 + x + x2) = 1 + x3 10|010

x2 · (1 + x + x2) = x2 + x3 + x4 00|111

(1 + x2) · (1 + x + x2) = 1 + x + x3 + x4 11|011

(x + x2) · (1 + x + x2) = x + x4 01|001

(1 + x + x2) · (1 + x + x2) = 1 + x2 + x4 10|101



Řešeńı

Lineárńı kód (nap̌r. kontrola parity nebo kód generovaný
polynomem) je dán násobeńım matićı G , která je pro (5, 3)-kód
rozměr̊u 5× 3 a standardně je v následuj́ıćım tvaru s tzv. matićı
kontroly H (jej́ıž význam si vysvětĺıme později):
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Řešeńı

1 · (1 + x + x2) = 1 + x + x2 11|100

(1 + x) · (1 + x + x2) = 1 + x3 10|010

(x + x2) · (1 + x + x2) = x + x4 01|001

Kód generovaný polynomem je lineárńı. V našem p̌ŕıpadě tedy:
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Protože to jsou postupně sloupce matice G , máme tak:
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Řešeńı

Prvně vysvětĺıme algoritmický postup pro p = 1 + x2:
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Nyńı ukážeme algoritmický postup pro p = 1 + x + x2:
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Př́ıklad

V p̌redchoźım kódu zakódujte zprávu 101.

Řešeńı

Připomeňme, že kódováńı se realizuje násobeńım matićı kódu, tj. v
našem p̌ŕıpadě:

V každém p̌ŕıpadě si povšimněme, že všechna kódová slova
vzniknou tak, že sečteme některé sloupce matice G .
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našem p̌ŕıpadě:

G ·

1
0
1

 =


1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
1

0
1

 =


1
0

1
0
1



V každém p̌ŕıpadě si povšimněme, že všechna kódová slova
vzniknou tak, že sečteme některé sloupce matice G .



Př́ıklad

V p̌redchoźım kódu zakódujte zprávu 101.

Řešeńı

Připomeňme, že kódováńı se realizuje násobeńım matićı kódu, tj. v
našem p̌ŕıpadě:

G ·

1
0
1

 =


1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
1

0
1

 =


1
0

1
0
1



V každém p̌ŕıpadě si povšimněme, že všechna kódová slova
vzniknou tak, že sečteme některé sloupce matice G .



Př́ıklad

V p̌redchoźım kódu zakódujte zprávu 101.

Řešeńı

Připomeňme, že kódováńı se realizuje násobeńım matićı kódu, tj. v
našem p̌ŕıpadě:

G ·

1
0
1

 =


1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
1

0
1

 =


1
0

1
0
1


V každém p̌ŕıpadě si povšimněme, že všechna kódová slova
vzniknou tak, že sečteme některé sloupce matice G .



Př́ıklad

Vysvětlete, jak polynom x + 1 generuje pro všechna n ≥ 1 známý
(n + 1, n)-kód kontroly parity.

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho postupu lze snadno sestavit matici kódu:

G =



1 0 + 1 = 1 0 + 1 = 1 · · · 0 + 1 = 1

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0 · · · 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0 · · · 0 + 0 = 0

0 0 + 0 = 0 1 + 0 = 1 · · · 0 + 0 = 0
...

...
...

. . .
...

0 0 + 0 = 0 0 + 0 = 0 · · · 1 + 0 = 1





Př́ıklad

Vysvětlete, jak polynom x + 1 generuje pro všechna n ≥ 1 známý
(n + 1, n)-kód kontroly parity.

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho postupu lze snadno sestavit matici kódu:

G =



1 0 + 1 = 1 0 + 1 = 1 · · · 0 + 1 = 1

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0 · · · 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0 · · · 0 + 0 = 0

0 0 + 0 = 0 1 + 0 = 1 · · · 0 + 0 = 0
...

...
...

. . .
...

0 0 + 0 = 0 0 + 0 = 0 · · · 1 + 0 = 1





Řešeńı

O něco p̌rehledněji:

G =


1 · · · 1

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1


a t́ım pádem:

G ·

a1
...
an

 =


1 · · · 1

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

 ·
a1

...
an

 =


a1 + · · ·+ an

a1
...
an


p̌ričemž evidentně (a1 + · · · an) + a1 + · · ·+ an ≡ 0 (mod 2) a tedy
počet jedniček v kódovém slově je vždy sudý.



Př́ıklad

Uvažujme (7, 3)-kód generovaný polynomem x4 + x3 + x + 1.
Napǐste jeho generuj́ıćı a kontrolńı matice. Metodou vedoućıch
reprezentant̊u dékodujte p̌rijatou zprávu 0110010, za p̌redpokladu,
že p̌ri p̌renosu došlo k nejmenš́ımu možnému počtu chyb.

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho postupu lze snadno sestavit matici kódu:

G =



1 0 + 1 = 1 0 + 1 = 1

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0

1 0 + 1 = 1 1 + 1 = 0

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0

0 0 + 0 = 0 1 + 0 = 1





Př́ıklad

Uvažujme (7, 3)-kód generovaný polynomem x4 + x3 + x + 1.
Napǐste jeho generuj́ıćı a kontrolńı matice. Metodou vedoućıch
reprezentant̊u dékodujte p̌rijatou zprávu 0110010, za p̌redpokladu,
že p̌ri p̌renosu došlo k nejmenš́ımu možnému počtu chyb.

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho postupu lze snadno sestavit matici kódu:

G =



1 0 + 1 = 1 0 + 1 = 1

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0

1 0 + 1 = 1 1 + 1 = 0

1 1 + 1 = 0 1 + 1 = 0

0 1 + 0 = 1 0 + 0 = 0

0 0 + 0 = 0 1 + 0 = 1





Řešeńı

O něco p̌rehledněji:

G =



1 1 1
1 0 0
0 1 0
1 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Budeme-li chv́ıli p̌redpokládat, že p̌rijaté slovo 0110|010 je kódové,
muśı se nutně jednat o kódové slovo odpov́ıdaj́ıćı zprávě 010 (ta je
obsažena v informačńıch bitech). Tomu však ve skutečnosti
odpov́ıdá jiné kódové slovo:



Řešeńı

G ·

0
1
0

 =



1 1 1
1 0 0
0 1 0
1 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1


·

0
1
0

 =



1
0
1
1

0
1
0


6=



0
1
1
0

0
1
0


.

Mohlo se samožrejmě stát, že vskutku bylo posláno toto kódové
slovo a p̌ri p̌renosu došlo k chybě na bitech 1, 2 a 4:

0
1
1
0

0
1
0


=



1
0
1
1

0
1
0


+



1
1
0
1

0
0
0


.

Jiné možnosti dostaneme
pozměněńım kódového slova
p̌ričteńım nějakých sloupc̊u ma-
tice G . Za každý sloupec p̌ribude
chyba v informačńım bitu ⇒
prvně jednotlivé sloupce.



Řešeńı

G ·

0
1
0

 =



1 1 1
1 0 0
0 1 0
1 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1


·

0
1
0

 =



1
0
1
1

0
1
0


6=



0
1
1
0

0
1
0


.

Mohlo se samožrejmě stát, že vskutku bylo posláno toto kódové
slovo a p̌ri p̌renosu došlo k chybě na bitech 1, 2 a 4:



0
1
1
0

0
1
0


=



1
0
1
1

0
1
0


+



1
1
0
1

0
0
0


.

Jiné možnosti dostaneme
pozměněńım kódového slova
p̌ričteńım nějakých sloupc̊u ma-
tice G . Za každý sloupec p̌ribude
chyba v informačńım bitu ⇒
prvně jednotlivé sloupce.



Řešeńı

G ·

0
1
0

 =



1 1 1
1 0 0
0 1 0
1 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1


·

0
1
0

 =



1
0
1
1

0
1
0


6=



0
1
1
0

0
1
0


.

Mohlo se samožrejmě stát, že vskutku bylo posláno toto kódové
slovo a p̌ri p̌renosu došlo k chybě na bitech 1, 2 a 4:

0
1
1
0

0
1
0


=



1
0
1
1

0
1
0


+



1
1
0
1

0
0
0


.

Jiné možnosti dostaneme
pozměněńım kódového slova
p̌ričteńım nějakých sloupc̊u ma-
tice G . Za každý sloupec p̌ribude
chyba v informačńım bitu ⇒
prvně jednotlivé sloupce.



Řešeńı

Prvńı sloupec:

0
1
1
0

0
1
0


=





1
0
1
1

0
1
0


+



1
1
0
1

1
0
0




+





1
1
0
1

0
0
0


+



1
1
0
1

1
0
0




=



0
1
1
0

1
1
0


+



0
0
0
0

1
0
0





Řešeńı

Druhý sloupec:

0
1
1
0

0
1
0


=





1
0
1
1

0
1
0


+



1
0
1
1

0
1
0




+





1
1
0
1

0
0
0


+



1
0
1
1

0
1
0




=



0
0
0
0

0
0
0


+



0
1
1
0

0
1
0





Řešeńı

Třet́ı sloupec:

0
1
1
0

0
1
0


=





1
0
1
1

0
1
0


+



1
0
0
0

0
0
1




+





1
1
0
1

0
0
0


+



1
0
0
0

0
0
1




=



0
0
1
1

0
1
1


+



0
1
0
1

0
0
1





Řešeńı

Našli jsme čty̌ri možnosti, zbylé vzniknou p̌rič́ıtáńım alespoň
dvojice sloupc̊u a odpov́ıdaj́ı tedy alespoň dvojnásobným chybám.
Mezi čty̌rmi možnostmi se vyskytuje jednoduchá chyba, je tedy
řešeńım úlohy: 

0
1
1
0

0
1
0


=



0
1
1
0

1
1
0


+



0
0
0
0

1
0
0


kde levá strana je p̌rijaté slovo, prvńı vektor napravo je odeslané
slovo 0110|110 a druhý vektor napravo je chyba, ke které došlo p̌ri
p̌renosu.



Poznámka

K čemu je kontrolńı matice H? Předchoźı způsob lze také zapisovat
takto: K danému obdrženému slovu spoč́ıtáme tzv. syndrom

H ·



0
1
1
0

0
1
0


=


1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0

 ·


0
1
1
0

0
1
0


=


1
1
0
1



který je roven kontrolńım bit̊um iniciálńı chyby (ta s informačńımi
bity nulovými).



Př́ıklad

V lineárńım (7, 4)-kódu zadaném matićı

0 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


byly p̌rijaty zprávy 101|0001 a 100|1110. Dekódujte je (tj.
nalezněte odeśılané zprávy) za p̌redpokladu, že p̌ri p̌renosu
každého slova došlo k nejmenš́ımu možnému počtu chyb.



Řešeńı

Pro prvńı potenciálńı zprávu 0001 ze zadáńı (informačńı bity
p̌rijatého slova) dostáváme kódové slovo

0 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


·


0
0
0
1

 =



0
1
1

0
0
0
1


;



1
0
1

0
0
0
1


=



0
1
1

0
0
0
1


+



1
1
0

0
0
0
0


a lǐśı se od p̌rijatého slova. Zjevně se vyplat́ı p̌rič́ıst druhý sloupec:



Řešeńı



1
0
1

0
0
0
1


=





0
1
1

0
0
0
1


+



1
1
0

0
1
0
0




+





1
1
0

0
0
0
0


+



1
1
0

0
1
0
0




=



1
0
1

0
1
0
1


+



0
0
0

0
1
0
0


Přičteńım jiných sloupc̊u jedné chyby nedoćıĺıme, p̌ričteńım dvou a
v́ıce vznikne alespoň dovjnásobná chyba. Jedná se tedy o optimálńı
“rozklad” na odeslané slovo a chybu.



Řešeńı

Pro druhou potenciálńı zprávu 1110 ze zadáńı (informačńı bity
p̌rijatého slova) dostáváme kódové slovo

0 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


·


1
1
1
0

 =



0
0
0

1
1
1
0


;



1
0
0

1
1
1
0


=



0
0
0

1
1
1
0


+



1
0
0

0
0
0
0


a lǐśı se od p̌rijatého slova. Přičteném žádného sloupce se nepodǎŕı
počet chyb sńıžit oproti výše uvedené možnosti jednoduché chyby.
Poslaná slova tedy jsou: 101|0101 a 000|1110 a původńı zprávy
pak 0101 a 1110.


