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Urcete pocet zpiisob, jak Ize na 3achovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a &ernou v&Z tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném
fadku ani sloupci).




Priklad
Urcete pocet zpiisob, jak Ize na 3achovnici (8 x 8 poli) postavit

bilou a &ernou v&Z tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném
fadku ani sloupci).

Rezenf
Pravidlo souttu: |A; U -+ U Ak = |A1| + -+ + |Akl-




P¥iklad

Urcete pocet zpiisob, jak Ize na 3achovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a &ernou v&Z tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném
fadku ani sloupci).

Regen{

Pravidlo souttu: |A; U -+ U Ak = |A1| + -+ + |Akl-

Rozdélme rozestaveni podle zadani v zavislosti na pozici bilé véze:
ta miZe stat na libovolném ze 64 poli, takZe k = 64 a pro kazdy
index i je A; mnoZina rozestaveni podle zadani, ve kterych je bila
véz na i-tém poli. Zjevné jsou tyto moznosti disjunktni. Kolik je
takovych rozestaveni?




P¥iklad

Urcete pocet zpiisob, jak Ize na 3achovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a &ernou v&Z tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném
fadku ani sloupci).

Regen{

Pravidlo souttu: |A; U -+ U Ak = |A1| + -+ + |Akl-

Rozdélme rozestaveni podle zadani v zavislosti na pozici bilé véze:
ta miZe stat na libovolném ze 64 poli, takZe k = 64 a pro kazdy
index i je A; mnoZina rozestaveni podle zadani, ve kterych je bila
véz na i-tém poli. Zjevné jsou tyto moznosti disjunktni. Kolik je
takovych rozestaveni? Cernd v&z miZe byt na libovolném ze
zbyvajicich 7 ¥adki a libovolném ze zbyvajicich 7 sloupci, takze
|Aj| =7 -7, nezdvisle na i:

|[A1U - U Aps| =49+ --- +49 =64 - 49.
64
X




Regeni

Pravidlo souttu: |[Ay U --- U Ax| = |Ar| + - + |Ak.

Pravidlo soutinu: |A x B| = |A| - |B|, tj. pokud &inime dv& nezavislé
volby, je pofet moznosti roven soucinu. Vidéli jsme, Ze staci aby
pocet druhych voleb nezdvisel na prvni volbég,




Regeni

Pravidlo souttu: |[Ay U --- U Ax| = |Ar| + - + |Ak.

Pravidlo soutinu: |A x B| = |A| - |B|, tj. pokud &inime dv& nezavislé
volby, je pofet moznosti roven soucinu. Vidéli jsme, Ze staci aby
pocet druhych voleb nezévisel na prvni volbé, klasicky nap¥. pro
permutace: polet vSech poradi utvotenych z n-prvkové mnozZiny
rozdélime podle toho, ktery prvek je na prvnim misté: na druhém
misté pak volime z n — 1 moznosti (zévisle na prvni mozZnosti, ale
polet moZnosti je nezdvisly), atd. Dostaneme samozfejm& n!.




B&hem schiize ma vystoupit 8 ¥e&niki. Stanovte polet viech
pofadi, v nichz dva pfedem uréeni ¥eénici nevystupuji ihned po
sobé.




P¥iklad

B&hem schiize ma vystoupit 8 ¥e&niki. Stanovte polet viech
pofadi, v nichz dva pfedem uréeni ¥eénici nevystupuji ihned po
sobé.

Regeni
Pravidlo dopliiku: pro B C A plati

A~ B| = |Al—|B|.




P¥iklad

B&hem schiize ma vystoupit 8 ¥e&niki. Stanovte polet viech
pofadi, v nichz dva pfedem uréeni ¥eénici nevystupuji ihned po
sobé.

Regeni

Pravidlo dopliiku: pro B C A plati |A~ B| = |A| — |B].

V nasem pFipadé spolitdme ta poradi, ve kterych naopak vystupuji
dva danf ¥ecnici po sobé&, nazvéme je X a Y, miZou tedy v
programu byt bud v poradi XY nebo YX. Pro kaZdou z téchto
dvou moznosti z nich udélejme jednoho “dvojfe¢nika”, takZe poclet
takovych potadi bude 2 - 7!. ProtoZe pocet viech poradi je 8!,
hledany pocet je 8! —2-7! =6 -7




Poznamka

Kombina¢ni &isla: Oznatme (7)) polet k-prvkovych podmnozin n-
prvkové mnoziny. Zjevné

(6) (@)=

je polet vdch podmnoZin n-prvkové mnoziny, a téch je 2", protoZe
Ize nezavisle u kazdého prvku volit, zda do podmnoZiny patti, &i
nikoliv.




Poznamka

Kombina¢ni &isla: Oznatme (7)) polet k-prvkovych podmnozin n-
prvkové mnoziny. Zjevné

6 () -

je polet véch podmnoZin n-prvkové mnoziny, a téch je 2", protoZe
Ize nezavisle u kazdého prvku volit, zda do podmnoZiny patti, i
nikoliv.




|

Poznamka

Kombina¢ni &isla: Oznatme (7)) polet k-prvkovych podmnozin n-
prvkové mnoziny. Zjevné

6 () -

je polet véch podmnoZin n-prvkové mnoziny, a téch je 2", protoZe
Ize nezavisle u kazdého prvku volit, zda do podmnoZiny patti, i

nikoliv.

Protoze (Z) - k! je polet poradi k prvki z n prvkové mnoZiny a ten

jerovenn-(n—1)----- (n—k+1)= (=01 k),, dostavame formulku




|

Poznamka

Kombina¢ni &isla: Oznatme (7)) polet k-prvkovych podmnozin n-
prvkové mnoziny. Zjevné

6 () -

je polet véch podmnoZin n-prvkové mnoziny, a téch je 2", protoZe
Ize nezavisle u kazdého prvku volit, zda do podmnoZiny patti, i
nikoliv.

Protoze (Z) - k! je polet poradi k prvki z n prvkové mnoZiny a ten

jerovenn-(n—1)----- (n—k+1)= (=01 k),, dostavame formulku

<Z> :k!'(’r’ﬂ_k)!:(njk)




Kolika zplisoby miize sportovec umistit 10 rliznych pohdri do 5
polic, jestliZze se na kazdou polici vejde v8ech 10 pohari?




Kolika zplisoby miize sportovec umistit 10 rliznych pohdri do 5
polic, jestliZze se na kazdou polici vejde v8ech 10 pohari?

Regen{
Ozna&ime-li pohdry 0 aZz 9, miZeme umisténi sdélit tak, Ze budeme
postupné svrchu dolli a v ramci poli¢ek zleva doprava Fikat ¢&isla
pohdrl a konce politek, ozna&me je tfeba znakem |. Vysledkem tak
miZe byt napriklad:

24/|8657(9/103.
Zjevné pocet umisténi je roven po&tu takovych posloupnosti,
skladajicich se z &islic 0 az 9 (kazda jednou) a &ty¥ znakd |. Kolik
jich je?




Kolika zplisoby miize sportovec umistit 10 rliznych pohdri do 5
polic, jestliZze se na kazdou polici vejde v8ech 10 pohari?

Regeni

Ozna&ime-li pohdry 0 aZz 9, miZeme umisténi sdélit tak, Ze budeme
postupné svrchu dolli a v ramci poli¢ek zleva doprava Fikat ¢&isla
pohdrl a konce politek, ozna&me je tfeba znakem |. Vysledkem tak
miZe byt napriklad:

24/|8657(9/103.

Zjevné pocet umisténi je roven po&tu takovych posloupnosti,
skladajicich se z &islic 0 az 9 (kazda jednou) a &ty¥ znakd |. Kolik
jich je? Vyberme prvn& mista, kde se vyskytuji znaky |, tj. vybereme
4 mista ze 14. Potet takovych vybérii je (%}'). Nezavisle na vyb&ru
CtyF pozic pro znak | je polet posloupnosti roven po&tu viech
potadi &isel 0 az 9, tj. 10!. Vysledny potet tak je (%) - 10! = L.




Pro libovolné pevné n € N urlete polet vSech Feseni rovnice

X1+Xo+- -+ Xk =n

v mnoZin& nezdpornych celych &isel (kladnych celych &isel).




Priklad

Pro libovolné pevné n € N urlete polet vSech Feseni rovnice
X1+Xo+- -+ Xk =n

v mnoZin& nezdpornych celych &isel (kladnych celych &isel).

Reseni

P¥iklad je analogii pfedchoziho, kde nerozlisujeme jednotlivé
pohdry a jde jen o jejich podet, budeme tedy FeSeni zapisovat ve
tvaru posloupnostf

sklddajicich se z n znak(i @ a k — 1 znakd |. Op&t prvné& vybereme

k — 1 mist, kam umistime znaky |, zbytek je pak uZ ale

jednozna&n& dany, takZe vysledkem je ("tf;l) = ("Jrﬁ*l).




Pro libovolné pevné n € N urlete pocet viech feSeni rovnice

X1+Xo+ -+ Xk=n

v mnozin& nezdpornych celych &isel (kladnych celych &isel).

Resen{
Pro kladna celd ¢isla prevedem ulohu na predchozi — piSme
x;i = 14 y; a nynf jsou y; nezdporna celd &isla a YeSime rovnici

A+y)+A+y)+--+A+w)=n
yitya+--+ye=n—k

a z predchoziho vime, Ze podet feseni je ((”_I;)_Jrlk_l) = (,’(’:})




Urcete polet vSech FeSeni soustavy nerovnic

v mnozin& nezdpornych celych &isel (to samé pro ostré nerovnosti).




Priklad

Urcete polet vSech FeSeni soustavy nerovnic
0<x1<x<---<x<n

v mnozin& nezdpornych celych &isel (to samé pro ostré nerovnosti).

Reseni

Oznatime-li rozdily y3 = x1 — 0, yo = x0 — xq, ...
Yk = Xk — Xk—1, Yk+1 = N — Xk,

0 X1 X2 Xk—1 Yk Xk Yk+1

pak se jednd o nezdporna celd &isla se sou¢tem n a vime, Ze

it tykr1=n




Urcete polet vSech FeSeni soustavy nerovnic

v mnoZin& nezdpornych celych &isel (to samé pro ostré nerovnosti).

Pro ostré nerovnice daji rozdily kladna celd ¢isla a pocdet Feseni
tedy je (";1). (P¥imo: jde jen o k-prvkovou podmnoZinu mnoZiny

{1,....,n—1})




Na kolik nejvyse oblasti mize délit rovinu n p¥imek?




Na kolik nejvyse oblasti mize délit rovinu n p¥imek?

Ozna&me tento polet p,, zjevn& pg = 1. Co se stane p¥idanim n-té
pfimky? Ta protne nékteré oblasti a kazdou tak rozdéli na dvé
¢asti, polet oblasti p, je tedy oproti p,—1 vySsi pravé o polet
oblasti, které n-td pfimka protne.




Jednotlivé oblasti pfimka protne v intervalu, délicimi body jsou pak
pravé priseciky s ostatnimi pfimkami. ProtoZe téch je n — 1, je
intervalG n a nejvy3si polet oblasti je pak roven (lze jej snadno
dosadhnout)

Pn=Pr1+n="-




Reseni

Jednotlivé oblasti pfimka protne v intervalu, délicimi body jsou pak
pravé priseciky s ostatnimi pfimkami. ProtoZe téch je n — 1, je
intervalll n a nejvy%3i polet oblasti je pak roven (lze jej snadno
dosadhnout)

Pn=pPn-1+n=pp2+(n—1)+n

=po+1+---+(n—1)+n

:H"-(";l)




Kolika zplsoby mohla skontit tabulka prvni fotbalové ligy (v potaz
bereme pouze potadi), vime-li o ni pouze, Ze alespoii jeden z tymd
z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje
16 muZstev).




Kolika zplsoby mohla skontit tabulka prvni fotbalové ligy (v potaz
bereme pouze potadi), vime-li o ni pouze, Ze alespoii jeden z tymd
z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje
16 muZstev).

Regeni

Rozdé&lime dlohu na nékolik snazsich:
@ pocet vzdjemnych potadi trojice zminénych tymi — z Sesti
moznych poradi jsou povoleny pravé 4
@ podet vzdjemnych poradi zbylych t¥inicti tym( — nejsou Zadna
omezeni, je jich tedy 13!




Regeni

pocet zpisobd, jak vybrand dvé vzdjemna po¥adi (t¥ a tfinacti
tymi) dat dohromady — k tomu sta&i vybrat, na kterych tf¥ech
ich se umistili zmin&né tymy, to Ize ('y) zpisoby

Vysledny pocet tak je 4 - 13! - (136) _ 4-31!6




Urcete pocet Ctyfcifernych &isel sestavenych z pravé dvou cifer.
Urcete pocet &isel mensich nez 10 tisic, které maji symetricky
ciferny zapis.




P¥iklad

Urcete pocet Ctyfcifernych &isel sestavenych z pravé dvou cifer.
Urcete pocet &isel mensich nez 10 tisic, které maji symetricky
ciferny zapis.

Regeni
Opét tlohu rozdélime na nékolik jednodussich:
@ moznosti na vybrani dvou &islic, které se v &isle vyskytuji:
o (3), ve kterych se nevyskytuje 0 a
o (3), ve kterych se vyskytuje 0
@ pocet Cisel tvofenych vybranymi dvéma &islicemi: v prvnim
pFipad& 2* — 2 (na kaZdé ze &ty¥ pozic dvé& moZnosti, minus
dvé &isla tvofend pouze jednou ze dvou &islic) a ve druhém
pFipad& 23 — 1 (na prvnim mist& nemiiZe byt nula a je na ngj
tedy jen jedna moZnost)

Vysledny potet tak je (5) - (2* —2) + (3) - (22 — 1).




Urcete podet Ctyfcifernych &isel sestavenych z pravé dvou cifer.
Urcete pocet Cisel mensich nez 10 tisic, které maji symetricky
ciferny zapis.




Urcete podet Ctyfcifernych &isel sestavenych z pravé dvou cifer.
Urcete pocet Cisel mensich nez 10 tisic, které maji symetricky
ciferny zapis.

Ve druhém pt¥ipadé budou mit &isla jeden z tvari ABBA, ABA,
AA, A, kde zjevné A je libovolna &islice s vyjimkou 0 a B je zcela

libovolna &islice (mGZe byt i stejnd jako A). Polet takovych &isel
tedy je:

9-10+9-10+9+09.




Kolika zplisoby Ize rozdélit 9 déviat a 6 chlapcli do dvou skupin
tak, aby kazda skupina obsahovala alespoii dva chlapce?

Kolika zplisoby Ize rozdé&lit 9 masitych a 6 vegetaridnskych
sendvi¢l do dvou skupin tak, aby kazda skupina obsahovala
alespoii dva vegetarianské?




P¥iklad

Kolika zplisoby Ize rozdélit 9 déviat a 6 chlapcli do dvou skupin
tak, aby kazda skupina obsahovala alespoii dva chlapce?

Kolika zplisoby Ize rozdé&lit 9 masitych a 6 vegetaridnskych
sendvi¢l do dvou skupin tak, aby kazda skupina obsahovala
alespoii dva vegetarianské?

ReSeni

Budeme vybirat &leny prvni skupiny: dévéat miZeme vzit libovolny
pocet a moznosti je

() ) 0)

chlapcli miizeme vzit pouze polet 2 aZ 4 a moznosti je

)6 +()




Regeni

Budeme vybirat ¢leny prvni skupiny: dévéat miZeme vzit libovolny
pocet a moZnosti je

<)) )

chlapci miZeme vzit pouze polet 2 aZ 4 a moznosti je

)= +()

Pocet rozdéleni je tak

*-((2)+6) ()




Resen{
Budeme vybirat ¢leny prvni skupiny: masitych sendvi¢i mizeme vzit
libovolny polet a moZnosti je

10=1+1+---+1,

vegerarianskych sendvi¢ii miZeme vzit pouze pocet 2 aZ 4 a moznosti
je
3=1+4+1+1.

Pocet rozdéleni je tak
10 - 3.




P¥iklad
Kolika zplisoby je moZné koupit 12 bali¢kid kavy, maji-li v prodejné
kdvu péti druha?
Déle tuto dlohu Yeste s nasledujicimi modifikacemi:
© od kaZdé kavy je tfeba koupit aspori 2 bali¢ky;
©Q od kazdé kavy ma byt koupen sudy pocet bali¢ki;

© jedné z kdv (nap¥. arabské) jsou k dispozici pouze 3 balitky.




P¥iklad

Kolika zplisoby je moZné koupit 12 bali¢kid kavy, maji-li v prodejné
kdvu péti druha?

Déle tuto dlohu Yeste s nasledujicimi modifikacemi:

© od kaZdé kavy je tfeba koupit aspori 2 bali¢ky;
©Q od kazdé kavy ma byt koupen sudy pocet bali¢ki;

© jedné z kdv (nap¥. arabské) jsou k dispozici pouze 3 balitky.

2

UkaZeme, Ye se jednd o koeficient u x?
(1+ x4+ x>+ ---)°, pojdme tedy tento koeficient popsat.

ve vyrazu




Regeni

Ukézeme, Ze se jedna o koeficient u x'? ve vyrazu

(1+ x4+ x>+ ---)° pojdme tedy tento koeficient popsat. Zjevn&
po rozndsobeni vyjdou vyrazy tvaru

2. Xb VL Xd . x€ — Xa+b+c+cl+e
9y

kde kazdy &initel pochazi z jedné zavorky (1 + x +x% +---),

exponenty a, b, ¢, d, e tedy mohou byt libovolnd nezaporna celd

¢isla. Dostaneme tak x'2, kdykoliv bude a+ b+ c+d +e =12,

vzdy s koeficientem 1, takZe vysledny koeficient bude

L1+ 1

kde potet jednitek je roven pottu pétic (a, b, ¢, d, €) nezdpornych
celych ¢&isel se sou¢tem 12.




Regeni

Koeficient u x'2 ve vyrazu (1 4+ x + x? 4 ---)? je tedy potet pétic
(a, b, c,d, e) nezdpornych celych &isel se souttem 12. To je zfejm&
pocet ndkupl ze zadani. KdyZ se¢teme geometrickou fadu v
zévorce, hledany potet je koeficient u x'? v

() -

Ulohu Ize vyfesit elementdrné — pocet moznych nakupl n baleni, a

tedy koeficient u x”, je ("1*), takze

(1_1X)5: <0:4> N (1:4) -X+-~-:§<n:4>x”.

Tento a podobné vzore¢ky budeme vyuZivat od pFisté.




Regeni

Pojd' me nyni na jednotlivé modifikace:

@ od kaZdé kavy aspon 2 bali¢ky: chceme a > 2, b > 2 atd.,
takZe analogicky se jedna o koeficient u x'? ve vyrazu

1—x (1—x)5"

@ od kazdé kdvy sudy polet balitki: chceme 2 | a, 2| b atd.,

takZe analogicky se jedna o koeficient u x'? ve vyrazu
(1+X2+X4+...)5:#
(1 —x2)>"

@ od jedné z kav jsou k dispozici pouze 3 bali¢ky: chceme a < 3,
takZe analogicky se jedna o koeficient u x'? ve vyrazu

4 1+ x+x2+x3

Q4+x+x2+x3) - T+x+x2+--") (1= )




Poznamka

Od pfisté se budeme zabyvat metodami, které umozni podobné
pfiklady dopotitat do konce. P¥ipomerite si soucet geometrické
fady, zejména jiz pouZity vzorec:

1

1—x’

(e.e]
n=0
P¥ipomerite si binomickou vétu:

)+ (e (e (-5 (r-veor

Tyto dvé véty zobecnime a budeme jejich zobecnéni pouZivat ke
kombinatorickym vypo&tim.




