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Plán p°edná²ky



S vyuºitím standardních vytvo°ujících funkcí ur£íme formuli pro
po£et bn tzv. p¥stovaných binárních strom· na n vrcholech, které je
pro na²e ú£ely moºné de�novat jako ko°en s uspo°ádanou dvojicí
[levý binární podstrom, pravý binární podstrom].

Prozkoumáním
p°ípad· pro malá n vidíme, ºe

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

D¥lením problému na levý a pravý strom dostaneme pro n ≥ 1

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0.

Vidíme, ºe jde vlastn¥ o konvoluci posloupností. Vztah upravíme,
aby platil pro v²echna n ∈ N0:

bn =
∑

0≤k<n

bkbn−k−1 + [n = 0].

Tím máme hotov krok 1 (obecného postupu z minula).
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V kroku 2 vynásobíme ob¥ strany xn a se£teme. Je-li B(x)
odpovídající vytvo°ující funkce, pak:

B(x) =
∑
n

bnx
n =

∑
n,k

bkbn−k−1x
n +

∑
n,k

[n = 0]xn =

=
∑
k

bkx
k

(∑
n

bn−k−1x
n−k

)
+ 1 =

=
∑
k

bkx
k(xB(x)) + 1 = B(x) · xB(x) + 1.

Pravá strana rekurence na prvním °ádku je koe�cientem u xn−1

v sou£inu B(x) · B(x), tj. £lenem u xn v xB(x)2.
Je tedy xB(x)2 vytvo°ující po tutéº posloupnost jako B(x)
s výjimkou prvního £lenu u x0.



V kroku 3 °e²íme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1 pro
B(x) :

B(x) =
1±
√
1− 4x
2x

.

Znaménko + ale nep°ichází v úvahu, protoºe pak by pro x → 0+
B(x) m¥la limitu ∞, zatímco vytvo°ující funkce pro na²i
posloupnost musí mít v 0 hodnotu b0 = 1. Naopak pro znaménko
− to tak dostaneme.
Pro vytvo°ující funkci B(x) tedy platí

B(x) =
1−
√
1− 4x
2x

.

Zbývá uº pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné °ady.
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Rozvoj získáme pomocí zobecn¥né binomické v¥ty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2
k

)
(−4x)k = 1+

∑
k≥1

1
2k

(
−1/2
k − 1

)
(−4x)k

a po vyd¥lení 1−
√
1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1
k

(
−1/2
k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(
−1/2
n

)
(−4x)n

n + 1
=
∑
n≥0

(
2n
n

)
xn

n + 1
.



Catalanova £ísla

Dokázali jsme, ºe po£et binárních p¥stovaných strom· na n
vrcholech je roven bn = 1

n+1

(
2n
n

)
.

Tato významná posloupnost se nazývá posloupnost Catalanových

£ísel.

Krom¥ toho, ºe Catalanova £ísla vyjad°ují po£et binárních
p¥stovaných strom·, vystupují rovn¥º jako:

po£et monotónních cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkových £tverc·, které nep°ekro£í diagonálu
po£et slov délky 2n obsahujících n znak· X a Y takových, ºe
ºádný pre�x slova neobsahuje více Y neº X

podobn¥ takové fronty u pokladny (n lidí má 5korunu a m
10korunu, lístek stojí 5 K£.), ºe nezásobená pokladna m·ºe
vºdy vrátit
po£et korektn¥ ozávorkovaných výraz· sloºených z levých a
pravých závorek
po£et r·zných triangulací konvexního (n + 2)-úhelníku.
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Plán p°edná²ky



Exponenciální vytvo°ující funkce

Krom¥ vý²e zmín¥ných vytvo°ujících funkcí se v praxi rovn¥º £asto
objevují jejich tzv. exponenciální varianty1.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka

Jméno vychází z toho, ºe exponenciální funkce ex je (exponenciální)
vytvo°ující funkcí pro základní posloupnost (1, 1, 1, 1, . . . ).
V záp¥tí v d·kazu Cayleyho v¥ty uvidíme, ºe je pouºití
exponenciálních vytvo°ujících funkcí výhodné.

1Pouºívají se i dal²í typy vytvo°ujících funkcí (nap°. v teorii £ísel se pouºívají
Dirichletovy vytvo°ující funkce, kde roli faktoru xn hraje n−x), ale t¥mi se zde
zabývat nebudeme.
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Op¥t standardním operacím s posloupnostmi odpovídají jednoduché
operace nad mocninnými °adami (coby exponenciálními
vytvo°ujícími funkcemi):

S£ítání (ai + bi ) posloupností £len po £lenu odpovídá sou£et
a(x) + b(x) p°íslu²ných vytvo°ujících funkcí.
Vynásobení (α · ai ) v²ech £len· posloupnosti stejným skalárem
α odpovídá vynásobení α · a(x) p°íslu²né vytvo°ující funkce.
Derivování podle x : funkce a′(x) vytvo°uje posloupnost
(a1, a2, a3, . . . ), tj. derivování odpovídá posuvu doleva o jedno
místo .
Integrování

∫ x
0
a(t) dt vytvo°uje posloupnost

(0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpovídá posuvu doprava o jedno
místo.
Sou£in vytvo°ujících funkcí vytvo°uje posloupnost se £leny

cn =
∑
i+j=n

(
n

i

)
aibj
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie graf·, který
udává, ºe po£et strom· (tj. graf·, v nichº jsou libovolné dva
vrcholy spojené práv¥ jednou cestou) na n vrcholech je
κ(Kn) = nn−2. Dokáºeme tento výsledek pomocí exponenciálních
vytvo°ujících funkcí.

Ozna£me pro jednoduchost tn = κ(Kn). Lze snadno spo£ítat, ºe
t1 = t2 = 1, t3 = 3, t4 = 16. (Nap°. víme, ºe v p°ípad¥ strom· na 4
vrcholech musíme z

(
6
3

)
= 20 potenciálních graf· s práv¥ 3 hranami

odebrat ty moºnosti, kde tyto hrany tvo°í trojúhelník. T¥ch je ale
práv¥

(
4
3

)
= 4).
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Rekurentní vztah získáme tak, ºe za�xujeme jeden vrchol v a moºné
p°ípady rozd¥líme podle po£tu komponent v grafu, který dostaneme
z koster Kn tak, ºe odstraníme vrchol v a hrany s ním incidentní.

Pak pro n > 1

tn =
∑
m>0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

(n − 1)!
k1! · · · km!

k1 · · · km · tk1 · · · tkm

Nap°. pro n = 4 máme t4 = 3t3 + 6t1t2 + t31 .
O²kliv¥ vypadající rekurenci zjednodu²íme substitucí un = ntn
(uv¥domte si p°itom, ºe un udává po£et tzv. ko°enových strom·).
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Dostáváme pro n > 1

un
n!

=
∑
m>0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

uk1
k1!
· · · ukm

km!

a je vid¥t, ºe vnit°ní sumu dostaneme jako koe�cient u xn−1 v m-té
mocnin¥ °ady Û(x) =

∑
un

xn

n! .

Proto je

un
n!

= [xn−1]
∑
m≥0

1
m!

Û(x)m,

a tedy

Û(x) = x eÛ(x) .
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∑
un

xn

n! . Proto je

un
n!

= [xn−1]
∑
m≥0

1
m!
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Pro dokon£ení výpo£tu budeme pot°ebovat tvrzení, které uvedeme
bez d·kazu.

De�nice

Zobecn¥nou exponenciální mocninnou °adou Et(x) nazýváme °adu

Et(x) =
∑
k≥0

(tk + 1)k−1
xk

k!
.

Snadno je vid¥t, ºe E0 = ex , dále ozna£ujeme E(x) = E1(x).
Fakt: ln Et(x) = x · Et(x), tj. spec. E(x) = exE(x) .
Srovnáním tohoto vztahu s vý²e uvedeným Û(x) = x eÛ(x) vidíme,
ºe Û(x) = xE(x).
Proto

tn =
un
n

=
n!

n
[xn]Û(x) = (n − 1)![xn−1]E(x) = nn−2.
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Alternativní záv¥r výpo£tu

Pokud vám p°i²el záv¥r výpo£tu p°íli² um¥lý, zkusme to je²t¥
jednou, s vyuºitím tzv. Lagrangeovy inverzní formule:

V¥ta

Pokud vytvo°ující funkce g(x) =
∑

n≥1 gnx
n spl¬uje vztah

x = f (g(x)),

kde f (0) = 0, f ′(0) 6= 0, pak

gn =
1
n
[un−1]

(
u

f (u)

)n

.
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Plán p°edná²ky



N¥kdy dokáºeme snadno vyjád°it hledaný po£et jen pomocí více
vzájemn¥ provázaných posloupností.

P°íklad

Kolika zp·soby m·ºeme pokrýt (nerozli²enými) kostkami domina
obdélník 3× n?

�e²ení

Snadno zjistíme, ºe c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe c0 = 1
(nejde jen o konvenci, má to svou logiku).
Najdeme rekurzívní vztah � diskusí chování �na kraji� zjistíme, ºe
cn = 2rn−1 + cn−2, rn = cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je po£et
pokrytí obdélníku 3× n, ze kterého jsme odstranili levý horní roh.
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�e²ení (pokr.)

Hodnoty cn a rn pro n¥kolik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
cn 1 0 3 0 11 0 41 0
rn 0 1 0 4 0 15 0 56



�e²ení (pokr.)

Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

Krok 2:
C (x) = 2xR(x) + x2C (x) + 1, R(x) = xC (x) + x2R(x).

Krok 3:

C (x) =
1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) =

x

1− 4x2 + x4
.

Krok 4: Vidíme, ºe ob¥ funkce jsou funkcemi x2, u²et°íme si
práci tím, ºe uváºíme funkci D(z) = 1/(1− 4z + z2), pak
totiº C (x) = (1− x2)D(x2), tj.
[x2n]C (x) = [x2n](1− x2)D(x2) = [xn](1− x)D(x), a tedy
c2n = dn − dn−1.
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�e²ení (záv¥r)

Ko°eny 1− 4x + x2 jsou 2+
√
3 a 2−

√
3 a jiº standardním

zp·sobem obdrºíme

c2n =
(2+

√
3)n

3−
√
3

+
(2−

√
3)n

3+
√
3
.

Podobn¥ jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý s£ítanec pro
velká n zanedbatelný a pro v²echna n leºí mezi 0 a 1, proto

c2n =

⌊
(2+

√
3)n

3−
√
3

⌋
.

Nap°. c20 = 413403.
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