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Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ačkoliv je to pojem velice
jednoduchý, jeho důležitost a užitečnost v teorii č́ısel je
nedocenitelná; projevuje se zejména ve stručných a p̌rehledných
zápisech některých i velmi komplikovaných úvah.

Definice

Jestliže dvě celá č́ısla a, b maj́ı p̌ri děleńı p̌rirozeným č́ıslem m týž
zbytek r , kde 0 ≤ r < m, nazývaj́ı se a, b kongruentńı modulo m
(též kongruentńı podle modulu m), což zapisujeme takto:

a ≡ b (mod m).

V opačném p̌ŕıpadě řekneme, že a, b nejsou kongruentńı modulo
m, a ṕı̌seme

a 6≡ b (mod m).
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Lemma

Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 a ≡ b (mod m),

2 a = b + mt pro vhodné t ∈ Z,

3 m | a− b.
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Základńı vlastnosti kongruenćı

Př́ımo z definice plyne:

a ≡ a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je reflexivńı,

a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m), tj. kongruence podle
modulu m je symetrická,

a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m), tj.
kongruence podle modulu m je tranzitivńı.

Jedná se tedy o ekvivalenci, jej́ıž ťŕıdy budeme nazývat zbytkové
ťŕıdy modulo m.
Dokážeme nyńı daľśı vlastnosti:

K libovolné straně můžeme p̌rič́ıst libovolný násobek modulu:

a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b + k ·m (mod m).
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Kongruence podle téhož modulu můžeme sč́ıtat, tedy i
vynásobit týmž č́ıslem:

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m)

⇒ a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod m).

a ≡ b (mod m) ⇒ k · a ≡ k · b (mod m).

Kongruence podle téhož modulu můžeme násobit, tedy i
umocnit na totéž č́ıslo.

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m)

⇒ a1 · a2 ≡ b1 · b2 (mod m).

a ≡ b (mod m) ⇒ ak ≡ bk (mod m).

Obě strany kongruence můžeme vydělit č́ıslem k, jestliže je
nesoudělné s modulem.

k ·a ≡ k ·b (mod m), (k ,m) = 1 ⇒ a ≡ b (mod m).
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Jestliže n | m, pak

a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b (mod n).

Naopak pokud a ≡ b (mod n), dostáváme m/n = k možných
řešeńı

a ≡ b, a ≡ b + n, . . . , nebo a ≡ b + (k − 1)n (mod m).

Jestliže m = [m1,m2] je nejmenš́ı společný násobek, pak

a ≡ b (mod m1), a ≡ b (mod m2) ⇔ a ≡ b (mod m).

Obě strany kongruence a modul lze vynásobit nebo vydělit
libovolným č́ıslem

a ≡ b (mod m) ⇔ k · a ≡ k · b (mod k ·m).
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Poznámka

Některé vlastnosti kongruenćı jsme již použ́ıvali, aniž bychom si
toho povšimli – nap̌ŕıklad p̌ŕıklad z minulého týdne lze
p̌reformulovat do tvaru

a ≡ 1 (mod m), b ≡ 1 (mod m) ⇒ ab ≡ 1 (mod m),

což je speciálńı p̌ŕıpad zp̌redhoźıho tvrzeńı.
Nejde o náhodu. Libovolné tvrzeńı použ́ıvaj́ıćı kongruence můžeme
snadno p̌repsat pomoćı dělitelnosti. Užitečnost kongruenćı tedy
netkv́ı v tom, že bychom pomoćı nich mohli řešit úlohy, které bez
nich řešit nejsme schopni, ale v tom, že jde o velmi vhodný způsob
zápisu. Osvoj́ıme-li si ho, výrazně t́ım zjednoduš́ıme jak
vyjaďrováńı, tak i některé úvahy. Je to typický jev: v matematice
hraje vhodná symbolika velmi závažnou úlohu.
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Př́ıklad

Nalezněte zbytek po děleńı č́ısla 520 č́ıslem 26.

Př́ıklad

Dokažte, že pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolná a, b ∈ Z plat́ı

ap + bp ≡ (a + b)p (mod p).

Př́ıklad

Najděte “inverzi” k č́ıslu 39 modulo 47, tj. najděte x takové, že
39 · x ≡ 1 (mod 47).
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Inverze modulo m

Věta

Je-li a nesoudělné s modulem m, tj. (a,m) = 1, pak existuje řešeńı

a · x ≡ 1 (mod m).

Toto řešeńı znač́ıme x ≡ a−1 a nazýváme inverźı k a modulo m.
Jakožto zbytková ťŕıda je toto řešeńı jediné.

Důkaz.

Zobrazeńı x (mod m) 7→ a · x (mod m) na zbytkových ťŕıdách je
injektivńı (vlastnost děleńı); protože je zbytkových ťŕıd na obsou
stranách stejně, totiž m, jedná se o bijekci a jednička 1 (mod m)
má jediný vzor.
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Věta

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z. Označme d = (a,m). Pak kongruence

a · x ≡ b (mod m)

(o jedné neznámé x) má řešeńı právě tehdy, když d | b.
Pokud plat́ı d | b, má tato kongruence právě d řešeńı (modulo m).

Důkaz.

Dokážeme nejprve, že uvedená podḿınka je nutná:

d | (a · x ,m) = (b,m) | b.
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Dokončeńı důkazu.

Prvně p̌redpokládejme d = 1. Pak inverze a−1 (mod m) existuje a
vynásobeńım rovnice

a · x ≡ b (mod m)

touto inverźı dostaneme hledané řešeńı

x ≡ a−1 · b (mod m).

Obecně prvně obě strany i modul vyděĺıme nejvěťśım společným
dělitelem d , dostaneme p̌ri označeńı a′ = a/d , b′ = b/d ,
m′ = m/d ekvivalentńı rovnici

a′ · x ≡ b′ (mod m′)

kde již (a′,m′) = 1 a postupujeme podle prvńı části.
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Algoritmus

Začneme s ekvivalentńı soustavou dvou kongruenćı

m · x ≡ 0 (mod m)

a · x ≡ b (mod m)

a vždy prvńı rovnici systému nahrad́ıme rovnićı vzniklou odečteńım
vhodného násobku druhé rovnice (tak abychom koeficient m
nahradili jeho zbytkem po děleńı č́ıslem a), dokud nedostaneme
koeficienty d a 0:

d · x ≡ b′ (mod m)

0 · x ≡ c (mod m)

Máme dvě možnosti:

c ≡ 0 a soustava, a tedy i původńı rovnice, má řešeńı vzniklé
z prvńı rovnice vyděleńım d , totiž: x ≡ b′/d (mod m/d);

c 6≡ 0 a soustava, a tedy i původńı rovnice, nemá řešeńı.
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Př́ıklad

Řešte 39x ≡ 41 (mod 47)

Poznámka

Teoretický, i když ne p̌ŕılǐs praktický postup, pro jednoduchost v
p̌ŕıpadě (a,m) = 1: z Bezoutovy věty dostaneme ka + lm = 1,
použijeme

a · x ≡ b = (ka + lm)b ≡ kab (mod m)

a vyděĺıme a, takže x ≡ kb (mod m). (Zbytečně poč́ıtáme
koeficient l .)
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Wilsonova věta

Pomoćı věty o řešitelnosti lineárńıch kongruenćı lze dokázat mj.
významnou Wilsonovu větu udávaj́ıćı nutnou (i postačuj́ıćı)
podḿınku prvoč́ıselnosti. Takové podḿınky jsou velmi významné ve
výpočetńı teorii č́ısel, kdy je ťreba efektivně poznat, je-li dané velké
č́ıslo prvoč́ıslem. Bohužel dosud neńı známo, jak rychle vypoč́ıtat
modulárńı faktoriál velkého č́ısla, proto neńı v praxi Wilsonova věta
k tomuto účelu použ́ıvána.

Věta (Wilsonova)

Přirozené č́ıslo n > 1 je prvoč́ıslo, právě když

(n − 1)! ≡ −1 (mod n)

Vcelku p̌ŕımočarý důkaz je v učebnici.
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Soustavy lineárńıch kongruenćı

Máme-li soustavu lineárńıch kongruenćı o téže neznámé, můžeme
podle p̌redchoźı věty rozhodnout o řešitelnosti každé z nich.
V p̌ŕıpadě, kdy aspoň jedna z kongruenćı nemá řešeńı, nemá řešeńı
ani celá soustava. Naopak, jestliže každá z kongruenćı řešeńı má,
uprav́ıme ji do tvaru x ≡ ci (mod mi ). Dostaneme tak soustavu
kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

...

x ≡ ck (mod mk)

Zřejmě stač́ı vy̌rešit p̌ŕıpad k = 2, řešeńı soustavy v́ıce kongruenćı
snadno obdrž́ıme opakovaným řešeńım soustav dvou kongruenćı.
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Věta

Necht’ c1, c2 jsou celá č́ısla, m1,m2 p̌rirozená. Označme
d = (m1,m2) a m = [m1,m2]. Soustava dvou kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)

v p̌ŕıpadě c1 6≡ c2 (mod d) nemá řešeńı. Jestliže naopak c1 ≡ c2

(mod d), pak existuje celé č́ıslo c tak, že x ∈ Z vyhovuje soustavě,
právě když vyhovuje kongruenci

x ≡ c (mod m).

Důkaz.

Má-li soustava nějaké řešeńı x ∈ Z, plat́ı nutně x ≡ c1 (mod d),
x ≡ c2 (mod d), a tedy i c1 ≡ c2 (mod d). Odtud plyne, že
v p̌ŕıpadě c1 6≡ c2 (mod d) soustava nemůže ḿıt řešeńı.
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Dokončeńı důkazu.

Uvažujme zobrazeńı

c (mod m) 7→ (c (mod m1), c (mod m2)),

které zbytkové ťŕıdě modulo m p̌rǐrad́ı dvojici odpov́ıdaj́ıćıch
zbytkových ťŕıd modulo m1, m2. Toto zobrazeńı je injektivńı (viz
vlastnosti kongruenćı).
Předpokládejme prvně (m1,m2) = 1, pak m = m1m2 a na obou
stranách máme stejný počet prvk̊u, jedná se tedy o bijekci a dvojice
(c1, c2) má jediný vzor – t́ım je zbytková ťŕıda c (mod m) taková,
že c ≡ c1 (mod m1), c ≡ c2 (mod m2), tedy řešeńı soustavy.
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Dokončeńı důkazu.

Uvažujme zobrazeńı

c (mod m) 7→ (c (mod m1), c (mod m2)),

které zbytkové ťŕıdě modulo m p̌rǐrad́ı dvojici odpov́ıdaj́ıćıch
zbytkových ťŕıd modulo m1, m2. Toto zobrazeńı je injektivńı (viz
vlastnosti kongruenćı).
Necht’ nyńı d je libovolné. Poč́ıtejme dvojice ťŕıd ze zadáńı, tj.
takových, že c1 ≡ c2 (mod d). Libovolné c1 (mod m1) určuje c2

(mod d) a to odpov́ıdá právě m2/d ťŕıdám c2 (mod m2).
Dohromady tak je těchto dvojic m1 · (m2/d) = [m1,m2] = m a
zobrazeńı je opět bijekce (jen jsme poťrebovali zmenšit množinu
napravo ze všech dvojic na ty “kompatibilńı”).
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Č́ınská zbytková věta (CRT)

Ve čtvrtém stolet́ı se č́ınský matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
č́ıslo, které p̌ri děleńı ťremi dává zbytek 2, p̌ri děleńı pěti zbytek 3 a
p̌ri děleńı sedmi je zbytek opět 2.

Důsledek (Č́ınská zbytková věta)

Necht’ m1, , . . . ,mk ∈ N jsou po dvou nesoudělná, a1, . . . , ak ∈ Z.
Pak plat́ı: soustava

x ≡ a1 (mod m1)

...

x ≡ ak (mod mk)

má jediné řešeńı modulo m1 ·m2 · · ·mk .
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Uvědomme si, že jde o docela silné tvrzeńı (které ve skutečnosti
plat́ı v podstatně obecněǰśıch algebraických strukturách),
umožňuj́ıćı nám p̌ri p̌redepsáńı libovolných zbytk̊u podle zvolených
(po dvou nesoudělných) modul̊u garantovat, že existuje č́ıslo
s těmito p̌redpsanými zbytky.
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Algoritmus

Prvně obměna na algoritmus pro jednu rovnici: soustavu

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)

p̌reṕı̌seme na ekvivalentńı

m2 · x ≡ m2 · c1 (mod m1m2)

m1 · x ≡ m1 · c2 (mod m1m2)

a vy̌reš́ıme podobně jako p̌redt́ım.
O něco lepš́ı bývá p̌revedeńı prvńı rovnice na “parametrický” tvar
x = m1 · t + c1, dosazeńı do druhé rovnice

m1 · t + c1 ≡ c2 (mod m2),

vy̌rešeńı vzhledem k t, dosazeńı do x = m1 · t + c1 a p̌revedeńı na
“implicitńı” tvar.
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Př́ıklad

Řešte systém kongruenćı

x ≡ 1 (mod 10)

x ≡ 5 (mod 18)

x ≡ −4 (mod 25).

Řešeńı

Výsledkem je x ≡ 221 (mod 450).
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Č́ınskou zbytkovou větu můžeme použ́ıt také
”
v opačném směru“.

Př́ıklad

Řešte kongruenci 23 941x ≡ 915 (mod 3564).

Řešeńı

Rozložme 3564 = 22 · 34 · 11. Protože ani 2, ani 3, ani 11 neděĺı
č́ıslo 23 941, plat́ı (23 941, 3564) = 1 a má tedy kongruence řešeńı.
Protože ϕ(3564) = 2 · (33 · 2) · 10 = 1080, je řešeńı tvaru
x ≡ 915 · 23 9411079 (mod 3564). Úprava č́ısla stoj́ıćıho na pravé
straně by však vyžádala značné úsiĺı. Proto budeme kongruenci
řešit poněkud jinak.
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Řešeńı

V́ıme, že x ∈ Z řešeńım dané kongruence, právě když je řešeńım
soustavy

23941x ≡ 915 (mod 22)

23941x ≡ 915 (mod 34)

23941x ≡ 915 (mod 11).

Vy̌reš́ıme-li postupně každou z kongruenćı soustavy, dostaneme
ekvivalentńı soustavu

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ −3 (mod 81)

x ≡ −4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro řešeńı soustav kongruenćı dostaneme
x ≡ −1137 (mod 3564), což je také řešeńı zadané kongruence.
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Modulárńı reprezentace č́ısel

Při poč́ıtáńı s velkými č́ısly je někdy výhodněǰśı než s dekadickým či
binárńım zápisem č́ısel pracovat s tzv. modulárńı reprezentaćı (též
residue number system), která umožňuje snadnou paralelizaci
výpočt̊u s velkými č́ısly. Takový systém je určen k-tićı modul̊u
(obvykle po dvou nesoudělných) a každé č́ıslo menš́ı než jejich
součin je pak jednoznačně reprezentováno k-tićı zbytk̊u (jejichž
hodnoty nep̌revyšuj́ı p̌ŕıslušné moduly) – viz nap̌r.
http://goo.gl/oM25m.

http://goo.gl/oM25m
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Př́ıklad

Pětice modul̊u 3, 5, 7, 11, 13 nám umožńı jednoznačně
reprezentovat č́ısla menš́ı než 15015 a efektivně provádět
(v p̌ŕıpadě poťreby distribuovaně) běžné aritmetické operace.
Vypočtěme nap̌r. součin č́ısel 1234 a 5678, v této modulárńı
soustavě reprezentovaných pěticemi [1, 4, 2, 2, 12] a [2, 3, 1, 2, 10].
Součin provedeme po složkách a dostaneme [2, 2, 2, 4, 3], což na
závěr pomoćı CRT p̌revedeme zpět na 9662, což je modulo 15015
totéž jako 1234 · 5678.
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