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4 Výpočetńı aspekty teorie č́ısel
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1 Řád č́ısla, primitivńı kǒreny
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Minule

Posledńı z této řady tvrzeńı dává do souvislosti řády dvou č́ısel a
řád jejich součinu:

Lemma

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliže a je řádu r a
b je řádu s modulo m, kde (r , s) = 1, pak č́ıslo a · b je řádu r · s
modulo m.

Důkaz.

Označme δ řád č́ısla a · b. Pak (ab)δ ≡ 1 (mod m) a umocněńım
obou stran kongruence dostaneme arδbrδ ≡ 1 (mod m). Protože je
r řádem č́ısla a, je ar ≡ 1 (mod m), tj. brδ ≡ 1 (mod m), a proto
s | rδ. Z nesoudělnosti r a s plyne s | δ. Analogicky dostaneme i
r | δ, a tedy (opět s využit́ım nesoudělnosti r , s) r · s | δ. Obráceně
žrejmě plat́ı (ab)rs ≡ 1 (mod m), proto δ | rs. Celkem tedy
δ = rs.
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řád jejich součinu:
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Minule

Důsledek

Necht’ m ∈ N a r je nejmenš́ı společný násobek všech řád̊u modulo
m. Pak existuje č́ıslo řádu r modulo m.

Důkaz.

Stač́ı pro a řádu s, b řádu t naj́ıt prvek řádu [s, t]. Necht’

d = (s, t), pak t́ımto prvkem je ad · b.

Pak všechna (a,m) = 1 splňuj́ı ar ≡ 1 (mod m), tj. jsou to řešeńı
kongruence

x r ≡ 1 (mod m)

Zejména nás budou zaj́ımat tzv. primitivńı kǒreny, tj. č́ısla maj́ıćı
řád p̌resně φ(m) – to je p̌resně počet řešeńı této rovnice.
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Minule
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Zejména nás budou zaj́ımat tzv. primitivńı kǒreny, tj. č́ısla maj́ıćı
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Pak všechna (a,m) = 1 splňuj́ı ar ≡ 1 (mod m), tj. jsou to řešeńı
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Primitivńı kǒreny modulo součin

Př́ıklad

Necht’ m = 35 a necht’ (a,m) = 1. Pak podle Eulerovy věty

a4 ≡ 1 (mod 5), a6 ≡ 1 (mod 7)

a12 ≡ 1 (mod 5), a12 ≡ 1 (mod 7) ⇒ a12 ≡ 1 (mod 35).

Je tedy každé č́ıslo řádu 12 (p̌ŕıpadně menš́ıho, ale to vylouč́ıme
časem).

Tedy kongruence x12 ≡ 1 (mod 35) stupně 12 má
φ(35) = 4 · 6 = 24 řešeńı.

Věta

Pokud je m dělitelné aspoň dvěma lichými prvoč́ısly, primitivńı
kǒren modulo m neexistuje.
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Věta
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Věta
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Polynomiálńı kongruence modulo prvoč́ıslo

Uvažme f (x) ≡ 0 (mod p) a vydělme f (x) se zbytkem kǒrenovým
činitelem (x − a):

f (x) = (x − a) · g(x) + r ⇒ r = f (a)

Pokud je a kǒrenem kongruence, dostaneme

f (x) ≡ (x − a) · g(x) (mod p).

Protože je p prvoč́ıslo, jsou kǒreny f (x) právě a a kǒreny g(x),
který je stupně o jedna menš́ıho. Protože konstantńı polynomy
nemaj́ı kǒreny, má f (x) maximálně tolik kǒrenů, kolik je jeho
stupeň (bacha na f (x) ≡ 0).

Důsledek

x2 ≡ 1 (mod p) má kǒreny právě ±1.
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Věta

Necht’ p ∈ N je prvoč́ıslo. Pak existuje primitivńı kǒren modulo p.

Důkaz.

Necht’ r je maximálńı řád, podle Eulerovy věty r | p − 1. Pak všech
p − 1 nenulových zbytkových ťŕıd jsou kǒreny

x r ≡ 1 (mod p)

a podle p̌redchoźıho p − 1 ≤ r .
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Věta

Necht’ p ∈ N je prvoč́ıslo. Pak existuje primitivńı kǒren modulo pk .

Důkaz.

Plat́ı φ(pk) = pk−1 · (p − 1) a tito činitelé jsou nesoudělńı. Necht’

g (mod p) je primitivńı kǒren, tj. prvek řádu p − 1. Pak řád g
(mod pk) bude násobkem p − 1. Stač́ı naj́ıt prvek řádu pk−1.
Ukážeme, že je j́ım 1 + p; indukćı vzhledem ke k = 1, 2, . . .;
konkrétně ukážeme:

(1 + p)p
k−2 ≡ 1 + pk−1 ̸≡ 1 (mod pk)

Lemma

a ≡ b (mod pk) ⇒ ap ≡ bp (mod pk+1).
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Ukážeme, že je j́ım 1 + p; indukćı vzhledem ke k = 1, 2, . . .;
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(1 + p)p
k−2 ≡ 1 + pk−1 ̸≡ 1 (mod pk)

(instance pro k + 1 dá (1 + p)p
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Hledáńı primitivńıho kǒrene

Sofistikovaná metoda se zat́ım nezná. Zkoušeńım po nějaké době
uspějeme: Kolik je primitivńıch kǒrenů modulo prvoč́ıslo?

Jsou to
právě ga (mod p), kde (a, φp) = 1, tedy jich je φ(φ(p)). Přitom
plat́ı

p/φ(φ(p)) ∈ O(log log p),

takže pravděpodobnost, že náhodné č́ıslo bude primitivńım
kǒrenem je zhruba

1/ log log p

a počet pokus̊u poťrebných k nalezeńı primitivńıho kǒrene s
p̌redem danou pravděpodobnost́ı je úměrný log log p, tedy
logaritmický vzhledem k délce vstupu (ově̌reńı toho, zda se vskutku
jedná o primitivńı kǒren trvá déle, viz p̌ŕı̌stě).
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kǒrenem je zhruba

1/ log log p
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Plán p̌rednášky

1 Řád č́ısla, primitivńı kǒreny

2 Diskrétńı logaritmus

3 Kvadratické zbytky a nezbytky

4 Výpočetńı aspekty teorie č́ısel
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Definice

Necht’ m ∈ N. Celé č́ıslo g ∈ Z, (g ,m) = 1 nazveme primitivńım
kǒrenem modulo m, pokud je jeho řád modulo m roven φ(m).

Lemma

Je-li g primitivńı kǒren modulo m, pak pro každé č́ıslo
a ∈ Z, (a,m) = 1 existuje jediné xa ∈ Z, 0 ≤ xa < φ(m)
s vlastnost́ı g xa ≡ a (mod m). Funkce a 7→ xa se nazývá diskrétńı
logaritmus, p̌ŕıp. index č́ısla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivńımu kǒreni g) a je bijekćı mezi množinami
{a ∈ Z; (a,m) = 1, 0 < a < m} a {x ∈ Z; 0 ≤ x < φ(m)}.

Důkaz.

Předpokládejme, že pro x , y ∈ Z, 0 ≤ x , y < φ(m) je g x ≡ g y

(mod m). Z vlastnost́ı řádu pak x ≡ y (mod φ(m)), tj. x = y ,
proto je zobrazeńı injektivńı, a tedy i surjektivńı.
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(mod m). Z vlastnost́ı řádu pak x ≡ y (mod φ(m)), tj. x = y ,
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Kvadratické kongruence modulo prvoč́ıslo

Věta

Necht’ p je liché prvoč́ıslo a (a, p) = 1. Kongruence x2 ≡ a

(mod p) má řešeńı, právě když a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.

Použijeme primitivńı kǒren g a vyjáďŕıme x2 ≡ a (mod p) pomoćı
něj: necht’ x ≡ g ξ, a ≡ gα, pak kongruence je ekvivalentńı

(g ξ)2 ≡ gα (mod p) ⇔ 2ξ ≡ α (mod p − 1).

Protože je p − 1 sudé, řešeńı existuje, právě když α je sudé:

α ≡ 0 (mod 2) ⇔ p−1
2 · α ≡ 0 (mod p − 1).

⇔ a
p−1
2 ≡ g

p−1
2

·α ≡ g0 ≡ 1 (mod p).
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Legendre̊uv symbol

Věta

Necht’ p je liché prvoč́ıslo a (a, p) = 1. Kongruence x2 ≡ a

(mod p) má řešeńı, právě když a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Definice

Definujeme ( ap ) =


1 a kvadratický zbytek modulo p

−1 a kvadratický nezbytek modulo p

0 a soudělné s p

.

Jednoduchým důsledkem věty dostáváme ( ap ) ≡ a
p−1
2 (mod p):

protože (a
p−1
2 )2 ≡ ap−1 ≡ 1, je a

p−1
2 rovno ±1.
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Legendre̊uv symbol

Důsledek

(−1
p ) = +1, resp. −1, pokud p ≡ 1 (mod 4), resp. p ≡ 3 (mod 4).

Tedy kongruence x2 ≡ −1 (mod p) má řešeńı, právě když p dává
po děleńı čty̌rmi zbytek 1.

Poč́ıtáńı Legendreova symbolu je jednoduché s následuj́ıćımi
pravidly:

(abp ) = ( ap )(
b
p ),

a ≡ b (mod p) ⇒ ( ap ) = (bp ),

( 2p ) = (−1)
p2−1

8 ,

(qp ) = (pq ) · (−1)
p−1
2

q−1
2 .
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Legendre̊uv symbol
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Jacobiho symbol

Definice

a libovolné, n = p1 · · · pk liché; definujeme(a
n

)
=

(
a

p1

)
· · ·

(
a

pk

)
.

Poč́ıtáńı Jacobiho symbolu je jednoduché s následuj́ıćımi pravidly:

(abn ) = ( ap )(
b
n ),

a ≡ b (mod p) ⇒ ( an ) = (bn ),

( 2n ) = (−1)
n2−1

8 ,

(mn ) · (
n
m ) = (−1)

m−1
2

n−1
2 pro m, n lichá.
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Jacobiho symbol

Př́ıklad

Spočtěte (219383).

Př́ıklad

Spočtěte ( 3p ) pro prvoč́ıslo p, tj. rozhodněte, kdy je 3 kvadratický
zbytek modulo prvoč́ıslo p.
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Testováńı prvoč́ıselnosti

test

Je-li p prvoč́ıslo, pak ap−1 ≡ 1 (mod p) (pro a náhodné
nesoudělné s p).

složitěǰśı test

Je-li p prvoč́ıslo, pak a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p) (pro a náhodné

nesoudělné s p).

ještě složitěǰśı test

Je-li p prvoč́ıslo, pak a
p−1
2 ≡ ( ap ) (mod p) (pro a náhodné

nesoudělné s p).
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2 Diskrétńı logaritmus
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Základńı úlohy výpočetńı teorie č́ısel

V mnoha praktických úlohách využ́ıvaj́ıćıch výsledky teorie č́ısel je
zapoťreb́ı umět rychle provést jeden či v́ıce z následuj́ıćıch výpočt̊u:

1 běžné aritmetické operace (součet, součin, děleńı se zbytkem)
na celých č́ıslech,

2 zbytek mocniny celého č́ısla a na p̌rirozené č́ıslo n po děleńı
daným m.

3 inverzi celého č́ısla a modulo m ∈ N,
4 nejvěťśı společný dělitel dvou celých č́ısel (a p̌ŕıpadně

koeficienty do Bezoutovy rovnosti),

5 rozhodnout o daném č́ısle, je-li prvoč́ıslo nebo složené,

6 v p̌ŕıpadě složenosti rozložit dané č́ıslo na součin prvoč́ısel.
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koeficienty do Bezoutovy rovnosti),
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daným m.

3 inverzi celého č́ısla a modulo m ∈ N,
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Základńı aritmetické operace

Základńı aritmetické operace se i na velkých č́ıslech obvykle
prováděj́ı obdobně jako jsme se to učili na základńı a sťredńı škole,
kdy uḿıme sč́ıtat v lineárńım, násobit a dělit se zbytkem
v kvadratickém čase.

Pro násobeńı, které je základem mnoha
daľśıch operaćı, existuj́ı asymptoticky rychleǰśı algoritmy (typu
rozděl a panuj) - nap̌r. prvńı takový Karatsubův (1960) časové
náročnosti Θ(nlog2 3) nebo algoritmus Schönhage-Strassenův
(1971) časové náročnosti Θ(n log n log log n), který využ́ıvá tzv.
Fast Fourier Transform. Ten je ale p̌res svou asymptotickou
p̌revahu výhodný až pro násobeńı č́ısel maj́ıćıch alespoň deśıtky
tiśıc cifer (a použ́ıvá se tak nap̌r. v GIMPS).
Pěkný p̌rehled je nap̌r. na http://en.wikipedia.org/wiki/

Computational_complexity_of_mathematical_operations

http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations
http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations
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GCD a modulárńı inverze

Jak už jsme ukazovali ďŕıve, výpočet řešeńı kongruence a · x ≡ 1
(mod m) s neznámou x lze snadno (d́ıky Bezoutově větě) p̌revést
na výpočet nejvěťśıho společného dělitele č́ısel a a m a na hledáńı
koeficient̊u k, l do Bezoutovy rovnosti k · a+ l ·m = 1 (nalezené k
je pak onou hledanou inverźı a modulo m).

f u n c t i o n ex tended gcd ( a , m)
i f m == 0

r e t u r n (1 , 0)
e l s e

(q , r ) := d i v i d e ( a , m)
( k , l ) := ex tended gcd (m, r )
r e t u r n ( l , k = q * l )

Podrobná analýza (viz nap̌r. [Knuth] nebo [Wiki]) ukazuje, že
tento algoritmus je kvadratické časové složitosti.
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Modulárńı umocňováńı

Modulárńı umocňováńı je, jak jsme již viděli ďŕıve, velmi využ́ıvaná
operace mj. p̌ri ově̌rováńı, zda je dané č́ıslo prvoč́ıslo nebo č́ıslo
složené. Jedńım z efektivńıch algoritmů je tzv. modulárńı
umocňováńı zprava doleva:

f u n c t i o n modular pow ( base , exponent , modulus )
r e s u l t := 1
wh i l e exponent > 0

i f ( exponent mod 2 == 1 ) :
r e s u l t := ( r e s u l t * base ) mod modulus

exponent := exponent >> 1
base = ( base * base ) mod modulus

r e t u r n r e s u l t
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Algoritmus modulárńıho umocňováńı je založen na myšlence, že
nap̌r. p̌ri poč́ıtáńı 264 (mod 1000)

neńı ťreba nejprve poč́ıtat 264 a poté jej vydělit se zbytkem
č́ıslem 1000, ale lépe je postupně násobit

”
dvojky“ a kdykoliv

je výsledek věťśı než 1000, provést redukci modulo 1000,

ale zejména, že neńı ťreba provádět takové množstv́ı násobeńı
(v tomto p̌ŕıpadě 63 naivńıch násobeńı je možné nahradit
pouze šesti umocněńımi na druhou, nebot’

264 = (((((22)2)2)2)2)2.
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Př́ıklad (Ukázka pr̊uběhu algoritmu)

Vypočtěme 2560 (mod 561).

Protože 560 = (1000110000)2,
dostaneme uvedeným algoritmem

exponent base result exp’s last digit

560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 460 1
8 511 256 0
4 256 256 0
2 460 256 0
1 103 256 1
0 511 1 0

A tedy 2560 ≡ 1 (mod 561).
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Efektivita modulárńıho umocňováńı

V pr̊uběhu algoritmu se pro každou binárńı č́ıslici exponentu
provede umocněńı základu na druhou modulo n (což je operace
proveditelná v nejhů̌re kvadratickém čase), a pro každou

”
jedničku“

v binárńım zápisu nav́ıc provede jedno násobeńı. Celkově jsme tedy
schopni provést modulárńı umocňováńı nejhů̌re v kubickém čase.
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